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Abstrakt

W swojej pracy definiuje pojecie ,fraktal”, opisuje jego podziat i historie. W pracy
zawartam liczne przyktady fraktali, ktore pochodzg zardwno ze Swiata matematyki (np.: krzywa
Kocha, Trojkat i Dywan Sierpinskiego, zbior Cantora) jak i z otaczajacej nas rzeczywistosci (np.:
papro¢, szyszka, Mossbrae Falls w Kalifornii). Stworzylam takze wlasne przyklady figur
fraktalnych.

Staram si¢ udowodnié¢, ze geometria fraktalna moze sluzy¢ do odwzorowan bardzo
skomplikowanych form natury i wszystkiego co nas otacza. Wykazuje, ze dzigki rozwojowi nowych
technik komputerowych, geometria fraktalna staje si¢ narz¢dziem do tworzenia nowych form

1 wzoréw w sztuce, architekturze i nauce, czego przyklady przedstawiam w mojej pracy.

Stowa kluczowe

Fraktale, geometria fraktali, odwzorowanie natury, forma geometryczna

Spis tresci:
1. Czym sg fraktale?
2. Skad wziely si¢ fraktale?
3. Przyktady fraktali i opis sposobu ich powstawania.
0 Krzywa Kocha
0 Trojkat i Dywan Sierpinskiego
0 Zbiér Cantora

0 Drzewo Pitagorasa

4. Fraktale w naturze.

5. Zastosowanie geometrii fraktalnej w tworzeniu nowych form.
6. Moje fraktale.

7. Podsumowanie.
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Wstep

Wiele os6b twierdzi, ze Wszech§wiat to rozproszone planety, komety i zbiory pytow.
Nieposegregowane odtamki skat lub przypadkowe oceany. Nazywaja je uktadami chaotycznymi.
Co jednak jesli wcale tak nie jest?

Wiele naturalnych rzeczy jest idealnie dopracowanych pod kazdym wzgledem. Wystarczy
rozejrze¢ si¢ wokot siebie, by to zobaczy¢. Setki, tysigce powtarzalnych elementow, tworzacych
z pozoru nieuporzagdkowang forme, okazuje si¢ by¢ czym$ zupeklie innym, na przyktad: krzewy
paproci, ktorych najwickszy 1i$¢ sktada si¢ z setek takich samych matych listkow; chmury ptynace
po niebie, drzewa czy postrzepiona linia brzegowa, wygladajace tak samo w catosci jak w swym
najmniejszym fragmencie. Takie twory nazywamy fraktalami.

Wybratam ten temat przez przypadek. Przez wiele dni glowitam si¢ nad praca
matematyczng. Pewnego dnia pojechalam z rodzing do lasu na wycieczkg. Nagle podczas
wedrowki, gdy juz ogarniaty mnie watpliwosci, ze nigdy nic nie wymysle, potknetam si¢ o galaz
lezaca na ziemi. Oszotomiona upadkiem wstatam powoli i w gaszczy liSci dostrzeglam potyskujaca
pajeczyng. Podesztam tam i zaczetam si¢ jej uwaznie przygladaé. Cho¢ byla to rzecz tak przecigtna,
ogarn¢ta mnie ciekawos$¢. Zrozumiatam, z jak wielu takich samych elementow sktadato si¢ dzieto
pajaka oraz, ze na swoj sposob ono jest wyjatkowe.

Zaczetam poszukiwaé takich zalezno$ci i odnalazlam dziedzing nauki, ktora si¢ tym
zajmuj¢: geometri¢ fraktalng. Przeczytalam na ten temat wiele ciekawych ksigzek i prac
naukowych, odnalaztam programy komputerowe do tworzenia fraktali oraz sprébowatam stworzy¢

wlasne przyktady geometrii fraktali. Wybrane elementy umie$citam w ponizszej pracy.

1. Czym sq fraktale?

Istnieje wiele definicji fraktali. W niniejszej pracy przyjetam nastepujaca:
Fraktal (fac. fractus — ztlamany, czastkowy) to krzywa, powierzchnia lub bryla powstajaca
w procesie kolejnego dzielenia figury. W znaczeniu potocznym oznacza zwykle obiekt
samopodobny albo nieskonczenie powtarzalny w formie.

Krakéw 2012



Wiasciwosci fraktali:
[ fraktale maja nieskonczone samopodobienstwo, oznacza to, ze jezeli odpowiednio
powigkszylibySmy dowolnie maty jego kawatek przypominatby do ztudzenia caty zbiér lub

jego znaczng cze$¢.
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[ fraktale majg prosty opis i czgsto sg otrzymywane przez powtarzanie nieskonczenie wiele

razy tej samej operacji.

[ majg skomplikowang strukture, ktora nie daje si¢ opisa¢ w jezyku tradycyjnej geometrii
0 mozna je podzieli¢ na dwie kategorie:
o fraktale regularne (idealne samopodobienstwo)

o fraktale nieregularne
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2. Skad wziely si¢ fraktale?

Wigkszo$¢ oséb wie czym jest geometria euklidesowa. Zajmuje si¢ ona figurami o idealnych
ksztaltach. Uczymy si¢ w szkole o odcinkach, liniach prostych, okregach, wielokatach itp. Niestety
w rzeczywisto$ci wystgpuja one niezwykle rzadko. Na przyktad ksiezyc, o ktérym méwimy, zZe jest
kula, wcale nig nie jest. Wiemy, ze wystepuja na nim liczne kratery lub rowy. Podobnie na Ziemi
jest wiele rzeczy o nieidealnych geometrycznie ksztaltach. Jak opiszemy postrzepione linie
brzegowe przer6znych panstw lub fantazyjne ksztatty chmur? Do opisu takich figur potrzeba czego$
wiecej niz tradycyjnej geometrii. Do tego wlasnie mozemy wykorzysta¢ fraktale.

Pojecie fraktali wprowadzit w latach 70 ubieglego stulecia francuski matematyk
i informatyk Benoit Mandelbrot. Byt on odkrywca uniwersalnego obiektu zwanego ,,zbiorem
Mandelbrota”. Oczywiscie nie byly to pierwsze przyktady fraktali, wiele obiektow pojawito sig¢
o wiele wczesniej np. zbior Cantora, trojkat Sierpinskiego oraz krzywa Penao. Ale wtedy nikt ich

nie nazywatl fraktalami.

3. Przyklady fraktali

Trojkat Sierpinskiego Dywan Sierpinskiego Paproc¢ Barnsleya

Drzewo Pitagorasa Krzywa Penao

Zbior Cantora
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Zuk Mandelbrota

Ponizej przedstawi¢ sposob powstawania wybranych przeze mnie fraktali.

Zbior Cantora

Zbior Cantora jest najprostszym przykitadem fraktala.

Wezmy dowolny odcinek

Nastepnie podzielmy go na trzy czesci i wyrzuémy srodkow3.

Zrobmy to samo z mniejszymi odcinkami

Wykonujac te operacj¢ nieskonczenie wiele razy na kazdym odcinku otrzymamy pelny zbior

Cantora.
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Krzywa Kocha

Krzywa Kocha ma bardzo prosta budowe.

Wezmy dowolny odcinek DH

Nastepnie podzielmy go na trzy rowne odcinki : DE, EG, GH.

Teraz usunmy $rodkowy odcinek EG 1 w jego misce wstawmy dwa boki: EF 1 FG. Dzigki temu

otrzymamy lamang jak na rysunku ponize;j.

o e/ \ N

Nastepnie kazdy odcinek dzielimy w ten sam sposob.
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Powtarzajac ta operacj¢ nieskonczenie wiele razy otrzymamy Krzywa Kocha.
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Jezeli zrobimy te operacj¢ na podstawie trojkata rownobocznego zobaczymy inny wariant Krzywej

Kocha, ktory jest potaczeniem trzech fraktali.

Dywan Sierpinskiego

Wezmy dowolny kwadrat.
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Nastepnie podzielmy go na dziewie¢ takich samych kwadratow, oraz usunmy $rodkowy.

H B
_
I

Po6zniej zrobmy to samo z mniejszymi kwadratami.

Po wykonaniu tej operacji nieskonczenie wiele razy otrzymamy pelng figur¢ nazywang Dywanem

Sierpinskiego.
ﬂﬂﬂ ﬂ
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Istnieje takze tréjwymiarowa wersja dywanu Sierpinskiego.
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Trojkat Sierpinskiego

Wezmy dowolny trojkat rownoboczny.

Nastepnie podzielmy go na cztery rowne trojkaty rownoboczne i usunmy srodkowy.

W ten sam sposob dzielmy mniejsze trojkaty.
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Powtarzajac te procedure nieskonczenie wiele razy otrzymamy trojkat Sierpinskiego.

Istnieje réwniez trojwymiarowa wersja trojkata Sierpinskiego, ktdra powstaje na podstawie

czworoscianu, a nazywa si¢ piramidg Sierpinskiego.
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Drzewo Pitagorasa

Wezmy dowolny kwadrat.

[

Nastepnie stworzmy na jego gornym boku trojkat rownoramienny.

Do bokow trdjkata przystawmy dwa identyczne kwadraty.
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Do mniejszych kwadratow dostawiamy trdjkaty rownoramienne.

Powtarzamy wczesniejsze kroki.

Powtarzajac t¢ procedure nieskonczenie wiele razy otrzymamy drzewo Pitagorasa.

4. Fraktale w naturze

Fraktale wystepuja takze w przyrodzie. Teraz pokaze¢ pare przyktadow.
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Budowg fraktalng ma na przyktad pajeczyna.
Fraktalne sg tez Mossbrae Falls w Kalifornii (USA)

Lo A N

Papro¢ takze jest fraktalem

t %

-

Tak jak 1 nasiona stonecznika.
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Szyszka ma budowg fraktalng.

Od razu zauwazamy odmienno$¢ i cudowno$¢ tych form natury. Wiele z nich widzimy na co dzien.
Wielu matematykow zafascynowata ta matematyczna doktadnos¢ przyrody.

Jednym z nich byl Michael F. Barnsley ktory stworzyt fraktal niezwykle podobny do liscia paproci.
Nazywa si¢ on papro¢ Barnsleya. Aby go stworzy¢ wymaga si¢ nierdwnomiernego doboru

prawdopodobienstw losowania przeksztatcen.

Jednak nie tylko na naszej planecie istniejg naturalne fraktale.

Co zaskakujace, sg nimi np. tak wielkie obiekty jak Galaktyki.
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Geometria Fraktalna opisuje twory natury w idealny sposob!

5. Zastosowanie geometrii fraktalnej w tworzeniu nowych form.

Fraktale oprocz tego, ze wystepuja w naturze, sg wykorzystywane do tworzenia nowych form

w roznych dziedzinach nauki i sztuki.

Architektura

W architekturze mozemy zaobserwowac wiele fraktalnych form.
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Projekt miasta fraktalnego
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Basen Olimpijski Pekin (Chiny)

Fraktalne sa réwniez przenosne konstrukcje...

Medycyna

Dzigki fraktalom w medycynie mozliwe jest ocenianie tempa wzrostu lub zanikania fragmentow
ukladow biologicznych, poznawanie 1 leczenie niektérych nowotwordéw, obliczanie pola
powierzchni komorek itp.

Tak samo dzigki fraktalom mozliwe jest rozszyfrowanie algorytmu DNA.
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Ekonomia

Ekonomia wykorzystuje Geometri¢ Fraktalng do analiz danych finansowych.
Powstata hipoteza rynku fraktalnego polegajaca na tym iz mozna prognozowaé zjawiska
ekonomiczne za pomocg fraktali. Odkrywcy zauwazyli, ze da si¢ prognozowa¢ mate zjawiska jak

1 te ogromne z powodu ich samopodobienstwa, jak we fraktalach.

Informatyka

W Informatyce mamy kompresj¢ fraktalng (kompresja polega na zmianie struktury danych, aby
w efekcie zmniejszyly one swoj rozmiar) polega ona na znajdowaniu podobienstwa pomigdzy
poszczegbdlnymi fragmentami obrazu.

Fraktale wykorzystuje si¢ tam jeszcze w wielu innych dziataniach.

6. Moje fraktale

Zafascynowana pigknem i prostotg figur fraktalnych zaczetam wymysla¢ wlasne twory.

Na przyktad okrag z odgalezieniami nazwany przeze mnie fraktalem serwetkowym.
Polega on na utworzeniu okregu z dwoma prostopadtymi do siebie odcinkami, ktore przechodza
przez jego Srodek. Nastepnie na koncu kazdego odcinka wychodzacego poza okrag rysujemy dwa

razy mniejsze okregi, w $rodku ktorych tacza si¢ dwa razy krotsze odcinki, 1 tak ,,w kotko™.
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Inny przyktad fraktalu stworzyty§my razem z mojg czteroletnig siostrg, na podstawie jej genialnych

zyczen choinkowych.

7. Podsumowanie
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Dzigki tej pracy nauczytam si¢, ze fraktale to nie tylko pojecie matematyczne. Nie s3 to tez
tylko rysunki. Fraktale to co§ wigcej, co$ czego nie da si¢ tak po prostu opisa¢ czy wyjasni¢. To
dzieki nim nasze nowoczesne techniki szybciej si¢ rozwijaja, dzigki nim mozemy leczy¢ niektore
nowotwory. Dzigki nim potrafimy obliczy¢ powierzchni¢ komérki w medycynie. Bez nich opisanie
postrzepionych linii brzegowych bytoby niemozliwe, gdyby nie one nie poznalibySmy $wiata tak
doktadnie. Wtasnie dlatego fraktale sg takie wazne. Ale to nie wszystko, jest jeszcze jedna bardzo
wazna rzecz, o ktorej w geometrii fraktalnej nie mozna zapomnie¢:

Najwazniejsza cechg fraktali jest dobra zabawa.

Te wilasnie wiedzg dal mi ten projekt. Poprzez zabawe dowiedziatam si¢ tylu rzeczy,
zaprzyjaznitam si¢ z fraktalami, wiem ile im zawdzigczam i1 jak wiele mam z nimi wspolnego.
Fraktale sg interdyscyplinarnym zjawiskiem wystepujacym w moich ulubionych dziedzinach zycia:
matematyce, sztuce oraz medycynie i wspaniale je ze sobg tacza. I cho¢ w mojej pracy pokazalam
tylko nieliczne przyktady fraktali, to mam nadzieje, ze i tak wielu osobom przyblizytam to pojgcie.
Dzigki pracy nad fraktalami zrozumiatam budowe pajeczyn i niepowtarzalnego platka $niegu, lini¢
brzegowa Norwegii, a takze fraktalny balagan w moim pokoju robiony przez moja kochana

mtodsza siostre ... cho¢ nie wiem, czy jakikolwiek matematyk potrafitby go opisac.

Ale odkrytam tez co$ jeszcze ... Odkrylam tajemnice rysunku mojej siostry...
Narysowala ona na kartce $wiatecznej choinke, a nastgpnie dorysowata na niej ozdoby w ksztalcie
mniejszych choinek. Lecz na ozdobach choinkowych tez wisialy choinki. Wyjasnita mi, ze ,,Kazde
drzewko musi by¢ ozdobione.”
Z tego wynika, ze nawet czterolatki nieznajace podstaw matematyki, moga stworzy¢ swoj fraktal.
Roéwnoczesdnie, jestem niemal pewna, ze gdybym poprosita kogo$ dorostego o stworzenie swojego
fraktala, powiedziatby, Ze nie potrafi. Matematyka jest odpowiednia dla oséb w kazdym wieku,

ale najwazniejsza jest che¢ jej poznania przez tworcze myslenie i dobra zabawe.
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