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Wstep

W swojej pracy chce przedstawic obliczenia z pozoru prostej rzeczy jaka jest rzut
pitka. W trakcie pisania okazato sie, ze nawet taka prosta rzecz, moze sprawi¢ wiele
trudnosci.

Potrzebne podstawy fizyki mozna znalez¢ w podreczniku szkolnym. Jednak
pokazana jest w nim tylko bardzo uproszczona wersja obliczen.

Zaczetam wiec od tego opisu — dziatu z fizyki, ktory zajmuje sie ruchem ciat, czyli
kinematyki — aby zrozumieC zaleznosSci potrzebne do matematycznego opisania
ruchu.

Na poczatku zajelam sie dobrze znanymi zaleznoSciami pomiedzy czasem t,
droga s, predkoscia v i przyspieszeniem a. Wiemy, ze przy prostoliniowym ruchu
ciata mamy nastepujace zaleznosci:

S
(1)  szybkosc V= ?

\%
(2)  przyspieszenie - .

Te formulki mozna stosowac¢ przy ruchach jednostajnych Ilub najwyzej
jednostajnie przyspieszonych. Wystarczy to, aby uwzgledni¢ grawitacje ziemska, lecz
trzeba opuscic wszystkie inne wplywy na lecacq pitke. Dokladnie na tym polega
uproszczenie w podreczniku.

W tej pracy podejde do tego tematu od strony matematycznej i postaram sie opisac
ruch pitki najdoktadniej jak to jest mozliwe.
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Troche fizyki

Analizujac przyktady w podreczniku fizyki, zwrocitam uwage na przedstawienie
zaleznosci w formie wykresow.

B Zaleznosé jednej wielkosci fizycznej od drugie) mozna odczytat z wykresu.

W ruchu jednostajnym:

g A 3] A
s=uvt
0 t 0 t
W ruchu jednostajnie przyspieszonym dla v, = 0:
V4 a4
| - p=at .
= - =
5=5 vti - :
0 t 0 t

Widac na nich nastepujace rzeczy:
1. na wykresie s —t mozemy odczytac predkosc v jako nachylenie prostej
2. na wykresie v — t odczytujemy droge s jako pole miedzy prosta, a osig t
3. na wykresie v — t widac przyspieszenie a jako nachylenie prostej
4

. na wykresie a — t pole pod prostag wyraza wartoS¢ predkosci v

Nasuwa sie przypuszczenie, ze gdyby udalo sie znalez¢ funkcje pozwalajace
obliczy¢ nachylenie oraz pole dla dowolnego wykresu, to pozwolityby one obliczy¢
potrzebne zaleznosci rowniez w przypadku dowolnego, niejednostajnego ruchu.
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W poszukiwaniu funkcji
Podejscie graficzne

Nachylenie

Jako pierwsze przedstawitam pozycje s w zaleznosci od czasu t na wykresie s(t).
Nastepnie podzielilam czas na rowne odstepy wielkosci At. Otrzymuje w ten sposob
na osi t, punkty t, t, ts, ... tx. Dla kazdego z tych punktow mozna odczytac pozycje
samochodu s,(t,). Otrzymatam wiec wartosci s, Sz, S, ... Sn.

S

@ v,=

Obliczone wartosci v, przedstawitam na nowym wykresie v(t). L.atwo zauwazyc,
ze rysunek bedzie tym dokladniejszy im mniejsze jest At.
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Pole pod krzywa.

W drugim przypadku rozpoczynam od wykresu predkosci v(t) w czasie.
Jak pamietamy z wprowadzenia, przejechang droge mozna ustali¢ jako powierzchnie
pod krzywa. Obliczenia pola pod krzywa zrobilam podobnie do poprzednich.
W kazdym punkcie t, narysowatam prostokat szerokosci At i wysokosci vy,.

A
Vv

v(n'/)

T/ n'/ T

N N

Teraz obliczam droge dla kazdej wartoSci sa :

n

4) snzz (vi*At)

i=1

Znak X (Sigma) oznacza sumowanie powierzchni wszystkich prostokatow od to
do t.. Ponownie stwierdzam, ze rezultat jest tym dokladniejszy, im mniejsze jest At.
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Podejscie matematyczne

Metoda graficzna jest tatwa do zrozumienia, ale trudna do uzycia w praktyce.
Mozna jg stosowac, gdy posiadamy wartosci pomiarowe zapamietane w komputerze.

Do zwyklych obliczen potrzebne sg funkcje matematyczne.

e Obliczanie funkcji nachylenia krzywej w kazdym punkcie,
nazywamy rézniczkowaniem, a rezultat pochodna funkcji.

* Obliczanie funkcji pola pod krzywa, nazywamy calkowaniem,
a rezultat catka.

Nachylenie — pochodna
W trakcie pracy bede uzywata nastepujacy zapis:
G y'=f '(X) jest pochodng funkcji y=f(x)
Do dalszej pracy potrzebne sa mi pochodne funkcji y = x".

Wykorzystujac formutke (3) i zamieniajagc At na 1, otrzymatam nastepujaca
formuike:

+1)"—x"
(6)y'(x)=(x ) X

P—

Uzywajac wzory skroconego mnozenia, rozwigzatam powyzsze dzialanie dla
kilku wartosci n:

7 n=1: y'(x)=1
(8) n=2: y'(x)=2X—|—l
© n=3: y'(x)=3x"+3xl+/I

Uzywajqc tréjkat Pascala stwierdzitam, ze pierwszy czton kazdej linijki ma
iloczyn rowny n. Dlatego mozna zapisac:

(10) n: y'(x)=nx""+al+..+I"

Jak wspomniatam poprzednio, dla dokladnego obliczenia 1 powinno by¢ jak
najmniejsze. Osiggnetam to stosujac funkcje lllfroly '(x) . W rezultacie wszystkie
wielokrotnosci 1, staja sie nieskonczenie mate i mozna je opuscic.
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Otrzymatam rezultat:
(11) pochodng funkcji  y ( x): x" jest '(x): nx" 1

Ta formulka jest okreSlona dla wszystkich n, rowniez ujemnych i utamkow.
Dlatego zawiera w sobie rowniez wszystkie pierwiastki z x.

Dodatkowo podaje jeszcze dwie pochodne:

(12) pochodnag funkcji y ( X>= In | X| jest Yy '(X)Z

> | =

(13) pochodna funkcji y ( X ) —e™ jest y ( X ): axe™

Warto zwroci¢ uwage na wystepujacq tu liczbe e. Jest to stala Eulera i ma
warto$¢ 2,718281828459. W powyzszych formutkach wystepuje jako baza logarytmu
naturalnego (In) oraz w funkcji wykladniczej e™.

Pole pod krzywa — catka
W trakcie pracy bede uzywata nastepujacy zapis:

) Y(x)=] f(x)dx jestcatkafunkcii  y(x)=f(x)

Roéwniez tutaj, do dalszej pracy potrzebne sg mi catki funkcji y = x".

Rozpoczynajac od przedstawienia graficznego z poprzedniego rozdziatu, dzielimy

przedziat osi na czesci, kazda wielkosci N Prostokat n ma wiec pole:

X

15 P,=f(n N)*(%)

Z tego wynika, ze warto$¢ pola w miejscu X wynosi:

a6 Fx)=lim 3 [f(n0)x(-))= f(x)ax

Funkcja limes jest uzyta, by znalez¢ wartos¢ dla nieskonczenie duzej liczby
nieskonczenie waskich prostokatow.

Dla funkcji y(x)=x" liczymy wiec:

@ Y()=tim 3 [X) (X))

N —> o i=1 N N
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Dla réznych n:

(18) n=1
2 N
lim (%) Zz—hm M—limlx2+izlx2
N - N i=1 N —o0 N 2 Naooz 2N 2
(19) n=2
3 N
lim ()3 2= lim ( [N(N+1)(2N+1)] _
N —oo N i=1 N —oo N 6
3[2N°4+3N°+ N 1 X’ X1
1. i [ :l' _ 3 4+ (= )+ —(= 3
lim () c lim (2x°)+(5g) (6N2) (3)x

W tym miejscu stwierdzitam, ze formutkq dla catki jest:

+1+C

20 "dx =
@) [ X'dx=—x

Zamiast dowodu matematycznego zajrzalam do encyklopedii, aby upewnic¢ swoje
przypuszczenie, ktore okazalo sie prawidtowe.

Stala C jest uzywana do ustalenia tzw. wartosci brzegowych. W naszym
przypadku bedzie potrzebna do ustalania stanu poczatkowego. Mozna ja dodac,
poniewaz przy odwrotnej operacji — czyli rozniczkowaniu — stale zamieniajg sie
Z powrotem na zero.

Jak wida¢ powyzsza formutka, nie ma rozwigzania dla wartosci n = -1. Podam
wiec dodatkowo dwie definicje z encyklopedii matematycznej, ktére sq potrzebne
w tej pracy:

(21) f%dx:ln|x|+C

(22) fe“xdx:%*eaerC
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Reguty liczenia

Zeby moc te formulki rzeczywiscie uzy¢, potrzebnych jest kilka podstawowych
regut liczenia:

@3 (flx)+g(x))'=f"(x)+g'(x)

J(f(x)+g(x)dx=[ f(x)dx+ [ g(x)dx

@) (cxf(x))'=cxf'(x)
f (C*f(x))dxzc*_f f(x)dx

Juz te najprostsze reguly, pozwalaja obliczy¢ catki i pochodne dowodnego
wielomianu. Dla mojej pracy jest to zupelnie wystarczajace. Dlatego nie
wprowadzam tutaj pozostatych regut.

Catka okreslona

Calke, ktorg przedstawilam, nazywamy nieokreslong. Ale istnieje jeszcze jeden
rodzaj catki, a mianowicie calka okreslona. Polega ona na tym, zZe wyznaczamy sobie
dwa dowolne punkty na osi x i sumujemy cate pole pod krzywa, pomiedzy nimi.

A
Y
\
S
>
a b X

Chcemy obliczy¢ zaznaczong powierzchnie S. Poniewaz funkcja F(x) zgodnie
z dotychczasowym opisem wyznacza pole pod krzywa od 0 do x, mozemy policzy¢:

(25) S:}f(x)dx = F(b)—F(a)

W mojej pracy, bede uzywala tylko caltki nieokreslone;j.
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Kilka przyktadow

Powyzsze reguly pozwalaja obliczy¢ cala wielka kategorie funkcji — wielomiany.
Przedstawie kilka przyktadow obliczen rézniczki i catki.

Przyklad 1:

(3X3+2x+4+51nx)'=9X2+2X0+0+E=9X2+2+E
X X

Obliczenie sprawdzam poprzez catkowanie:

f(9x2+2+%)dx=f 9X2dx+f 2dx+f %dx =

9f x2dx+2f xodx+5f %dx:9%x3+2%x1+51nx =

3x°+2x+5Inx+C

Zeby wszystko sie zgadzato, mozna tatwo obliczy¢, ze C = 4.

Przyklad 2:

[(L43em+2+ 254y .

x> X io’/; \&
fizdx+f 3e3xdx+f %dx+f Sidx—f 6/ xdx =
X X \/;

4f x_2dx-|—3f e3de+2f %dx+4f x_%dx—Gf x%dx =

2 3
4*ix‘1+3*1e3"+21n|x|+4*§x3—6*3x2 =
—1 3 2 3

—£+e3"+21n|x|+6W+4\/?
X
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Rzucamy pitka

Fizyka lecacej pitki

W moich przykladach, bede oblicza¢ lot pitki od momentu wypuszczenia jej
z reki. W tym momencie (t = 0) znane sq miejsce Sy oraz poczatkowa predkos$¢ V.

A
y

>
X

O tej chwili lot pifki jest zdefiniowany tylko przez sity dzialajace na pitke:
* sila grawitacji F¢ - jest stala i skierowana pionowo w dot.

e opor powietrza Fr - jest skierowana dok}adnie przeciwnie do predkosSci pitki
i jest proporcjonalna do predkosci, lub jej kwadratu.

* sita Magnusa Fm - wystepuje przy podkreconych pitkach, ponizej krytycznej
predkosci. Jest ona skierowana prostopadle do kierunku lotu i proporcjonalna
do predkosci pifki.

Jak wiemy podstawowq zaleznoscig sity i ruchu jest rownanie:
(26) F=mxa

Wynika z niej, ze dzielac dowolng site F przez mase ciala m, otrzymujemy
przyspieszenie a.

Pokaze teraz jakie przyspieszenia nadaje kazda z sit wzgledem osi x i y.
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Sita grawitacji
Sita grawitacji jest stata i skierowana pionowo w doét. Z jej rownania:
(27) F.=mxg
wynikaja przyspieszenia wzgledem osi x i y:
(28) a,=0
a,=—g

Opor powietrza

Sita oporu powietrza jest skierowana dokladnie przeciwnie do predkosci pifki.
Poniewaz ruchy powietrza sa bardzo skomplikowane, sita oporu powietrza, zalezy
od predkosci. W naszym przypadku, mozemy rozrézni¢ dwie zaleznosci:

e ponizej predkosci granicznej opor jest laminarny i proporcjonalny do
predkosci

* powyzej predkosci granicznej opér jest turbulentny i proporcjonalny do
kwadratu predkosci.




Otrzymujemy wiec nastepujace zaleznosci:
Dla oporu laminarnego
(29) a,=—K,*xv,
a,=—K; *xv,
przy czym K jest obliczone z wartosci fizycznych wedlug formuiki:
_bmnmr

(30) K, -

Znaczenie symboli jest podane ponizej. Dla moich obliczen wystarczy jednak
stwierdzenie, ze wartos¢ Ky, jest stala.

Dla oporu turbulentnego:

_ _ 2
(31) a,=—K *xv xv=—K xVv ¥V, +V
. . 2
ay—fﬂKf*vy*v—=—K&*vy*¢vx+v

N N

y

Mnozenie z v jest konieczne, ze wzgledu na proporcjonalnos¢ do kwadratu
predkosci. Pierwiastek jest niczym innym, jak obliczeniem v z vy i vy przy pomocy
twierdzenia Pitagorasa.

Kr wynosi w tym przypadku:
ey pr

@ K=t

Réwniez w tym przypadku stwierdzam, ze Kr jest stale.

Potrzebne wartosci fizyczne wyjete z tabeli fizycznych:

r - promien pitki [m]

m - masa pitki [kg]

cw - wspotczynnik oporu = 0.46

P - gesto$C powietrza = 1.293 [kg m™]
N - lepko$¢ powietrza = 1.82*10° [Nsm”]
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Sita Magnusa

Sita Magnusa Fm - wystepuje przy podkreconych pitkach, ponizej krytycznej
predkosci, czyli kiedy opér powietrza jest laminarny. Jest ona skierowana prostopadle
do kierunku lotu i proporcjonalna do predkosci pitki. Dla uproszczenia zaktadam,
Ze obrot jest w tej samej ptaszczyznie co ruch pitki.

4
i

Otrzymujemy wiec nastepujace zaleznosci:
(33) a,=—K,*v,
a, =K, *v,
Nalezy zwrdci¢ uwage, ze vx i vy wystepuja odwrotnie niz w przypadku oporu

laminarnego, jak i na brak minusa w formulce dla a,. Jest to konieczne, by wyrazic¢
W prosty sposob site prostopadta do predkosci.
Kw jest obliczone z wartosci fizycznych wedhlug formutki:
16’pr’
G4 K, =—2PT 4y
3m

Warto$¢ V jest szybkoscig obrotow pitki na sekunde, znaczenie wszystkich
pozostatych symboli jest takie samo jak poprzednio. I tu wystarczy dla moich
obliczen stwierdzenie, ze warto$¢ Ku jest stata.
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Matematyka lecacej pitki
Policze teraz lot pitki w réznych przypadkach.

Metoda ustawiania rownan sprowadza sie do wybrania z powyzszego wyboru
odpowiednich przyspieszen i dodania ich do siebie.

Tylko grawitacja

Obliczanie, ktore mozna znalez¢ w wszystkich podrecznikach, nie uwzglednia
oporu powietrza na lecaca pitke. Pozostaje wiec sama sita grawitacji.

Réwnania przyspieszenia wygladaja wiec w sposob nastepujacy:
(35) a, =0
a,=—g
przez catkowanie otrzymuje rownania predkosci:
(36) v = f a dt=v,,
vyzf a,dt=vy, —gt
ponowne catkowanie opisuje trase lotu pifki:

(37) Sx:f vxdt:SOX+v0Xt

_ _ L >
sy—f vydt—soy+v0yt—§gt

Jak tatwo zauwazy¢, rezultat jest identyczny z tym podanym w podrecznikach.
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Dodajemy opo6r laminarny
Uwzglednienie oporu laminarnego powietrza prowadzi do rownan:

(38) a,=—K, *v

O ile zapisanie réwnania jako sumy rownan sit dziatajacych na pitke jest proste, to
rozwiazanie tych rownan wyglada raczej trudno.

Zauwazytam, ze przyspieszenie a(t) jest pochodnag szybkosci v(t), wiec te
roOwnania mozna napisa¢ w sposob nastepujacy:
(39) v, (t)+ K, *v (t)=0
v, '(t)—l—KL*vy(t)z—g
Sq to rownania rozniczkowe. Na szczesScie rozwigzania takich roGwnan s znane,
i mozna je znalez¢ w encyklopedii matematycznej:

@) v (t)=v,e

— 5 L L — AL g L
v, (t)=e" t*f—getht—voye * t+E(e Kit_q)

Catkowanie tych réwnan prowadzi do rownan trasy lotu:

1 _K %
(41) Sx(t):SOX—i_VOXE(l_e ot
— g 1 —K * g
Sy<t)——5%;+ V0y4'}€; }22(1‘—6 q——jzzt

Jak wida¢, nie bez powodu w podrecznikach do gimnazjum nie ma tego
przyktadu!
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Pitka sie kreci
Dodajac do powyzszego rownania efekty obracajacej sie pitki — czyli site
Magnusa — otrzymatam nastepujace rownania:
(42) a,=—K; *xv,—K,*v,
a,=—K; *v, +K,*v,—g

Te rownania stanowig uklad réwnan rézniczkowych z dwoma niewiadomymi.
Taki uklad mozna rozwigzac¢, jednak takie rozwigzanie wykracza poza zakres tej

pracy.

Pozostawiam wiec ten ruch bez dalszych obliczen.

A teraz turbulencje
Jak wynika z czesci fizycznej, powyzej pewnej szybkosci krytycznej, optyw
powietrza powyzej pewnej predkosci staje sie turbulentny.

Uwzgledniajqc site oporu oraz grawitacje otrzymujemy rownania:

2 2

(43) a,=—Kpxv x\v, +Vv]
2 2

a,=—Kp*v *\yv,+Vv —g

Taki uktad rownan wedlug mojej wiedzy nie ma klasycznych rozwigzan.

W praktyce takie obliczania robi sie metodami numerycznymi — czyli przy
pomocy komputera. Réwniez ten przypadek pozostawiam bez dalszych obliczen.
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Podsumowanie

Swoje obliczenia matematyczno-fizyczne zaczelam od podstaw w podreczniku.
Nastepnie poznatam catki i rézniczki, az w koncu pokazatam jak obliczy¢ lot pitki
przy pomocy rownan rozniczkowych. W niektorych przypadkach, kiedy miatam
samg grawitacje i opér powietrza laminarny, udato mi sie obliczy¢ rownanie do
konca. Jednak kiedy dochodzit opor powietrza turbulencyjny i sita Magnusa, sprawa
zaczela sie komplikowa¢ i moja wiedza juz nie wystarczyla. Jedyne co mogltam
zrobi¢ w takich przypadkach to ustawi¢ rdwnanie rézniczkowe, lecz zeby je obliczy¢
do konca, musialabym uzy¢ komputera.

Moim celem byto obliczenie lotu pitki i mam nadzieje, ze mi sie to udato.
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Opinia hauczyciela

Praca wskazuje na szerokie, interdyscyplinarne zainteresowania Klary oraz
dazenie do poznania zagadnien znacznie wykraczajacych poza program nauczania
w gimnazjum. Proba opisania zjawisk fizycznych, nowo poznanymi dzieki
samodzielnej wtasnej pracy narzedziami matematycznymi, zastluguje na uznanie
i Swiadczy o duzej ambicji. Uczennica wykazuje duze zdolnosci w dziedzinie
Yaczenia roznych dziedzin wiedzy oraz samodzielnego rozwigzywania problemow
przy pomocy dostepnych zrodet.
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