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Wstep

Matematyka uczy nas liczy¢. Pozwala nam przy pomocy liczb opisa¢ cechy
otaczajacego nas swiata. Jednak réwnie ciekawe, a moze nawet ciekawsze jest to, co
nam pozwala nie liczy¢. Do tej kategorii zaliczamy na przyktad reguly podzielnosci.
Pozwalaja one stwierdzi¢, czy interesujace nas dzielenie jest mozliwe — bez potrzeby
wykonywania calego dzielenia.

Na lekcjach w szkole poznajemy wiele takich regulek, ktorych musimy nauczy¢ si¢
na pami¢é. Jednak wytlumaczenie co, jak 1 dlaczego z reguly jest pomijane.
Popatrzmy wigc na reguly podzielnosci, ktére poznajemy na lekcji.

Dzielnik |Regutka Grupa
2 Ostatnia cyfra jest parzysta II
3 Suma wszystkich cyfr podzielna przez 3 III
4 Dwie ostatnie cyfry podzielne przez 4 II
5 Ostatnia cyfra jest 0 lub 5 II
6 Podzielne przez 2 1 przez 3 (jak wyzej) IV
7 Brak regutki I
8 Trzy ostatnie cyfry podzielne przez 8 II
9 Suma wszystkich cyfr podzielna przez 9 I
10 Ostatnia cyfra 0 II
11 Brak regutki I
12 Podzielne przez 3 1 przez 4 (jak wyzej) v

Jak wida¢ reguty mozna podzieli¢ na cztery grupy:
I. brak reguiki
II. patrzymy tylko na ostatnig cyfre lub cyfry
III.dodajemy cyfry do siebie
IV.odwotujemy sie do kilku innych regut z grup II 1 111
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Najpierw probowatam znalez¢ brakujace reguiki. Znalaztam je w ksigzce Jelenskiego
,»Sladami Pitagorasa” [1].

Dla dzielnika 11 podane sg az 3 reguty. Ciekawsze z nich to: sumowanie par cyfr (I)
lub przemienne dodawanie i odejmowanie kolejnych cyfr (II). W obu przypadkach
zaczynamy od jednosci, a rezultat musi by¢ podzielny przez 11 lub réwny 0.

Przyktad:
I. 149881 — B8 +49 +1-88 =28 * 11 — podzielne
I1. 14938 — 8 —B+9 4+ 1=(8+9+1) - 3+4) = 18 - 7 = 11 — podzielne

Jeszcze ciekawsza regula jest podana dla liczby 7:
1. oddzielamy ostatnie dwie cyfry 1 zapisujemy reszte dzielenia ich przez 7
2. pierwsza cze$¢ liczby mnozymy razy 2
3. powtarzamy powyzsze kroki dla rezultatu z kroku 2
4. suma wszystkich reszt musi by¢ podzielna przez 7
Przyktad:

1045 66(66/7=9r13
2%1045=2090/90/7=1216
2%20=40{40/7=5r5

Sumareszt:|3+6+5=14 —
podzielne

Reguika ta jest ciekawa z kilku powodow:
1. Zawiera cechy grup Il 1 III
2. Liczy tylko reszty dzielenia przez 7
3. Wystepuje mnozenie z liczbg 2

Pojawiajg si¢ nastepujace pytania:

1. Skad bierze si¢ to mnozenie?
2. Czy mozna w ten sam sposob stworzy¢ nowe regutki uzywajac inne mnozniki?
3. Jak to pasuje do regutek uczonych w szkole?

W tej pracy postaram si¢ odpowiedzie¢ wlasnie na te pytania.
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Zanim odpowiem na te pytania, musz¢ wyjasni¢ kilka waznych rzeczy.

Co to jest podzielnos¢?

By moéc dalej pisa¢ o podzielno$ci, trzeba najpierw wytlumaczy¢, co to znaczy.
Konkretnie trzeba to opisa¢ przy pomocy samej matematyki. W tym celu, probuje
uzy¢ znanej regutki dla liczby 9 na kilku przyktadach:

1234 suma cyfr 10, ponowna suma cyfr 1 1234=9 * 1371
5843 suma cyfr 20, ponowna suma cyfr2 5843 =9 * 6492
6584283  suma cyfr 36, ponowna suma cyfr 9 6584283 =9 * 73158710

Na podstawie wynikow otrzymanych z powyzszej regutki, mozna wywnioskowac, ze
rezultatem jest reszta z dzielenia. Ten wniosek pozwala mi na sformulowanie
definicji podzielnosci:

Liczba A jest podzielna przez liczbe B, jezeli reszta z dzielenia A/B jest rowna 0.

Znalezienie reguly podzielnos$ci sprowadza si¢ do metody, ktéra pozwala obliczy¢
bezposrednio reszte z dzielenia.

Sprawdzam wigc jak wygladaja rezultaty regutki dzielenia przez 7:

1234 reszty: 6 +3=9; reszta 2 1234=7*176r12

5843 reszty: 1 +2+2=35; reszta 5 5843 =7*834r5
6584284 reszty:0+0+4+3=7; reszta0 6584284 =7 * 9406121 0
Jak wida¢ 1 w tym przypadku otrzymuje¢ jako rezultat reszte z dzielenia.

W tym momencie powstaje nastgpne pytanie:

Jak to zapisac?

Zbierajac dalej informacje, znalaztam funkcje modulo, ktéra oznacza reszte z
dzielenia [5]. Co ciekawe trudno ja znalez¢, poniewaz nie ma jej nawet w Poradniku
Encyklopedycznym Bronsztejna [2].

Powyzsze przyktady mozna zapisac:

1234 mod 9 =1 1234 mod 7 =2
5843 mod 9 =2 5843 mod 7 =15
6584283 mod 9 =0 6584284 mod 7=10
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Operacje ,,mod n” mozna przedstawi¢ jako nawijanie osi liczbowej na pierscien o
obwodzie n. To znaczy, ze n znajdzie si¢ w tym samym miejscu co wartos¢ zero.
Dlatego mozna tez znalez¢ w matematyce dla tych zagadnien okreslenia jak ,,teoria
pierscieni”[3].

{.-1,5,11,.} {..-5,1,7,.}

{.-2,4,10,.} {.-4,2,8,.}

{.-3,3,9,.)

Jak wida¢ na powyzszym obrazku, na osi liczbowej ,,nawinigtej” dla modutu 6, kazdy
punkt moze mie¢ wartosci wicksze lub mniejsze o wielokrotnos¢ 6-u:

(1) Lmodc=(L+x*c)modc
Uzywajac funkcji modulo mozemy tez prawie normalnie liczy¢:
(2) (a+b)mod c=[(amodc)+ (bmod c)] mod ¢
3) (@a*b)mod c=[(amodc) * (b mod c)] mod c
4) (@*c)modc=0

Korzystajac z tego zapisu moge napisac regule podzielnosci:

Liczba A jest podzielna przez liczbe B, jezeli A mod B=0
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Warto tez ustali¢ zapis dla obliczen samej reguly podzielnosci. Proponuje sposob
zapisu taki, jak rozkladanie na czynniki pierwsze. Poprzednie przyktady beda
wyglada¢ nastepujaco:

104566 mod 7 :
104566 3 66 mod 7 = 3
2090 6 2*1045=2090 |90 mod 7 = 6
40| 5 2*20=40|40mod 7 =5
Sum 14 14 mod 7 = 0 — podzielne
a

6584283 mod 7:

6584283 | 6 83mod 7 = 6
1316/84| 0 2*65842=131684 | 84 mod 7 = 0
26/32| 4 2*1316=2632 | 32 mod 7 = 4

52| 3 2*26=52 | 52 mod 7 = 3

Suma | 13 13 mod 7 = 6 - niepodzieine

W dalszej czegs$ci mojej pracy nie bede zapisywacé obliczen, ktére podatam tutaj dla
wyjasnienia.
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Zanim przejde do dalszego ttumaczenia, sprawdze:

Czy to naprawde tak jest?

Do tej pory postugiwatam sie przyktadami, z ktérych wyciggatam wnioski. Zeby
mie¢ pewno$¢ trzeba udowodnié, ze te wnioski sg prawdziwe. Pozostang wigc przy
podzielnosci przez 7.:

Odcinanie dwoch ostatnich cyfr jest matematycznie reszta z dzielenia przez 100.
Mozna wigc zapisa¢ sprawdzang liczbg jako:

(5) L=100a+b

gdzie ,,b” przedstawia ostatnie dwie cyfry, a ,,a” pierwsza czgs$¢ liczby. Moge wiec
zapisac:

(6) L mod 7= (100a +b) mod 7= 100a mod 7 + b mod 7

poniewaz:
(7) 100mod7=2  czyli: 100=98+2=14*7+2
(8) 100 mod 7=98 mod 7+ 2 mod 7= 0+ 2 mod 7
wiec:

%) L mod 7=2amod 7+ b mod 7

Ta regutka przedstawia dokladnie ten sposob liczenia, ktory znalaztam dla liczby 7.
Z powyzszego dowodu, ktory znalaztam na Wikipedii [4], wynika, Ze:

1. mnoznik 2 w jest w rzeczywisto$ci resztg z dzielenia 100 przez 7 [patrz (7)].

2. rezultatem obliczen jest zawsze reszta z dzielenia przez 7
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Reguta dla wszystkich

Myslac jak w poprzednim rozdziale, ustalam w ten sam sposéb regute dla wszystkich
takich liczb. Wprowadze wiec nastepujace nazwy:

(10) D = dzielnik dla ktérego sprawdzamy podzielnos¢
(11) M = modut obliczen (dla D =7 — M = 100)

(12) L = Ma + b— liczba, ktorej podzielnos¢ chee sprawdzic,
z tego b=LmodM oraz a=(L-b)/M

(13) R =M mod D — reszta z dzielenia modulu M przez dzielnik D

Z tymi nazwami moja nowa reguta dla wszystkich brzmi:
(14) Lmod D=(R *a)modD +b modD

dla obliczenia wartosci ,,(R * a) mod D” stosuj¢ ponownie tg samg formute¢ dla
wartosci L' = (R * a).

Jak wida¢, regulka jest uzalezniona od dwoch wartosci:

1. dzielnika D, oczywiscie

2. modulu M
Z tych dwoch wartosci obliczam reszte R, ktora jest wazna w regulce.
Na pierwszy rzut oka widac¢ kilka ciekawych rzeczy:

1. R=0w tym przypadku rezultat jest niezalezny od ,,a”,
a formuta upraszcza si¢ do :

(15) L mod D =b mod D

W ten sposob przedstawiam grupe 11, czyli podzielno$¢ zalezna
jest tylko od ostatnich cyfr (dla M = 10").

2. R =1 oznacza to, ze ,,a”" nie jest zmieniane. W dalszym rozwini¢ciu
jest to dodawanie cyfr (M=10) lub ich grup(M=100, 1000, itd)
Ta wartos$¢ przedstawia grupe II1.

3. R=-1 jest prawie tym samym przypadkiem, ale znak zmienia si¢ przy
kazdym kroku obliczenia.

4. R==42,45, £10 satatwe do liczenia, dlatego tez je wyrdznitam

Pokazatam wiec, ze dotychczasowe grupy II 1 III tez sg zawarte w tym wzorze.
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Aby pokazac jakie sg, zaleznos$ci dla réznych dzielnikow 1 modutdéw, zapisatam je w
formie tabeli R w zaleznosci od M 1 D dla pierwszych 30-tu dzielnikéw D:

26 - - 22 -4 12 -14
27 - - 19 -8 -26
28 - - 16 -12 20 -8
29 - - 13 -16 14 -15

Dla kazdego R podatam rowniez ujemng warto$¢ mniejszg o D od pierwszego R.
Zaznaczytam interesujgce wartosci R. Jak tatwo zauwazy¢, sg dostepne dla
wiekszosci mozliwych dzielnikéw. Dla kazdego interesujacego nas dzielnika D
mozna znalez¢ warto$¢ R 1 otrzymac pasujgca wartos¢ M, czyli ilo$¢ cyfr, ktore
»odcinamy”.
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Pokazg kilka obliczen, utozonych na podstawie powyzszej tabeli:

89136 mod 6 — M =100,R=10

89136

89110
8190
08012

Suma 6 —
podzielne

S A~ O

1515312 mod 17 > M =100, R =-2

151511212
3

-303]06| -6
6/06| 6
-112(-12

Suma 0 — podzielne

39920202 mod 27 — M=1000, R =1

3992020213
39(920| 2
39 (12

Suma 27 —
podzielne
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Znane raz jeszcze

Zobaczmy, jak teraz wygladaja moje przerobione szkolne formutki:

Dzielnik |Regutka M R Grupa
2 Ostatnia cyfra jest parzysta 10 0 II
3 Suma wszystkich cyfr podzielna przez3 | 10 1 I
4 Dwie ostatnie cyfry podzielne przez 4 100 O II
5 Ostatnia cyfra jest 0 lub 5 10 0 II

6 Podzielne przez 2 1 przez 3 (jak wyzej) 100 10 | IV+V
7 Brakregutkt Nowa regutka’ 100 | 2 \Y%
8 Trzy ostatnie cyfry podzielne przez 8 1000, O II
9 Suma wszystkich cyfr podzielna przez9 | 10 1 I
10 |Ostatnia cyfra 0 10 0 II
11 Brakregutkt Dodawanie 1 odejmowanie 10 -1 I
cyfr lub dodawanie par cyfr' 100 1 I

12 | Podzielne przez 3 1 przez 4 (jak wyzej) 100 | 4 IV+Vv

Jak widzimy, wszystkie przekazywane w szkole regutki podzielnosci sg zawarte we

wspolnej formule (14). Nowa grupa V przedstawia tg formutke w tabeli.

Wida¢ rowniez obydwa rodzaje formuiek dla dzielnika 11, ktore zostaty podane w

ksiazce ,,Sladami Pitagorasa” [1].

Oczywiscie nie zawsze nowa metoda jest lepsza. Latwiej jest sprawdzi¢ dla
podzielnos$ci przez 6 lub 12 podzielno$¢ przez 3, oraz przez 2 lub 4, niz zapisaé 1
obliczy¢ wspolng regutke z mnoznikami 10 oraz 4. Ale znalaztam dodatkowg metode

do obliczania podzielnosci bezposrednio.

Wida¢ rowniez, jak mozna uprosci¢ dotychczasowe obliczenia. Na przyktad dla
podzielno$ci przez 3 wystarczy dodawac cyfry mod 3, co znacznie zmniejsza 1lo$¢

liczenia — szczegdlnie w pamigci.

1 Dodatam regulki znalezione w ksigzce pt ,,Sladami Pitagorasa” [1].
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Jak to robi komputer

O ile my jako ludzie liczymy w systemie dziesigtkowym, to komputery sa
skonstruowane do liczenia w systemie dwojkowym. Z tego powodu warto rowniez
obejrze¢ inne wartosci M, ktore sg tatwe do przedstawienia w komputerze: M = 2"

Dla tych wartosci, mnozenie 1 dzielenie jest tym samym, co przesuwanie przecinka —
odpowiednio do liczenia na potggach 10 w systemie dziesigtkowym.

Jako, ze tabela jest bardzo szeroka, ogranicze si¢ tu do podania tylko interesujagcych
pozycji.

D M1 R1 M2 R2 D M1 R1 M2 R2
2 2 0 17 16 -1 256 1
3 2 -1 4 1 18 16 -2 128 2
4 4 0 19 512 -1

5 4 -1 16 1 20 16 -4 64 4
6 4 -2 8 2 21 64 1

7 8 1 22 64 -2

8 8 0 23 256 3 2048 1
9 8 -1 64 1 24 16 -8 32 8
10 8 -2 32 2 25 1024 -1

11 32 -1 1024 1 26 128 -2

12 8 -4 16 4 27 512 -1

13 64 -1 28 32 4

14 16 2 128 2 29 32 3 16384 | -1
15 16 1 30 32 2

16 16 0

Jak wida¢ z powyzszej tabeli, rowniez w systemie dwojkowym mozna znalez¢ reguly
podzielnosci na podstawie wspdlnej formuty (14). Dzigki wykorzystaniu wartosci R
bedacych potggami 2, mozna te obliczenia wykonywaé¢ nawet na matych procesorach,
ktore nie majg wbudowanej funkcji mnozenia.
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Podsumowanie

W tej pracy uzupetnitam brakujace regutki podzielnosci dla liczb 111 7.

Nastepnie pokazalam zapis ,modulo”, ktéry oblicza reszte 2z dzielenia.
Wytlumaczytam go uzywajac ,,teorii pierscienia”.

Potem udowodnitam, Ze na podstawie reguly podzielnoSci przez 7 mozna
skonstruowa¢ formutke podzielnosci dla kazdego dzielnika. Zauwazytam tez, ze ta
formultka zawiera wszystkie reguly podzielno$ci, ktorych uczymy si¢ w szkole.

Zaproponowatam metod¢ zapisu obliczen wedlug nowo utozonej formuilki,
postugujac si¢ znanym zapisem rozkladania na czynniki pierwsze.

W ostatnim rozdziale opisatam zastosowanie w ,,$wiecie komputeréw”, czyli jak
mozna na podstawie tej regutki oblicza¢ funkcje modulo w systemie dwojkowym.

Co prawda znaleziona regutka nie zawsze musi by¢ wygodna do liczenia,
No, ale jest!

A przeciez o to chodzi.
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Opinia Nauczyciela

Klara jest bardzo dobrg uczennica. Lubi matematyke, jest bardzo aktywna na lekcjach.
Rozwigzuje duzo zadan dodatkowych.
Prawdziwa eksplozja nastgpita w klasie V podczas realizowania tematéw zwiazanych z
podzielnoscig. Z wlasnej inicjatywy rozszerzyta wiedz¢ na temat podzielnosci liczb
wykraczajac poza obowigzujacy material. Stad pomyst referatu i zgloszenia do Sesji
Matematycznej. Prace przygotowata samodzielnie opierajac si¢ na znanej ksiazce ,,Sladami
Pitagorasa”.
Opracowala na swdj sposob to, co ja naprawde zainteresowato.
Mam nadziejg, Ze ta jej pasja bedzie si¢ nadal rozwijata.

Joanna Zagoérska
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