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WSTEP

Nazwa ,,fraktal” jest nowa w jezyku matematyki, pochodzi od tacinskiego stowa
fractus - 'ztamany'. Figury bedace fraktalami (bez ich nazywania) konstruowali dawno temu
wybitni matematycy tacy jak: Peano, Hilbert, a zwlaszcza Sierpinski. Juz Arystoteles
wspominat o ,,figurach w figurach” czyli fraktalach, ktore do lat siedemdziesiatych XX wieku
nie miaty nazwy. Ta cze$¢ geometrii zaczgla rozwija¢ si¢ dopiero w poprzednim stuleciu.
Najwybitniejszym znawca fraktali i twdrca tego terminu jest matematyk i informatyk Benoit
Mandelbrot, ktory w latach piecdziesiatych, pracujac dla amerykanskiej firmy komputerowe;j
IBM dotart do prac dwoch francuskich matematykéw: Galstona Julli 1 Pierre’a Faton.
Wykorzystujac do badania ich prac komputery otrzymatl zadziwiajace wykresy, przerastajace
naj$mielsze oczekiwania. Fantastyczne ksztalty niezaleznie od powigkszenia ukazywaly coraz
to nowe szczegoty. Byly to fraktale — wprowadzone w latach siedemdziesiatych.

Obecnie fraktale sa powszechnie znane jako finezyjne wzory stojace na najwyzszym
poziomie artystycznym komputeréw. Réznorodnos¢ ksztattow 1 malenkich elementéw tatwo
przyciaga wzrok przecigtnego czlowieka. Jednak gdy popatrzymy na fraktal dluzej, wtedy
zaczynamy dostrzega¢ coraz to nowe elementy, ktoére wydaja si¢ ciagna¢ w nieskonczonosc.
Czy to jest mozliwe? W jaki sposob powstaja? To jest wiasnie ich mistyczno$é, ktéra
postaram si¢ rozjasnic.

Moja przygoda z fraktalami zaczgla si¢ w tym roku podczas przegladania stron
internetowych. Rozmaite kolory 1 ksztalty zafascynowaty mnie tak bardzo, ze postanowitem
napisac tg prace.

Zacznijmy od definicji fraktala:

o Fraktale sq figurami, w ktorych czesé figury (fraktala) jest podobna do calosci.
o Fraktalem jest figura, ktora nie posiada catkowitego wymiaru.

o Fraktal to zbior o skomplikowanej budowie. Niezaleznie od tego jak maly jego
fragment bedziemy oglqdad - bedzie on rownie skomplikowany jak calosé.

o Wiele fraktali kryje w sobie zadziwiajqcq tajemnice jakq jest ich 'nieskonczone
samopodobienstwo'. Oznacza to, Ze dowolnie maly jego kawatek, odpowiednio
powigkszony, przypomina do zludzenia caly 7bior lub jego znaczng czesé.

o Jednoczesnie fraktale majq prosty opis i czesto sq otrzymywane przez powtarzanie
nieskonczenie wiele razy tej samej operacji, czyli sq zapisane zaleZnosciq
rekurencyjngq.



Ciagle nie istnieje jeszcze Scista definicja fraktala. Brakowato spojnej teorii opisujacej
wszystkie fraktale. Potrzebna ona byla nie tylko matematykom, ale glownie naukom
przyrodniczym i technicznym. W przyrodzie obiekty fraktalne wystgpowaty bardzo
pospolicie: choc¢by liscie, naczynia krwiono$ne, ptuca, tancuchy gorskie, przekroje skal,
chmury itp. Benoit Mandelbrot na Migdzynarodowym Kongresie Matematykow w Warszawie
w 1983 roku powiedzial, Ze jest jeszcze za wcze$nie na formulowanie $cistej definicji
fraktala, gdyz ciagle jeszcze nie rozumiemy dostatecznie glgboko istoty tego pojecia.
Lecz B. Mandelbrot, twierdzil takze, ze fraktalem jest wszystko, natomiast figury typu
prostokat, koto, trojkat sa sztucznie wymys$lone przez ludzi w celu uproszczenia opisu
otaczajacego nas $wiata. Twierdzil on bowiem, ze figury takie nie maja odpowiednikow
w rzeczywistosci, gdyz sa idealne pod wzgledem ksztattow, a jak wiemy materia sklada sie¢
z atomow ktore nie maja idealnych ksztattow, wigc nic w przyrodzie nie jest idealne. Gdy
popatrzymy na drzewa, chmury, linie gorskich szczytow wydaje si¢ ze Mandelbrot miat sporo
racji. Rzeczywiscie nie ma tam wilasciwie zadnych figur regularnych. Wszystko jest
wystrzegpione, a ich drobne fragmenty przypominaja niejednokrotnie catos¢.

Oto przyktad fraktalnej rosliny, ktora bardzo przypomina zwykte drzewko, tyle ze jest
zbudowana z idealnych elementéw. Zaczynamy od odcinka dtuzszego 1 dwoch krotszych
(jak na rysunku ,,a”), do dwoch krétszych ,,doktadamy” kolejne 4 (jak na rysunku ,,b”)
1 iteracyjnie tworzymy cate drzewko. "Iteracja to ponowne, powtorne, kolejne zastosowanie
przepisu do poprzedniego wyniku, iterowanie to ... powtarzanie, ponawianie."
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Po iteracyjnym przetworzeniu figury podstawowej, w koncowym efekcie powstaje nam
bardzo rozbudowana figura:
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Zatem subiektywnie mozemy uznac, ze twory przyrody, jak liScie, korony drzew, przekroje
skal, czy nawet btyskawice sa fraktalami. Trudno jednak uzna¢ za definicje fraktala
stwierdzenie: "fraktalem jest wszystko". Jest ono zupehie nieprecyzyjne.

Postaram si¢ wyjasni¢ kilka z wielu definicji fraktala.

Fraktale sqg figurami, w ktérych czesc figury jest podobna do catosci
— oznacza to ze cata figura jest sama do siebie podobna, czyli poszczegdine
malutkie lub duze elementy sg pomniejszeniem lub powiekszeniem figury
z ktérej powstaty.

Fraktalem jest figura ktéra nie posiada catkowitego wymiaru — oznacza
to, iz nie mozemy okresli¢c czy fraktal jest jednowymiarowq prostg, czy jest
dwuwymiarowq figurg ptaskg (np. Kwadratem), czy tez trojwymiarowq figurg
przestrzenng, albo bezwymiarowym punktem. Jesli przyjmiemy, ze wymiar
prostej wynosi 1 (czyli jest jednowymiarowa), to wymiar fraktala bedzie liczbg
niecatkowitg - np. 1,262 —,, ptatek sSniegowy” von Kocha.

ij. §,§ ,Platek $niegowy” Von Kocha

Niektore fraktale sq rzeczywiscie skomplikowane, mndostwo ,,zawijasow”
i ,gatgzek” sprawia wrazenie czego$ bardzo rozbudowanego. Niezaleznie od
tego jak powiekszymy dany skomplikowany fraktal, to i tak to co bedziemy
oglgdac bedzie rownie skomplikowane jak caty fraktal, czyli powiekszony
obszar bedzie sktadat sie z tych samych ,,zawijasow” , ,, gatgzek™ i zapewne
innych form identycznych ksztattem jok cata figura. (mogg by¢ one
w dowolny sposdb odbijane i obracane ale zawsze sq podobne do catosci).



Fraktale przy swojej nierzadko skomplikowanej] budowie, majqg tatwy opis, czyli
winstrukcje” jego tworzenia, z tym tylko, ze jest ona powielana wiele razy.

Jak tatwo zauwazy¢ pewne
charakterystyczne elementy
powtarzajq sie w kazdym
powigkszeniu.

Oto przyktady kilku przecudnej urody fraktali, z ktérymi spotkatem si¢ na stronach
internetowych. Poczatkowo mys$latem, ze sa to zwykle wytwory edytora graficznego, ze
niczym specjalnym nie r6znia si¢ od zwyktych figur geometrycznych, tylko ze sa bardziej
skomplikowane. Jednak mylitem sig!




Drzewko Pitagorasa

Jednym z najpopularniejszych fraktali jest tak zwane ,,Drzewko Pitagorasa” i wlasnie
wybratem go jako pierwszy nieskomplikowany fraktal do doktadniejszego omowienia.

., Drzewko Pitagorasa”, to fraktal zbudowany z trojkqta prostokqtnego oraz z kwadratow,
ktorych odpowiednie boki sq przyprostokqtnymi bqdz przeciwprostokqtnymi trojkqta
prostokqtnego.

Tak to wyglada w praktyce:

L] g
C /\ %
o S




Przyjmijmy, ze pojedyncza figura, ktora zostaje powielona rekurencyjnie jest trojkat
prostokatny oraz kwadrat, ktérego bok jest jednoczesnie przeciwprostokatna tego trojkata.
Oto ogodlna zasada tworzenia ,,drzewka Pitagorasa” :

o NG
c
6
c
Teraz na przyprostokatnych a i b budujemy
kwadraty o dlugo$ciach bokow rownych a i b.
(o Do kazdego z kwadratéw dobudowywujemy

trojkaty prostokatne o dlugosciach
przeciwprostokatnych rownych
odpowiednim bokom kwadratow.

Teraz do kazdej

przyprostokatnej dobudowywujemy
kwadraty o dlugosciach bokow rownych
odpowiadajacym im przyprostokatnym.

Postegpujac tak dalej otrzymaliby$Smy Drzewko Pitagorasa.



Ciekawe efekty wykazuje zmiana zasady tworzenia Drzewka Pitagorasa.
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W tym drzewku w kolejnych figurach zamieniano miejscami krétsza 1 dluzsza
przyprostokatna, co spowodowato ,,wspinanie si¢” gal¢zi w gore.

Gdy stworzymy Drzewko Pitagorasa na bazie kwadratu i trojkata prostokatnego
roéwnoramiennego, to ,,rozrasta si¢” ono rownomiernie we wszystkich kierunkach. Wszystkie
figury maleja w jednakowym tempie, czyli rownomiernie po obu stronach. Prawda jest, ze
w tym fraktalu wszystkie figury ztoZzone z kwadratu i trdjkata prostokatnego sa do siebie
podobne (rysunek ponize;j).
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Z czasem, jak wida¢ na rysunku tworza si¢ siedmiokaty zlozone wylacznie z bokdéw
kwadratow, czyli nie sa zbudowane z zadnego ramiona trojkata! Zbudowatem inny rodzaj
Drzewka, zlozonego =z trapezow prostokatnych 1 oczywiscie kwadratow. Galezie
rozprzestrzeniaja si¢ w bardzo chaotyczny sposob.
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Te wlasnosci mozemy wykorzystywac na przyktad do przewidywania rozrostu krzewow lub drzew.

ZastanOwmy sie teraz nad niektorymi zalezno$ciami zachodzacymi w Drzewku:

Kwadraty sa figurami podobnymi, zatem mozemy obliczy¢ skal¢ podobienstwa:

Przyjmijmy taka figure:
a o
2 8
d, al
h
C
C c
C



Zatem skalg podobienstwa dwoch figur podobnych mozemy obliczy¢ dzielac przez siebie
dhugos$ci odpowiadajacych sobie bokéw w obu figurach podobnych, wobec tego,

aby obliczy¢ skale podobienstwa kwadratu o boku ¢ do kwadratu o boku a dzielimy dlugo$¢
boku ¢ przez dlugos¢ boku a.

Q|0

Znajac skale podobienstwa dwoch figur podobnych mozemy obliczy¢ dlugosci bokéw tych
figur. Rozpatrzmy to na konkretnym przyktadzie trojkata prostokatnego o bokach: 3, 4, 5.

fgura. 4

Skala podobienstwa figury 1 do figury 2 wynosi: k& = g

Nastepnie obliczamy diugosci bokéw:
Korzystajac z wtasno$ci proporcji liczymy dtugo$¢ boku a :

>

3
a
Teraz wyznaczamy a z rOwnania:

5a=9
4

a=1—

Tak obliczylismy dtugos¢ a. Postepujac wedtug podanego sposobu liczymy dlugosé
pozostatych bokow.

5 4

3 b

10



5b=12

b=22
5
Skala podobienstwa figury 1 do figury 3 wynosi:
k=2
4

Zatem dhugos¢ boku a’ wynosi a'= 2% , a dlugo$¢ b’ rowna jest b'= 3%

Teraz mamy dane wszystkie dtugosci bokéw w figurach 1, 2, 3.
Poniewaz czgscia tych figur sa trojkaty prostokatne, dlatego mozemy sprawdzi¢ poprawnos¢
policzonych przez nas bokow korzystajac z twierdzenia Pitagorasa.

Czy tréjkaty w dowolnym drzewku Pitagorasa sa do siebie podobne?

Mamy rysunek dowolnego Drzewka Pitagorasa.

Lewy trojkat z etapu II jest podobny do trojkata z etapu I w skali £ = a
c
Natomiast prawy trojkat z etapu II jest podobny do trdjkata z etapu I w skali & = b
c
I kolejno kazdy budowany trojkat nad dtuzsza przyprostokatna jest w skali k& = a , a kazdy
c

budowany nad krotsza przyprostokatna jest w skali k£ = b .
c

Troéjkaty powstajace w tym samym etapie sa do siebie podobne w skali k = %.

W przypadku, gdy trojkat w etapie I jest rownoramienny to trojkaty powstate w etapie Il sa do
siebie przystajace.

Znajac skale podobienstwa mozemy obliczy¢ dlugosci bokéw powstajacych trojkatow.

11



Podczas pracy nad Drzewkiem Pitagorasa zainteresowaty mnie szczeg6lnie zaleznosci migdzy
pierwszymi trzema figurami.

b :

Dowadd, ze czworokat CDEF jest trapezem:

Kata =90° - g

Przekatna kwadratu dzieli kat 90 stopni na dwie rowne czgsci, wigc kat migedzy bokiem

a przekatna kwadratu wynosi 45 stopni. LZGDE = Z/DCF . Z tego wynika, ze CF || DE , wigc
czworokat CDEF jest trapezem.

W nie trudny sposéb mozemy obliczy¢ odleglos¢ z punku A do punktu B dodajac do siebie
a2 i by2 co daje V2 (a + b). Ja jednak doszedlem do obliczenia tej odlegtosci inna droga:
Korzystajac z wtasno$ci proporcji wyprowadzitem, wzor na wysokos$¢ trojkata prostokatnego
poprowadzona z wierzchotka kata prostego:

h a . a-b , . .
3 =— co daje h = —— - z wlasno$ci proporcji.
c c

Zatem wysokos$¢ czworokata CDEF, ktory jest trapezem wynosi

b* a’ :b a b\/z+a\/§:b\/5+a\/5:\/§( b+a )

h:

+ —+—
b2 a2 N2 N2 2 2 2 2

12



Nastepnie pomnozytem ja przez 2 i otrzymatem odlegto$¢ punktu A do punktu B.

C =2 (B P ) )2 bea)

b2
AB|=22 420
|4B| b\/i+ 2

Figura CDEF jest trapezem, wigc korzystajac ze wzoru na pole trapezu
2 2
(bv2 + av2)- b
N2 a2

5 co po przeksztalceniu daje

a+b_ \/E(a+b)

. Pole takiego trapezu jest réwne polu kwadratu o boku 7 5

1 otrzymatem wzoér: P =

2
p_ (a+b)
2

W przypadku gdy trdjkat CDS jest rOwnoramienny, to czworokat CDEF jest kwadratem.

Obliczamy pola figur powstajacych w kolejnych etapach tworzenia drzewka:

Etap 0: Po=c
ab a’ +b* ’
Etap I P=—+a’ +b*=( = +a* +b’ )( . J
C
2 2\!
Etap II P= ( b v )(“ J;b j
c

13



ab a’ +b* +2a°b* ab a’ +b? ’
Etap I1I: p3:( 7—I-az—|-b2 )[ C4 ):( 7+a2+b2 )( 2 J

6 472 274 6
Etap IV: P4:( %b+a2+b2 )'[a +3a’b -I;3a b* +b J
C

|
—~
|Q
S
+
)
+
o~
[ S)
~
7\
N
(3]
| T
o~
[38]
N—
w

n-1
ab a’ +b’
Etapn—ty—Pn=( 7+a2+b2 )(C—zj

Sume pol figur powstatych w poszczegolnych etapach sprobuje policzy¢ ze wzoru na sume

S, =—
szeregu geometrycznego: | - 1-— q gdy ‘Q‘ <1
2 2
q= a -’;b a;= a—bJraerb2
c 2

Ciqg liczbowy ay, a;... jest ciqgiem geometrycznym, jezeli kazdy wyraz ciqgu
(oprocz pierwszego!) jest iloczynem poprzedniego wyrazu przez ustalonq liczbe q. Liczba q
nazywana jest ilorazem ciqgu geometrycznego.

2 2\! 7ab+a2+b2 2 2 2
ab 5, ., ab 5, a’ +b 7 ab+2a’ +2b c
Pn=(—+a +b" )+ —+a " +b" )| —— | +...... = = .
> - ( (e ) S AL
2
c

Po kolejnym przeanalizowaniu obliczen zauwazytem ciekawa zaleznos¢, ktora wyklucza
moje wczesniejsze obliczenia, mianowicie

> Pn=( %b+a2+b2 )+( %+az+b2 )(

Poniewaz:

a’+b’>=c

2

Stad:

2 2 2
¢ —b"—a =0 W mianowniku znalazto si¢ 0! ¢ = I Suma Szeregu
nie istnieje.

14



Analizujac pola figur z poszczego6lnych etapéw mozna zauwazy¢, ze pola te beda sobie

2 2
, . .a +b . N
rowne, poniewaz ———— =1 ( z twierdzenia Pitagorasa: a’ +b° =¢* )
c

Pole figury z etapu I jest réwne polu figury z etapu n-tego.
Whiosek:
Pola figur z poszczeg6lnych etapéw w dowolnym Drzewku Pitagorasa sa sobie réwne!

Czy, edv zmienimy zasade tworzenia Drzewka Pitagorasa, zmieni sie jego pole?

[
- B
=\ H:-;l{g: o

Etap 0:

Etap 1:

a*(ab , .\ b> (ab , , ab a’+b’ 1
Etap 2: Po=—| —+a’ +b* |+ = | —+a’+b” |=( —+a’ +b* )
p 2 2\ 2 2\ 2 ( 7 a ) .2
ab , , a* +b* +2a’b* ab , , a’ +b*
Etap 3: p= —+a +b" ) =( —+a”+b" )
ap 3 ( 2 )( C4 ( 7 ) c2
6 472 214 6 2 2
Etap 4: Py ( %+az+bz ){a +3a’'b J;3a b +b ]z( ab oo )_(a +2b
c 2 c
Whniosek:

Pola tworzonych figur w poszczeg6lnych etapach sa sobie roéwne. Jezeli zmienimy sposob
tworzenia drzewka to jego pole si¢ nie zmieni.

I
|
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Przyktady z literatury

Fraktale tak naprawdg zostaly nie§wiadomie odkryte przy badaniu diugosci linii
brzegowej Wielkiej Brytanii. Pierwsza préba obliczenia dtugosci data wynik mniejszy od
ponownej proby wykonywanej pomiarami na doktadniejszej mapie. Kiedy zmierzono dtugosé
postugujac si¢ mapa tak duza, ze musiata by¢ ztozona z kilku ogromnych czgsci, wynik
okazat si¢ jeszcze wigkszy. Dzialo si¢ tak dlatego, ze linia brzegowa sklada si¢ z wielu
malutkich zatok, wykrzywien i zakrgtow, ktore poczatkowo byly nie widoczne, a gdy
powigkszono mapg pojawity si¢ i zarazem zwigkszyly dlugos$¢ liczonej linii. Kiedy robiono
pomiary na mapach w coraz mniejszej skali, wynik ciagle si¢ zwigkszat, ale stopniowo
wolniej. Okazato sig, ze brzeg wyspy jest nieskonczenie bogaty w szczegodty, a jego dtugos¢
jest nieskonczona. Mimo tego ograniczat skonczony obszar ladu.
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Zbior Cantora

Aby powstal Zbior Cantora odcinek dzielimy na trzy rowne czg$ci, po czym usuwamy
srodkowa. Z pozostatymi czg$ciami postgpujemy podobnie. Po nieskonczonej ilosci krokdéw
powstaje zbior Cantora. Benoit Mandelbrot zauwazyt, Ze zbior ten ilustruje biedy w ‘linii
transmisyjnej’, czyli rodzaju potaczenia. Wymiar zbioru jest mniejszy od 1 (nie jest prosta)

a wigkszy od 0 (nie jest tez punktem), przy zatozeniu ze pusty zbidér ma wymiar -1, zbior
Cantora ma wymiar ok. 0,631. Oto jak wyglada jego czg$¢ w praktyce:
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Dywan Sierpinskiego

Dzielimy kwadrat na dziewig¢ rownych czesci (mniejszych kwadratow), a nastgpnie
srodkowa usuwamy. Z pozostalymi o§mioma postepujemy analogicznie. Po nieskonczonej
ilosci  krokéw powstaje dywan Sierpinskiego — fraktal stworzony przez jednego

z najwybitniejszych polskich matematykow, zyjacego na przetomie wieku XIX 1 XX.
Wactaw Sierpinski (1882-1969) nalezy do najwybitniejszych polskich matematykow. Jest
wspottworca Polskiej Szkoty Matematyczne;.

Dywan Sierpinskiego po 6 krokach konstrukcji.
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Tworzenie Dywanu Sierpinskieqo:

Krok 1

Najpierw rysujemy kwadrat, ktory dzielimy na dziewi¢¢ rownych czgsci (matych kwadratow)
1 usuwamy $rodkowy kwadrat.

—d
k 3
Krok drugi

Kazdy z pozostatych o§miu mniejszych kwadratow dzielimy znowu na dziewie¢ rownych
czesci 1 usuwamy Srodkowe kwadraciki.

Bl ]
ENEEEEEEE
H BN BN N
EREEREEEN -
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W kolejnych krokach postepujemy podobnie jak poprzednio. Po kkrokach kwadrat bedzie
miataz 1 + 8 + 8% + 8 + ... + 8" dziur, ktorymi sa usunigte kwadraty roznej wielkosci
(poczawszy od najwigkszego na srodku konczac...whasciwie nie konczac). Z tego wysnulem
wniosek, ze pole dywanu Sierpinskiego jest rowne 0!

1+8+8%+8 +...+8!

Skad Bierze sig to wyrazenie? Do pierwszej duzej dziury na srodku kwadratu czyli ,,1”
dodajemy osiem dziur powstalych z analogicznego przeksztalcenia pozostalych o$miu
kwadratow. ,,8% bierze si¢ z tego, ze osiem powstatych kwadratow, znowu dzielimy na osiem
i wycinamy w kazdym dziure. Liczba dziur wzrasta stale nieskonczona ilo$é razy. ,,8"
oznacza osiem dziur powielonych pewna, nieskonczona ilo§¢ razy rowna k i odjgto 1,
poniewaz ilo§¢ dziur dla kroku pierwszego wynosi 8° = 1; a ilo$é¢ dziur dla kroku drugiego
wynosi 8' czyli wykladnik potegi jest zawsze o | mniejszy niz liczba krokow. Rysunek
ponizej pokazuje dywan po 5 krokach konstrukc;ji.

Zatem tak powstaje kolejno Dywan Sierpifskiego:
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Skala podobienstwa figury z kroku 1 do zaznaczonej, odpowiadajacej jej figury podobne;j
z kroku 2 wynosi:

k= k= —— k=3

a 1
-1

1 1
— a J—
3 3

Teraz policzymy skalg podobienstwa figury z kroku 1 do figury z kroku 3:

k=

1
7.a
9

Natomiast Skala podobienstwa figury z kroku 2 do figury podobnej z etapu 3 wynosi:

1
—a

_3 _
k—l k =
a

W
Q|
W | =
>—A|\o

.

Stad wniosek, 1z za kazdym krokiem figura podstawowa zmniejsza si¢ 3 razy.

Sprébowatem roéwniez policzy¢ sumg przekatnych
wszystkich kwadratow lezacych wzdhuz przekatnej Dywanu
Sierpinskiego:

Przyjalem bok wyjsciowego kwadratu za ,,a”, natomiast

1
kwadrat w nim wycigty ma dtugos¢ boku rowna g a.
Przekatna kwadratu o boku a ma dtugos¢ a2 .

Obliczylem rownanie na dlugos¢ sumy przekatnych dla 4
krokow:

1 2 4 8 27 +18 +12 + 8 65
—aN2 +—aN2 +—a~N2 + — = a2 =a+2 —
V2 a2 a4 ra2 a\/—( 31 j av2

Potem uogo6lnitem zaleznos¢ dla nieskonczonej ilosci krokow:

0 1 2
i—la 2+?2)—2a\/5+§—3a 2+...
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I otrzymatem wzor ogdlny na sume dhugosci przekatnych kwadratoéw tworzonych w n-tym

kroku.
2737 a2

Suma wszystkich ( S n ) przekatnych kwadracikow lezacych na przekatnej dywanu wynosi:

a 1
S = 1 = a\/§3:a\/§ 161\/5

= — 2
n — - —
1- q 3 4= 3 9 3
Wnhiosek:
Suma przekatnych kwadratow tworzonych w kolejnych etapach jest rOwna przekatnej catego

Dywanu Sierpinskiego.
Zatem w nieskonczonej ilosci krokow konstrukcji polegajacej na usuwaniu kolejnych
kwadratow przekatna Dywanu Sierpinskiego jest rowna 0. Sprobowatem to udowodni¢. Aby
to zrobi¢ musze wprowadzi¢ pojgcie ,,granicy” czyli ,,dazenia wyrazenia do pewnej wartosci
do ktorej nigdy nie dojdzie.(tak samo jak w przypadku mierzenia dtugos$ci linii brzegowej
Wielkiej Brytanii), gdy przeksztalcimy wzor, widzimy, Ze granica tego wyrazenia jest 0.

n—l1 n -1 n
2n—1.3—naﬁ:2§_naﬁ:%aﬁ:(§j .a\/E

2

2

"
lim an 2 _ . . .
n—s 5 ' 2 =0 wyrazenie dazy do zera, czyli wraz ze wzrostem liczby matych

kwadracikow sktadajacych si¢ na przekatna duzego kwadratu, dlugos¢ przekatnej duzego,
catego kwadratu zbliza si¢ do 0, ale go nie osiaga. Kwadraciki te usuwaja z catej przekatnej
pewien jej fragment 1 jednocze$nie zmniejszaja jej dtugosc.

W tym przypadku granica tego wyrazenia jest 0, gdyz potgga ,n” zmierza do
nieskonczonos$ci, bo kwadraty wycigte z dywanu zubazaja jego pole, wigc zarazem dtugosé
przekatnej. Granica zmierza do nieskonczonos$ci. Cate wyrazenie zmierza do zera, gdy potega
n zmierza do nieskonczonosci, czyli ro$nie jednostajnie nieskonczong ilos¢ razy.

2

Jezeli pole Dywanu Sierpinskiego jest rowne 0, to:

d, +d,
2

(27372 Y -( 27 37"an2 )”%:o

Pole Dywanu Sierpinskiego ze wzoru: P =

Ten wzor jest bledny, gdyz wyrazenie 2" -37" av2 stanowi dlugo$¢ przekatnej n-tego
kwadratu wycietego w Dywanie Sierpinskiego. Zaden kwadrat z innego etapu konstrukcji nie
ma roéwnej przekatnej, wigc tego wzoru nie mozna uzy¢ dla obliczenia pola Dywanu
Sierpinskiego. W réznych etapach powstaja kwadraty o réznych przekatnych.
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Dtugos¢ boku kwadratu K, wynosi np. 1. W pierwszym kroku usuwamy 1 kwadrat o dtugosci

boku% duzego kwadratu, zatem jego pole jest r(')wneépola duzego kwadratu.

W drugim kroku usuwamy 8 kwadratow o dtugosci boku_L . Pole powierzchni kazdego
32

1
z nich jest rowne 3 Suma pol powierzchni kwadratéw usunigtych w drugim kroku wynosi

1
38

W kkroku usuwamy 8% =L kwadratow o dhugosci boku%{. Zatem ich taczne pole wynosi.

1 _
37'81{1

Po kkrokach suma pol usunigtych kwadratow jest rowna

1 8 g+ +s’*-1
gt

Przypomnijmy, ze Dywan Sierpinskiego otrzymamy po nieskonczenie wielu krokach, czyli
po usunigciu nieskonczenie wielu kwadratow. Suma p6l powierzchni wszystkich usunigtych
kwadratow wynosi:

la] <1 limg_,0o a* =0
Jezeli to
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Aby policzy¢ pole powierzchni Dywanu Sierpinskiego nalezy od pola powierzchni
kwadratu K, odja¢ sumg pol powierzchni wszystkich usunigtych kwadratow,
czyli

8 &
1— lim 1—(—) =1—-1=1)
k=00 9

Whiosek:

Zatem pole powierzchni dywanu Sierpinskiego jest rowne 0, wigc wedlug mnie
w ogole nie istnieje!

Dywan Sierpinskiego jest bardzo drobna siatka 1 znajduje zastosowanie w elektronice
na przyktad do konstrukcji anten. Czgsto programuje si¢ precyzyjne maszyny, aby tworzyty
kilka , a nawet kilkadziesiat krokow konstrukcji Dywanu Sierpinskiego, co jest przydatne do
produkcji mikro uktadéw elektronicznych.

Fraktale trojwymiarowe

Istnieja rowniez fraktale trojwymiarowe, czyli zbudowane w przestrzeni.
Najstynniejszym przyktadem takiej struktury jest opisana ponizej kostka Mengera. Istnieje
rowniez tréjwymiarowy odpowiednik Trojkata Sierpinskiego (opisany w dalszej czg$ci).
Istnieje jednak wiele innych tego typu tworow (a do tego bardziej skomplikowanych) czgsto
o poetyckich nazwach. Przyktadem niech bedzie tutaj "Hub Hub" co znaczy ,,O$rodek”.
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Kostka Mengera

Dziesi¢¢ lat po powstaniu dywanu Sierpinskiego, czyli w roku 1926, Karl Menger
wpadl na pomyst stworzenia trojwymiarowego odpowiednika tej figury (Dywanu
Sierpinskiego). Sposob konstrukcji jest calkowicie analogiczny, po prostu odnosimy go do
szes$cianu, czyli jest to Dywan Sierpinskiego w przestrzeni.

Na stronie www.mathematik.com/Menger/Menger2.html mozemy znalez¢
podobna kostke Mengera, z mozliwoscia obracania jej we wszystkich
ptaszczyznach.

ANIETYNKA KOCHA

Rozpoczyna si¢ od trojkata. Kazdy jego bok dzielimy na trzy cze$ci i na miejscu
srodkowej catego boku umieszczamy wypukly daszek o bokach dlugosci jednej czesci.
Operacje t¢ powtarzamy dla kazdego odcinka w otrzymanej figurze i tak w nieskonczonos¢.
W efekcie powstaje twor przypominajacy $niezynke. Nadto, podobnie jak linia brzegowa,
ogranicza skonczony obszar powierzchni, lecz sam jest nieskonczonej dlugosci.
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Platek Sniegu
W 1904 roku, szwedzki matematyk Helge von Koch stworzyl bardzo ciekawa krzywa,

znana pozniej jako krzywa Kocha. Okazuje sig, ze trzy odpowiednio odwrocone krzywe
tworza figurg, ktdra nazywana jest ptatkiem $niegu, albo Ptatkiem Kocha.

Krzywa Kocha

Konstrukcja ptatka $niegu:

Krok pierwszy

Rysujemy trojkat rownoboczny o dlugosci boku ,,a” np. a = 1. Kazdy bok trojkata dzielimy na
trzy rowne czesci 1 doklejamy do czgsci srodkowej (tak jak na rysunku) tréjkat rownoboczny
o boku trzy razy krétszym. Z trojkata powstata 12 boczna gwiazda. Kazdy jej bok ma dtugosé

1 . .
réwna 3 dtugosci boku trojkata podstawowego.
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Krok drugi

Kazdy bok gwiazdy dzielimy znowu na trzy rowne czgsci i do czg$ci srodkowej doklejamy
trojkat rownoboczny o boku trzy razy krotszym niz poprzednio. Otrzymamy 48 boczna

gwiazdg o dtugosci boku éa .

1
Kazdy bok ma diugosé 5 diugosci boku podstawowego trojkqta.

Kolejne kroki

W kolejnych krokach postepujemy podobnie jak poprzednio. W trzecim kroku powstanie
gwiazdka, ktora ma 3 - 43 jednakowej dtugosci bokow, czyli 192 boki. Rysunek ponizej
pokazuje gwiazdke po 5 krokach konstrukcji. Gwiazdka tama 3 - 45 , czyli 3072 boki.

Platek sniegu po pieciu krokach konstrukcji
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Zastandwmy si¢ teraz nad obliczeniem skali podobienstwa figur podobnych w Ptatku Kocha.

Przyjmijmy bok trojkata za a, natomiast
bok tréjkata do niego podobnego, powstal on w wyniku dobudowania 3 razy mniejszego
trojkata na $rodku kazdego boku (jak na rysunku).

Skala podobienstwa figury z etapu 1 (trojkata o boku @) do figury z etapu 2 (mniejszego
trojkacika) wynosi:

a
k—l——3
—a
3
1
—d
3
| l
| 91

Skala podobienstwa figury z etapu 1, do figury podobnej z etapu 3 wynosi:

Skala podobienstwa figury z etapu 2 do figury z etapu 3 wynosi: k=3

Trudno to sobie wyobrazi¢, ale ta Krzywa Kocha nie zawiera zadnych odcinkow - w kazdym
swym punkcie ma 'zagigcie', a wigc do zadnego z jej punktdw nie mozna poprowadzic¢
stycznej, czyli w zadnym, nawet najbardziej powigkszonym miejscu Krzywej Kocha czyli
“obramowania” ptatka $niegu nie znajdziemy odcinka, ktory faczy si¢ z drugim odcinkiem:
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Rysunek po lewej stronie przedstawia Krzywq Kocha pod ogromnym powigkszeniem, i widac¢,
ze w Zadnym miejscu nie ma wierzchotka ani jednego z malutkich tréjkqtow, z ktorych
Krzywa sie sktada. Zatem to co widzimy jest mylne, gdyz nie mamy takich mozliwosci zeby
postrzegac elementy wielkosci kilku nanometrow. To co widzimy (rysunek po prawej - trojkqt)
— to jest tylko czes¢ krzywej w trakcie ,,budowy” wiec ta figura nie jest jeszcze Krzywq
Kocha.

Pomys$lmy chociazby o zwyklej linijce. Dhugos$¢ jej brzegu jest z pozoru jasno okreslona
(szczegoblnie, ze na niej samej narysowana jest podziatka centymetrowa). Wiemy jednak, ze
w rzeczywisto$ci zaden brzeg linijki nie jest idealnie réwny. Pod mikroskopem okazuje si¢
bardzo '"poszarpany", co oznacza, ze jest troszke dluzszy. Uzywajac mocniejszego
mikroskopu uznamy, ze nawet to, co wydawalo si¢ proste przy mniejszym powigkszeniu, jest
rowniez "poszarpane". Pamigtajac o efekcie jaki dawaty malutkie trojkaciki w platku $niegu,
mozemy doj$¢ do wniosku, ze brzeg linijki jest o wiele dtuzszy niz to wynika z podziatki
centymetrowej. Zatem im wigksze powigkszenie obierzemy tym wigksza bedzie jej dlugosc.
Analogicznie jest z Platkiem Kocha, stad wniosek, Ze ptatek Kocha ma nieskonczona dtugos¢
1 mozna to udowodnic.

Dowdd:

Przyjmijmy, ze dlugo$¢ boku trojkata wyjsciowego, ktorego uzyliSmy do konstrukeji ptatka
$niegu, jest rowna 1. W pierwszym kroku zastepujemy kazdy bok o dtugosci 1 czterema

bokami o dlugosci %,mamy wigc tamana o dlugosci: %-4 -3
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d | —
d | —

Zatem bierzemy % z catego boku, a ze po jednej z trzech “kawatkoéw” Platka Kocha znajduja

. : : .1 . 1 :
si¢ 4 takie boki dtugosci 3 catego boku to mnozymy 3 4, a ze strony Platka Kocha sa trzy,

to mnozymy jeszcze wszystko przez 3.

W drugim kroku mamy 3 - 42pokow d%ugosﬁci% , a wigc tamana ma dhugo$¢

réwna‘%-ﬂ 3.

Mamy 4° bokéw w jednym kawatku, gdyz kazdy z czterech bokow z pierwszego kroku
przeksztalcamy zgodnie z zasada tworzenia Platka Kocha, wigc kazdy bok jest podzielony na
4 réwne czesci. Pomnozylismy. Dhugos¢ kazdego z nich maleje analogicznie 3-krotnie, wigc

famana w drugim kroku ma dtugos¢: Lz 4%.3
3

412
Po przeksztalceniu otrzymuje ono forme: 3-(3)

W trzecim kroku liczba bokéw gwiazdki wzrosta do3-4°, a dlugo$¢ kazdego boku zmalata

do L . Cata gwiazdka ma wiec obwod rowny (i) ;3. Po k krokach liczba bokéw gwiazdki
3 3

1 k
jest rtowna 3 - 4k 5 dhugos¢ boku Wynosi3—k. Obwod gwiazdki jest zatem rowny (g) 3.

W kazdym nastgpnym kroku obwod gwiazdki rosnie, i gwiazdka coraz bardziej zaczyna
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przypominaé platek $niegu. Gdy & dazy do nieskonczonosci, czyli przy nieskonczonej ilosci

TR N
powtorzen, ciag liczb postaci 3 dazy do nieskonczonosci, a wigc

k k
lim.?.-(i) =3 lim (E) = 00.
k—00 3 koo \ 3

Dhugos¢ Krzywej Kocha, obwod Ptatka Kocha sa rowne nieskonczonosci (nieskonczenie
duze). Za kazdym krokiem dtugos¢ ptatka zwigksza si¢ o 2.

Osmiele si¢ wysnu¢ przypuszczenie, ze jezeli ptatek kocha ma obwdd nieskonczenie duzy to
musi by¢ w ciagltym ruchu (ciagle jego obwod ,,miga”), gdyz kolejne poziomy tworza si¢

w nieskonczonos¢.

W takim razie co si¢ dzieje z polem? Czy pole Ptatka Kocha tez jest nieskonczone?
Okazuje si¢ ze nie.

Przyjmijmy znow, ze bok trojkata wyjsciowego, od ktorego zaczynamy tworzy¢ Platek ma

dlugo$¢ 1. Zatem pole trojkata rownobocznego jest rowne 73 . W pierwszym kroku

. . .1
konstrukeji dorzucamy trzy trdjkaty rownoboczne o boku dlug0é013— catego boku. Kazdy

dorzucony trdjkat ma pole dziewigciokrotnie mniejsze od duzego trojkata. W pierwszym
kroku dorzucone zostaty tylko 3 trojkaty, na rysunku wyzej widaé 6, ale te inne trzy sa
czescia pola duzego, wyjsciowego trojkata wigc pola tych trzech mnozymy przez 3

NCIS!

e . 5 -3 1 dodajemy do pola wyjsciowego trojkata.

Przypomnijmy, ze gwiazdka ma teraz 3 - 4bokow. Popatrzmy na to, co dzieje si¢ w
nast¢gpnym kroku. Kazdy bok 'rodzi' mniejszy trojkacik. Boki trojkatéw maleja trzykrotnie, a
wigc ich pola maleja dziewigciokrotnie. Do pola obliczonego przed chwila trzeba dorzuci¢
pola 12 nowych trojkacikow, czyli 1

—a

3

3.4£
4

L
99

Rl

W tej chwili platek ma 3-47,
czyli 48 bokow

o dlugosci é dtugosci boku

wyjsciowego kwadratu.
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Znowu z kazdego boku powstanie nowy trojkat o polu dziewigciokrotnie mniejszym od pola

poprzedniego. Do pola catosci dorzucamy: 3-4% - —-—.—- —

Mozemy juz dostrzec pewna regulg, ze za kazdym krokiem czworka jest podnoszona do
kolejnej potegi i ze pole nowej serii trojkatow otrzymujemy poprzez pomnozenie pola

z poprzedniego kroku przez é

e oznacza, ze pole catego trojkata jest mnozone przez pole matego trojkacika powstatego
z kolejnych krokach, ten iloczyn jest mnozony jeszcze przez ilo$¢ tych matych kwadracikow

1 mamy policzone pole wszystkich kwadracikéw utworzonych przy trzecim kroku konstrukc;ji.

W tym przypadku 3-4° ééég mnozymy przez iloraz, czyli g 1 mamy pole kolejnych

kwadracikow tym razem w kroku 4.

Doszedtem do wniosku, ze kazdy poprzedni wynik nalezy pomnozy¢ przez 4, bo tyle razy
ro$nie liczba bokow 1 podzieli¢ przez 9, bo tyle razy zmniejsza sig pole kazdego trojkata.

. . 4 . ) .
Zatem kazdy poprzedni wynik mnozymy przez 5 .Otrzymalismy wigc, ze kolejno dorzucane

pola tworza ciag geometryczny o ilorazie r(')wnym§ . lloraz tego ciagu wynosi 0,(4), wigc jest

liczba dodatnia, mniejsza od 1. Wynika z tego, Ze istnieje suma nieskonczenie wielu wyrazow
tego ciagu.

Pole pierwszego trojkata nie pasuje do tej reguty, gdyz wczesniej nie ma zadnego trojkata,

4 o : . .
ktory mogtby by¢ pomnozony przez 9 Ale to nic nie szkodzi. Zaczniemy sumowanie od

wyrazu 73%3 1to bedzie u nas a;. Tak wiec

Istnieje wzér na sume nieskohczenie wielu wyrazéw ciggu geometrycznego
(omowiony wczesniej):

Jezeli |q| <1 (unas g jest to iloraz gi spetnia on warunek, gdyz 4 podzielone przez 9 daje
0,(4).)

To:
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Czyli kolejne wyrazy ciagu dodawane do siebie sq réwne pierwszemu wyrazowi ciagu

podzielonego przez rdznicg 11 q (czyli g w naszym przypadku).

V31

—-—-3 to jest pierwszy wyraz ciagu (nie liczac wyjsciowego trojkata)

1- g od jedynki odejmujemy liczbg q, czyli w naszym przypadku g

Na koniec dorzucamy policzone pole do pola wyjsciowego trojkata i otrzymujemy pole ptatka

Sniegu:
W3, VI_ 23
20 4 5

Otrzymalismy skonczone pole Ptatka Kocha

Czy Platek Kocha ma $rodek symetrii?

WezZmy na poczatek figurg z kroku drugiego. Kiedy obrocimy ja o 180 stopni to poszczegdlne
trojkaciki ,,wrdca na swoje miejsca”. Ta zasada bedzie powtarzata si¢ w kazdym przypadku.
Figura zbudowana z tr6jkatow, nie majacych osobno $rodka symetrii, ma srodek symetrii.

Podsumowujac Ptatek Kocha: ma nieskonczony obwod, a skonczone pole 1 srodek symetrii.
Idealnej krzywej Kocha, ani idealnego platku $niegu nie uda nam sig stworzy¢ nigdy, lecz
zawsze mozemy zbudowac ich niedoskonale kopie za pomoca komputera lub metoda r¢czna.

W 1905 roku wloski matematyk Ernesto Cesaro zachwycony wewngtrzng nieskonczonoscia
Krzywej Kocha napisat o nie;j:

Gdyby byta obdarzona zZyciem, mozna by sie jej pozby¢ tylko niszczqc jq w calosci.
W przeciwnym razie odzywataby znowu i znowu, z glebi swych trojkqtow, tak jak czyni to
zycie we Wszechswiecie.

Warto wigc czasami zwrdci¢ wigcej uwagi na rzeczy, obok ktorych z przyzwyczajenia
przechodzimy obojgtnie. Nawet na zwykly platek $niegu.
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Trojkat Sierpinskiego

Krok pierwszy

Najpierw rysujemy trojkat rownoboczny o dtugosci boku np. 1. Srodki bokéw tego trojkata
: . . : .1
taczymy odcinkami. Otrzymali$my cztery trdjkaty rownoboczne, kazdy o dlugosci 5 boku.

Usuwamy $rodkowy trojkat.

Krok drugi

Kazdy z pozostatych trzech mniejszych trojkatow dzielimy znowu na cztery rowne trojkaty.
Ich wierzchotkami sa $rodki bokow trojkatow otrzymanych w pierwszym kroku. Usuwamy
srodkowe trojkaty.

Kolejne kroki

W kolejnych krokach postepujemy podobnie jak poprzednio. Po k krokach trojkat bedzie
miat az 1+3+3% +.....+3"" dziur, ktérymi sa usunigte tréjkaty réznej wielkosci. Rysunek
ponizej pokazuje trojkat po 5 krokach konstrukcji.
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Zbior, ktory otrzymamy po nieskonczenie wielu krokach nazywa si¢ dywanem
Sierpinskiego(trojkqtem Sierpinskiego) 1jego pole, tak jak w przypadku dywanu
Sierpinskiego ztozonego z kwadratéw wynosi 0.

Piramida Sierpinskiego

Krok pierwszy
Najpierw rysujemy czworo$cian. L.aczymy odcinkami §rodki krawedzi czworo$cianu.
Usuwamy bryle, ktérej krawedziami sa te odcinki. W srodku zostat wycigty o§mioscian.
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Krok drugi

Z kazdego matego czworos$cianu usuwamy bryte, ktorej krawedziami sa odcinki taczace
srodki krawedzi czworo$ciandw otrzymanych w pierwszym kroku. Powstanie piramida, ktéra
ma 5 dziur.

Kolejne kroki
W kolejnych krokach postepujemy podobnie jak poprzednio. Po k krokach piramida begdzie
miata az 1+4+4° +4° +....+4"" dziur, ktorymi sa usuniete bryty roznej wielkosci.

S W
PR iy = S U = Sy — &

o ry—.

Zbidr, ktory otrzymamy po nieskonczenie wielu krokach nazywa sie piramida
Sierpinskiego.
Objetos¢ piramidy Sierpinskiego tak jak w poprzednich fraktalach jest
réowna 0!

Jest ona budowana w ten sam sposdb, co poprzednie fraktale (dywan 1 trojkat Sierpinskiego).
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Moje projekty

Pierwszy mdj fraktal powstaje w nastepujacy sposob:

W kroku pierwszym rysujemy trapez rownoramienny i dzielimy go odcinkiem taczacym
srodki jego ramion. Nastgpnie wycinamy z trapezu powstatego na dole trojkat
roOwnoramienny, ktorego wierzchotek jest sSrodkowa dtuzszej podstawy. Tak samo

postepujemy w gornym poziomie. @ =180° —243

AAVAR
VAR

W drugim kroku kazdy z powstatych trapezow dzielimy odcinkiem tak jak w kroku
pierwszym i wycinamy z kazdego trojkat rownoramienny. W kolejnych krokach postepujemy
rekurencyjnie.

AR ETE
[ Mand NN

Niestety! Po doktadniejszej analizie stwierdzitem, iz ta figura nie jest fraktalem. Po pierwsze
trapezy z poziomu gornego nie sa podobne do trapezéw z poziomu dolnego. Po drugie: po
pewnej ilosci krokow zamiast powstawac trapezy powstawatyby trojkaty, wynika z tego, ze
podstawa trapezu z poprzedniego etapu jest za kazdym razem dzielona, wigc si¢ zmniejsza...
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Kolejnym moim projektem jest fraktal nazwany ..oko krzyza” i wyglada nastepujaco:

Oto element od ktorego zaczynatem
konstrukcje:

Po6zniej dodawatem figury do niego podobne w skali & = % .
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Kolejnym projektem jest rodzaj gwiazdy:

R T

e

Powstala ona w nastepujacy sposob:

Rysujemy trojkat rownoboczny. Kazdy z jego wierzchotkéw przenosimy na odlegtos$¢ pottora
wysokosci tego trojkata prostopadle do przeciwleglej podstawy. Tak powstaje drugi trojkat.

C L
1 ~h+—h
—h
K 2,
A 3

k- skala podobienstwa dwoch dowolnych podobnych trojkatdow w powyzszej gwiezdzie.
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Tak samo postgpujemy w nieskonczonos¢ z innymi wierzchotkami. Skala podobienstwa
pierwszego trojkata do drugiego wynosi k = li, zatem bok kazdego kolejnego trojkata jest
25% wigkszy niz bok poprzedniego.

W etapie 1 dlugo$¢ odcinka taczacego dwa odpowiadajace wierzchotki trojkatow powstatych

w kolejnych etapach wynosi: %h .
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Oto wzor na dlugos¢ odcinka taczacego odpowiednie wierzchotki trojkatow powstatych
w kolejnych n-tych etapach tworzenie gwiazdy.

Pole gwiazdy:

2
11 1

PIZ é 'P0+3'—'—Cl'—h0
4 2 4 4
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4 4 4
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Maty trojkacik stanowi 2 duzego.

Nastepny fraktal wymyslony przeze mnie to pewien rodzaj dywanu...

7 /i /]
gy
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Rysujemy romb, dzielimy go na 16 rdwnych czg$ci (mniejszych rombdw) 1 wycinamy cztery
srodkowe (jak na rysunku). Pozostato nam 12 matych kwadracikéw. Kazdy z nich dzielimy
na 16 mniejszych i wycinamy cztery srodkowe. Z dwunastoma pozostatymi robimy to samo,
w nieskonczonos¢. W ten sposdb powstaje nam drobniutka siatka, zlozona z rombow.
Identycznie jak w Dywanie Sierpinskiego pole tego dywanu wynosi 0.
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Ten fraktal otrzymalem rysujac sze$ciokat foremny, a nastgpnie rysujac sze$¢ mniejszych
sze$ciokatow foremnych na poczatku kazdego boku, potem narysowalem jeszcze szeSciokat
foremny na boku kazdego z matych szesSciokatow...

Zaczynamy od szesciokqta foremnego...

Potem doktadamy kolejne w skali:

...1 kolejne
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...w koncu dostajemy ciekawy wzor przypominajqcy plaster miodu.

Przegladajqc strony internetowe spostrzegtem identyczny twor, ktory jest powszechnie znany
Jjako wlasnie ,, plaster miodu ™.
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Fraktale a przyroda - Odniesienie do przyrody

Fraktale sa obiektami geometrycznymi o bardzo ciekawej strukturze i wtasnosciach.
Zachwycaja swoim pigknem, pobudzajac wyobrazni¢. Wiele struktur fraktalnych (fraktali)
mozna opisa¢ przy pomocy funkcji, ciagéw i znanych figur geometrycznych, dzigki czemu sa
czesto zrodlem inspiracji dla nauczycieli matematyki. Fascynujacym doswiadczeniem moze
by¢ rowniez proba ich zastosowania w geografii, biologii, fizyce czy sztuce. Z uwagi na fakt,
iz materia zbudowana jest z atomow, nie mozna mowi¢ w naszym S$wiecie o obiektach
zawierajacych nieskonczona liczbg szczegotow "w  glab". Doszukujac sig¢ fraktali
w przyrodzie, mamy na mysli obiekty, ktore wykazuja cechg¢ samopodobienstwa na kilku
poziomach.. "Fraktalami" wystgpujacymi w przyrodzie sa na przyktad: uktad krwionosny
(naczynia wlosowate), ptuca, kalafior, paprotka, drzewa, krzewy, 16d i jego krzysztaty, skaty,
cegla, rdza, osadzajace si¢ zloto, liscie, ptatki $niegu, wzory na pancerzach zwierzat, ksztatt
ropy wlanej do wody, a nawet powierzchnie niektorych wiruséw i czasteczek biatka sa
fraktalami. Wysunig¢to hipotezg, ze Wszech$wiat tez ma fraktalna naturg. W strukturach
fraktalnych odnajdujemy pigkno przypadkowych kompozycji, a jednocze$nie wysokie
samopodobienstwo i1 symetri¢. W rzeczywistosci to co wydaje sig pigkne, po doktadniejszym
przyjrzeniu si¢ i powigkszeniu, okazuje sig, ze wcale takie pigkne nie jest. Natura fraktali jest
odmienna. Wydaja si¢ pigkne i w rzeczywistosci po doktadnym przyjrzeniu sa pigkne.
Postaram si¢ przyblizy¢ nieco pojecie fraktali wystgpujacych w przyrodzie.

Fraktal wygenerowany przez komputer
przypominajqcy drzewo.

iy : Ty
L )
Podczas obserwacji przyrody, czgsto upraszczamy jej elementy do podstawowych bryt
geometrycznych. Tak jak mate dziecko rysujace na kartce papieru, uznaje stonce za koto,
horyzont za prosta, dach domu za trojkat. Czy my tez czasem tak nie myslimy? W ten sposob
na przyrode patrzyt juz Euklides, ktoremu zawdzigczamy wspotczesna geometri¢ klasyczna.
Czy przyroda naprawde ma taka strukturg? Kiedy chcemy narysowa¢ chmurg, to czy
rysujemy ja z cata jej skomplikowana struktura, czy ograniczamy si¢ tylko do elipsy lub
wygladzonego na krawedziach prostopadto$cianu? Jak nazwac jej ksztatt? Jak bySmy nazwali
ksztalt ptomienia czy btyskawicy?
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Najciekawszym przyktadem sa tutaj chmury; jak wykazaly badania, po ich wygladzie nie
mozna powiedzie¢ w jakiej odlegltosci od nich znajdujemy si¢ jako obserwatorzy.
Chmura nie jest jednolita, sa w niej ,,dziury”, pod zblizeniem wyglada jak gabka.

Wynika to z tego, ze jest ona zbudowana z drobin, a konkretnie z czasteczek wody
unoszacych si¢ w powietrzu. Jezeli bysmy ,,wycieli” kawatek chmury 1 przyjrzeli si¢ mu
blizej, to spostrzegliby$my, iz ten kawatek jest prawie taki sam jak cata chmura. Nasuwa si¢
tu jedna z wilasno$ci fraktali, mianowicie ich samopodobienstwo.

Ten najmniejszy, powtarzajacy si¢ fragment, to tzw. komorka elementarna, czyli cos, co
wystarczy skopiowac¢ wiele, wiele razy, aby uzyska¢ cala mozaikg. Natomiast mozaika, ktora
jest tak doskonale uporzadkowana, to sie¢ krystaliczna tworzaca krysztaty. Czasteczki H,O,
ktore sa identyczne, tacza si¢ w tzw. asocjaty i powstaje tancuch ztozony z czasteczek wody.
W kazdej kropelce wody, znajduje si¢ wiele takich tancuchow, a w catej chmurze mnéstwo
kropelek. Stad wniosek, ze kazda chmura jest w pewnym sensie Fraktalem. Co moze powstac¢
z chmury...$nieg, a gdy uda nam si¢ zobaczy¢ ptatek $niegu po duzym powigkszeniem,
naszym oczom ukazuje si¢ pigkny ksztatt, ktory oczywiscie jest fraktalem.

Platek $niegu padajacego za oknem, bardzo
przypomina Ptatek Kocha, a ze sktada si¢

z jednakowych czasteczek wody, to tez jest
Fraktalem.
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tworzq te krysztatki sq pouktadane jak wzory tapety, albo jak mozaika na chodniku, czy
dobrze zaparkowane samochody na placu parkingowym.
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Fragment sieci krystalicznej lodu

Kolejny przykiad z przyrody:

Widzimy przed soba plaska taflg jeziora. Mozemy w latwy sposob obliczy¢ jego
powierzchnig. Ale gdy wrzucimy do niego kilka kamieni to powstaje nam fala, ktéra zwigksza
pole powierzchni jeziora, a my tej powierzchni nie mozemy juz policzy¢, bo nie jest plaska,
tylko powyginana. Tak samo jest w przypadku morz i oceanoéw. Kiedy kartografowie mierzyli
ich powierzchnie przyjmowali, ze wszechocean jest ptaski. A to nie jest prawda, na oceanach
powstaja fale, ktore dodatkowo zwigkszaja pole powierzchni wody.
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Moze si¢ wydawac to dziwne, ale fraktal mozemy otrzymaé w rzeczywistosci, nie przy uzyciu
komputera. Fraktal ten nazywa sig ,krysztalem dendrytycznym”. Swoja nazwg wzial
z podobienstwa jego ksztaltu do czgéci neurondéw (dendrytdw) wystepujacych w moézgu
cztowieka.

W celu otrzymania krysztalu dendrytycznego podczas elektrolizy nalezy w ptytce
Petriego umiesci¢ elektrolit tak, aby pokrywal dno. Zazwyczaj wystarcza warstwa ok. 1-2 mm
grubosci. W tejze plytce nalezy umiesci¢ rowniez elektrode w ksztatcie okrggu lub walca
o Srednicy zewnetrznej niewiele mniejszej od wewnetrznej $rednicy naczynia. Wczesniej
nalezy plytke Petriego odtlusci¢, umy¢ biezaca woda, przepluka¢ dokladnie woda
destylowana 1 wysuszy¢. Podobnie nalezy postapi¢ z anoda i katoda: przed przeptukaniem
w wodzie mozna miejsca styku elektrod z elektrolitem przetrze¢ papierem $ciernym.
Do srodka nalezy nala¢ elektrolitu, najczgsciej jest to siarczan miedzi. Elektroda zewngtrzna
(anoda) powinna by¢ w takim przypadku miedziana. Nie nalezy wlewaé zbyt duzej ilosci
elektrolitu, bowiem w poczatkowej fazie narastania krysztatu bedzie on rést trojwymiarowo.
Nastepnie przyktadamy elektrode centralna symetrycznie, tj. w $rodku okregu. Katoda
powinna leciutko wchodzi¢ pod powierzchnig elektrolitu. Powinno si¢ przy tym doktadnie
zadbaé, by cate naczynie z elektrolitem byto ustawione dokladnie poziomo. Po ustawieniu
zestawu, nalezy podlaczy¢ do zasilacza wg schematu jak na rysunku ponizej i obserwowac
proces osadzania elektrolitycznego krysztatu.

—@-

katoda

t =

Piytka Petriego

Anoda

Elektrolit
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Tworzqcy sie krysztat dendrytyczny.

Po otrzymaniu odpowiedniej wielkosci krysztalu mozemy blizej przyjrze¢ si¢ powstatemu
fraktalowi.

Tak wyglada otrzymany w wyniku elektrolizy siarczanu miedzi krysztat dendrytyczny.
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Oto krysztatl dendrytyczny widziany pod mikroskopem. Widzimy, iz
jest on zbudowany z jeszcze mniejszych elementow, ktorych nawet pod mikroskopem nie
mozemy dostrzec.

Wielu ludzi twierdzi, ze fraktale sa do niczego nie potrzebne, ze sa tylko pigknym wytworem
komputeréw. Okazuje sig, ze nie. Fraktale maja kilka zastosowan, tych waznych réwniez:

Po pierwsze - przeksztatcen fraktalnych mozna uzywaé¢ do kodowania obrazow, a co za tym
idzie - do ich kompresji, czyli zmniejszania rozmiar6w opisujacych je plikow
komputerowych.

Po drugie - do tworzenia tekstur na przyktad w grach komputerowych. Mozna fraktalne
powtdérzenia wykorzysta¢ rowniez, do tworzenia sztucznych krajobrazéw i symulacji
komputerowych. Czy nie lepiej przeprowadzi¢ symulacje na przyktad lawiny w komputerze,
niz w rzeczywistosci. Oczywiscie, ze tak, takie przedsigwzigcie nie kosztuje wiele
w porownaniu do odtworzenia biegu lawiny w rzeczywisto$ci. Wniosek stad, ze fraktale
zrewolucjonizowaty dziedzing informatyki, powodujac obnizenie kosztow na przyktad
tworzenia filmow (dzigki Fraktalom mozna bylo wykonywaé tzw. tricki filmowe, ktore
kosztowaty tylko wstukanie w komputer formuly rysujacej na przyklad pigkny krajobraz).
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Kielich na rysunku u gory jest tworem znanego programu ,,3ds max”, ktory wykorzystuje
obliczenia fraktalne. Grafika komputerowa znalazta zastosowanie w grach komputerowy, a ze
sprzedaza gier wiazg si¢ ogromne zyski finansowe, wigc $miem stwierdzi¢, ze fraktale, bardzo
znaczaco wplyngly na nasze zycie, chociaz nie do konca zdajemy sobie z tego sprawg.

Czasem si¢ zdarza, ze do produkcji filméw, potrzebne jest wykonanie zdjeé blyskawicy.
Obecnie filmowcy maja trzy wyjscia: albo wygenerowa¢ sztuczny obraz btyskawicy, za
pomoca powtorzen fraktalnych, albo poczekaé az przyjdzie burza z piorunami..., albo
nakreci¢ inny film. Kiedy$ filmowcy mieli tylko dwa wyjscia, a gdy doszlo to trzecie,
nastapita rewolucja w filmach.
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3 ' "
Nie jest to zdjecie nieba podczas burzy...to jest fraktal!

Dla przyktadu popatrzmy na dwa obrazki ponizej...

I jakie wrazenia? Oba obrazki przedstawiaja liscie paproci....z tym, ze lewy to zdjgcie
prawdziwej paproci...,a prawy to fraktal wygenerowany przez komputer.

"Fraktal jest sposobem widzenia nieskonczonosci okiem duszy."
James Gleick

Moj wniosek na koniec brzmi nastepujaco:

Fraktalem nie jest wszystko. jak twierdzit Mandelbrot. Fraktalami sa tylko te zwiazki
te substancje wystepujace w przyrodzie, ktére maja budowe krystaliczna. Zatem Fraktalem
nie jest guma, czy inne substancje bezpostaciowe, jak polimery, czy szklo.
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Galeria fraktali:

Graficzna ilustracja zbioru Julii.
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Zobaczyé swiat w ziarenku piasku,
Niebiosa w jednym kwiecie 7 lasu.
W Scisnietej dltoni zamknqcé bezmiar,
W godzinie - nieskonczonosé czasu.
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