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Wielokaty gwiazdziste sg ciekawym przypadkiem wielokatéw, gdyz posiadajg rozne ksztatty
przy tej samej liczbie bokow i katow. Wielokaty gwiazdziste, a zwtaszcza wielokaty
gwiazdziste foremne sg szczegdlnymi przypadkami famanych.
W rozwazaniach na ich temat bede sie odnosit do rodzajéw i wtasnosci famanych, dlatego na
poczatek przytaczam niezbedne definicje.
Definicja 1
tamana to figura geometryczna utworzona ze skonnczonej liczby odcinkéw A A,, AAg,
Az A4 An Antakich, ze:

e zadne dwa nastepujace po sobie odcinki nie leza na jednej prostej,

¢ koniec kazdego odcinka (oprocz ostatniego) jest poczatkiem nastepnego

odcinka.

Odcinki, z ktérych sktada sie tamana to jej boki, a konce bokéw to wierzchotki tamanej.
Jezeli koniec ostatniego boku famanej pokrywa sie z poczatkiem pierwszego, czyli
A= A,, to lamang nazywamy zamknieta.
Jezeli niekolejne boki tamanej nie maja punktow, to tamana jest zwyczajna.

Przyktady tamanych
Rys.1
/\/ tamana zwyczajna otwarta
Rys.2
tamana zwyczajna zamknieta
Definicja 2

Wielokat, wielobok, n- kat, n- bok domknieta ptaska figura geometryczna ograniczona
famana zwyczajna zamknieta o n- bokach gdzie n = 3. Boki i wierzchotki famanej

ograniczajacej wielokat nazywa sie odpowiednio bokami i wierzchotkami wielokata.

W o A

Wsrod wielokatow wyrdzniamy wielokaty foremne.

Przyktady wielokagtéw

Rys.3
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Definicja 3
Wielokat foremny jest to wielokat, ktéry ma wszystkie boki rownej miary, a katy

wewnetrzne sa o tej samej mierze.

Przyktady wielokatéw foremnych:

Rys.4
trojkat kwadrat sze$ciokat
réwnoboczny foremny
As As
A1 As
Az
pieciokat foremny

Punkty A1, A2, As, A4, As— wierzchofki wielokata
odcinki A1Az, A2As, AsAs, AsAs, AsA1— boki wielokata

Co bedzie, jesli tamana nie jest zwyczajng, czyli boki niesgsiadujgce ze sobg majg punkty
wspolne? Takie punkty nazywamy punktami wielokrotnymi.
Przyktady punktéw wielokrotnych

Rys.5
>< punkt dwukrotny
Rys.6

\ N punkt potréjny
Pytaniel

lle maksymalnie punktéw dwukrotnych moze posiada¢ jeden wielokat?
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Jeden bok n-kata nie moze przecigé sam siebie i bokéw sgsiadujgcych z nim, wiec moze
przecigé co najwyzej n-3 bokdéw. Zatem mozliwa liczba punktow podwdéjnych moze byé

(n—3)

teoretycznie rowna , bo kazdy punkt zostat policzony dwukrotnie.

&

Teoretycznie mozliwe liczby punktéw dwukrotnych w wielokatach.

nazwa wielokata liczba punktow podwdjnych
trojkat 3-B3-3) _ 0
2
pieciokat 5-(5-3) _ c
2
szesciokat 6-(6—3) 5
— =
i i 7-(7T-3
siedmiokat (7-3) _ 14
2
Emi g8-(8—3
o$miokat - ) _ 50

Trojkat nie moze mie¢ zadnych punktow dwukrotnych, co jest o tyle oczywiste, ze kazdy bok
jest sgsiadem dwdch pozostatych.

Pytanie 2

Jesli maksymalna liczba punktéw podwéjnych w n-kgcie jest rowna n-(n-3) | to czy istniejg
2

wielokaty, ktére majg 0, 1, 2, 3...n-(n-3) punktéw podwojnych?
2

Do wyznaczenia liczby punktéw dwukrotnych w wielokatach stuzg nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 1

W przypadku nieparzystej liczby bokdw n istniejg wieloboki, dla ktérych liczby punktéw
podwajnych sag réwne kolejnym liczbom catkowitym od 0 do ich liczby maksymalnej, tj. n-(n-3)
2

- "
nin—3

J _ .l.

z wyjatkiem przedostatniego wyrazu tego skonczonego ciggu, czyli

Taki przypadek zachodzi np. dla n = 5. Mozliwe istniejgce piecioboki posiadajg liczbe punktow
podwojnych wynoszgcg odpowiednio 0, 1, 2, 3 oraz 5, ale nie istnieje pieciobok z czterema
punktami podwdéjnymi. Opisang sytuacje przedstawia ponizszy rysunek.
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.
"

Twierdzenie 2

Rys.7

W przypadku parzystej liczby bokdw n istniejg wieloboki, dla ktérych liczby punktow
podwdjnych sa rowne kolejnym liczbom catkowitym od 0 do maksymalnej ich liczby, ktora

wynosi w tym przypadku 2222 + 1 (bez wyjatku).

el

B 5—4)

-

+1=7

Stosujac to twierdzenie dla szesciokata, wnioskuje, ze moze on mie¢ co najwyzej

punktow podwdjnych oraz, ze istniejg szescioboki majace liczbe punktow podwdjnych rowng
jednej z liczb catkowitych od 0 do 7 wigcznie. Na kolejnym rysunku zaprezentowane sg
szes$ciokaty, ktére posiadajg odpowiednio: 0, 1, 2, ... 7 punktow podwdjnych.
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=
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Jaka moze by¢é maksymalna krotnos¢ punktu w n-kacie?
Np. czy pieciokat moze mie¢ punkt potréjny, a siedmiokat moze mieé punkt pieciokrotny?

W obydwu przypadkach odpowiedz brzmi nie, gdyz do istnienia punktu trzykrotnego
potrzebnych jest 6 wierzchotkdw, a pieciokat ma ich tylko pie¢. Analogicznie do zaistnienia
punktu pieciokrotnego trzeba pieé réznych odcinkéw, czyli 10 wierzchotkéw, tymczasem w
siedmiokacie jest ich 7.

Twierdzenie 3

Jezeli liczba bokow wielokata wynosi n i ma on punk k-krotny to zachodzi warunek :
2k <n

Na przyktad :
e W pieciokacie 2-k <5czyli k <2,5, co oznacza ze pieciokat moze mieé¢ punkty co
najwyzej dwukrotne,
e w szesciokacie 2-k <6, czyli k <3, co oznacza ze szesciokat moze mie¢ punkty co
najwyzej trzykrotne.
Przyktadowy sze$ciokat z punktem trzykrotnym

Rys.9
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Pytanie 4

Jak zbudowac wielokaty gwiazdziste?

¥ aczac po kolei punkty dzielagce okrag na 5 réwnych czesci otrzymatem pieciokat foremny
wypukly, a faczac co drugi punkt, czyli A-~C—E—B—D—A otrzymam pieciokat gwiazdzisty
foremny.

Rys.10

A A
E E
E ] E
D D
C C

Wierzchotkami obydwu wielokatow sa punkty A, B, C, D, E, inne punkty w wielokacie
gwiazdzistym sg punktami dwukrotnymi. Katy przy wierzchotkach wielokata gwiazdzistego
nazywamy katami sterczacymi. Nazwa ta pochodzi od polskiego uczonego, profesora
Akademii Krakowskiej, Jana Brozka, ktéry zyt w latach 1585-1652.

W taki sam sposob zbudowatem rézne siedmiokaty.

taczac po kolei punkty dzielgce okrag na siedem rownych czesci uzyskatem siedmiokat
foremny, po potaczeniu kolejno co drugiego wierzchotka powstat siedmiokat gwiazdzisty
foremny, a taczenie kolejno co trzeciego wierzchotka dato inny siedmiokat gwiazdzisty
foremny. Rysunek przedstawia trzy rodzaje siedmiokatow otrzymanych w opisany powyzej
sposoéb.

Rys.11

@ 00
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Pytanie 5
lle réznych wielokatéw gwiazdzistych mozna zbudowa¢ dla danej liczby wierzchotkow?

Metodg opisang w poprzednich przyktadach zbudowatem wszystkie mozliwe dziewieciokaty.
Jest ich 4, w tym trzy r6zne dziewieciokaty gwiazdziste.

Rys.12

OOC

Budowa wielokatow gwiazdzistych o parzystej liczbie wierzchotkéw.

taczac kolejne punkty dzielagce okrag na szesc réwnych czesci otrzymuje szesciokat foremny
wypukly, faczac co drugi wierzchotek tamana zamyka sie w trojkat. Nastepnie tacze pozostate
3 punkty w drugi trojkat. Wierzchofki trojkatéw sg wierzchotkami szesciokata gwiazdzistego.
Gdy potacze co trzeci wierzchotek, otrzymam odcinek, ktéry dzieli figure na dwie przystajace
czesci.

Ostatecznie na bazie szesciokata foremnego mozna utworzy¢ tylko jeden szesciokat
gwiazdzisty.

Rysunek przedstawia sze$ciokat foremny wypukly oraz szesciokat gwiazdzisty.

o

Osmiokat foremny wypukly moze wygenerowacé tylko dwa wielokaty gwiazdziste.
Kolejny rysunek przedstawia sposob tworzenia osmiokgtow

Rys.13
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Rys.14

Jan Brozek podat sposéb budowy réznych rodzajéw wielokatéw dla danej liczby wierzchotkow
poprzez odpowiedni rozktad na sktadniki tej liczby. Wyniki badan rozszerzyt francuski
matematyk, Poinsot. Liczba mozliwych do zbudowania siedmiokatow jest réwna 3, poniewaz
liczbe 7 mozemy roztozy¢ na nastepujace trzy sumy: 7 =1+ 6 =2+ 5 =3 + 4. Oznacza to, ze
po podzieleniu okregu na 7 réwnych czesci otrzymamy:

v' siedmiokat wypukty taczac po kolei wierzchofki,

v siedmiokat gwiazdzisty tgczac co drugi wierzchofek,

v inny siedmiokat gwiazdzisty taczac co trzeci wierzchotek
Sytuacja ta zostata zaprezentowana na rysunku 11.

Podobnie jest z dziewieciokatem. Mozliwe rozkiady liczby 9=1+8=2+7=3+6=4+5, co
daje cztery rozne dziewieciokaty, w tym 3 gwiazdziste. llustruje je rysunek 11.

Dla osmiokata rozktady liczby 8 sg nastepujgce 8=1+7=2+6=3+5=4 + 4. Ostatni z
rozktadéw dzieli odmiokat na 2 przystajace figury, wiec nie powstanie wielokat gwiazdzisty.
Ostatecznie istniejg trzy osmiokaty foremne, w tym 2 gwiazdziste. Zaprezentowane one
zostaty na rysunku 12.

Inne osiagniecia Jana Brozka w zakresie badan wtasnosci wielokatow gwiazdzistych
mozna uja¢ w nastepujgce punkty:

I.  Podat sposéb budowy réznych rodzajéw wielokatéow dla danej liczby wierzchotkow
przez rozktad tej liczby, wyznaczajac tym po raz pierwszy liczbe wielokatow
gwiazdzistych o0 7, 8, 11, 14, 15 wierzchotkach,

II.  Pierwszy odkryt ze przy danej liczbie nieparzystej wierzchotkdw wsrdd wszystkich
wielokatéw gwiazdzistych o tej samej liczbie wierzchotkéw istnieje jeden taki, w ktérym
suma katow sterczacych wynosi 180°

lll.  Wskazat nowy sposdb konstrukcji wszystkich wielokatow foremnych o tej samej liczbie
wierzchotkéw i réwnych obwodach za pomoca przeksztatcen na wielokacie.
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Ponizszy schemat pokazuje réznorodnos¢ wielokatow gwiazdzistych foremnych i zaleznosé
miedzy nimi a zwyktymi wielokatami foremnymi.*

Rys.15

o

(2]
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