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W mojej pracy przedstawie dwa interesujace twierdzenia: Menelausa i
Cevy, oraz twierdzenia do nich odwrotne. Pochodzace z okoto 80 r.n.c.
twierdzenie Menelausa z Aleksandrii (tw.1) dowodzi sie¢ w oparciu o twierdzc-
nie Talesa, natomiast opublikowane w 1678 r. twierdzenie Giovanniego Cevy
(tw.2) jest wnioskiem z twierdzenia Menelausa. Warto pamigta¢ o tych
twierdzeniach, poniewaz dzieki nim mozna w bardzo prosty sposéb udowod-
ni¢ wiele faktéw dotyczacych tréjkatéw. W szczegdélnosci udowodnie, zc w
dowolnym tréjkacie dwusieczne trzech katéw wewnetrznych przecinaja sic
w jednym punkcie. Podobnie, kazde z trzech prostych: Srodkowe trzech
hokéw tréjkata, proste zawierajace wysokosci tréjkata, symetralne trzech
hokéw trojkata, i co mniej oczywiste i znane, proste taczace wierzchotki
trojkata z punktami stycznodci okegu wpisanego oraz proste taczace wierz-
chotki trojkata z punktami stycznosci okregéw dopisanych przecinaja sic w
jednym punkcie. Wyzej wymienione punkty przeciecia nazywamy punk-
tami szezegdlnymi tréjkata. Dowody twierdzen zaczerpnatem z ksiazki [1].
Twierdzenie 2 oraz wlasnosci 5 i 6 udowodnitem samodzielnie.

Twierdzenie 1 Jezeli prosta nie przechodzqca przez zaden wierzcholek lri)-
kata ABC' przecina jego boki AB, BC, CA lub ich przedtuzenia odpowiednio
w punktach M, N, P to

0 AM BN CP
MB NC PA
Dowdd. Niech k bedzie prosta, taka jak w twierdzeniu, zas przez da, d .

d¢- oznaczymy wysokosci tréojkatéow AMP, BMN, PNC. Proste zawierajacc
wysokosci da, dg, de sa réwnolegle, wige zgodnie z twierdzeniem Talesa:

AM _dp BN _dg o CP_de
MB dg’ NC dc PA ~ d4’

Rys. 1 Rys. 2



Mnozae stronami otrzymujemy

co nalezalo wykazac.
Moge sformutowaé twierdzenie odwrotne:

Twierdzenie 2 Jezeli punkty M, N, P leza na prostych AB, BC, CA, pruy
czym Zaden nie jest wierzchotkiem trdjkata ABC, parzysta ich liczba lezy na
bokach trdjkata oraz wyznaczaje odeinki spetniajace warunek (1), to punkly
M. N. I’ lezq na jednej prostej.

Dowdd. Przeprowadze dowéd nie wprost. Zaktadam, ze zachodzi (1) oraz,
7¢ prosta NP przecina prosta AB w punkcie M’, réznym od M. Wtedy
zgodnie v twierdzeniem |

AM"ﬂ_CP_l
M'B NC PA

co wobee (1), daje

AM' AM

M'B  MB’
czvli

AM' M'B

AM ~ MB’

co nic jest prawdziwe, bowiem jeden ulamek jest wickszy, a drugi mnicjszy
od 1. Zatem M = M’, ezyli punkty M, N, P sa wspdtliniowe.
L]

Twierdzenie 3 Jezeli proste przechodzqce przez wierzchotki trojkata ABC'
nic zawierajgce Zadnego boku trdjkata przecinajq sie w jednym punkcie lub sq
rounolegle, to odcinki wyznaczone przez punkty M, N, P (punkly przeci¢cia
si¢ Lych prostych odpowiednio z bokami AB, BC, C A lub ich przedtuzeniami)
spetniajq warunek (1).

Dowod.  Jezeli proste, o ktorych méwi twierdzenie, przecinaja si¢ w
jednym punkeie, oznacze go O, to do trojkata ABP i prostej CO stosiij¢
twicrdzenie 1, a nastenie analogicznie dla tréjkata BC'P i prostej AO. Otrzy-
miuje w len sposéb:

AM BO PC_
MB OP CA

PO BN CA

OB NC Ap ©

1




Rvs., 3 Rys. 4

o przemnozeniu stronami mam
AM BO PC PO BN CA

—_ 1
MB OP CA OB NC AP

czyhi
AM BN CP
MB NC PA
Natomiast, jezeli proste sa réwnolegle, to prawdziwe sa zaleznosci:
“ |
N
v
c P
1
A M B
Rys. 5
ﬂgﬂ_ C_P—A_J....'B_ a7z 0CZ wisci ﬂ—ﬂ
NC AM’' PA  BA OOVEYC BT MB

i znoéw mnozac stronami otrzymujemy réwnosé (1):

AM BN CP_AM BA MB
MB NC PA MB AM BA

Twierdzenie 4 Jezeli trzy proste przechodzqce przez wierzchotki tréjkala
ABC' i nie zawierajgce zadnego boku trdjkgta, wyznaczaje na bokach AD.
BC'., ('A lub ich przediuzeniach takie punkiy M, N, P, Ze spelniony jesi
warunek (1) oraz nieparzysta ich liczba lezy na bokach trogkala, to prosic

przecinajq sie w jednym punkcie lub sq réwnolegte.
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Dowdd Przeprowadze dowdd nie wprost. Prowadze proste AN i1 BP tak,
aby przecinaly sie w punkcie O, oraz prosta CM nie zawierajaca punkiu
(). Nastepnie prowadze prosta CM' zawierajaca punkt O. Wowcezas 7
twierdzenia 2

AM’ BN CP
M'B NC AP
oraz ponicwaz zaktadam (1)
AM BN CP_|
MB NC PA
Pordownujac obie rownosei otrzymuje
AM' AM
M'B  MB
eyl |
AM' M'B
AM ~ MB

co nic jest prawdziwe, zatem M — M’ i wszystkie trzy proste przecinajy si¢
w punkcie O.

Podobne rozumowanie stosuje w drugim przypadku. W tréjkacie A/3¢"
prowadze¢ proste AN i BP tak, aby byly réwnolegle oraz prosta CM, ktdra
nie jest rownolegla do nich. Nastepnie prosta C' M’ réwnolegta do AN i B’
Zgodnic z twierdzenieniem Cevy otrzymuje

AM' BN CP |

co tacznic z (1) daje

AM' M'B

AM ~ MB’
ale to, juk poprzednio, nie jest prawda. Zatem prosta C'M musi by¢ rownoleg-
fa do AN i BP.

W opareiu o powyzsze twierdzenia w bardzo prosty, szybki i tatwy sposob
wykaze wlasnodei przecinania sie w jednym punkcie:

1) dwusiceznych trzech katéw wewnetrznych tréjkata (jest to srodek okregn
wpisanego w ten tréjkat),

2) drodkowych trzech bokéw tréjkata (jest to srodek ciezkosei trojkata).

3) prostych zawierajacych wysokosei tréjkata (jest to tak zwane ortocentrum
irojkata),



4) symetralnych trzech bokéw tréjkata (jest to srodek okregu opisanego na
tym tréjkacie),

5) prostych taczacych wierzcholki tréjkata z punktami stycznosci okegu wpi-
sanego (jest to tak zwany punktem Gergonne’a),

6) prostych taczacych wierzchotki tréjkata z punktami stycznosci okregow
dopisanych (jest to tak zwany punktem Nagela).

Wiasnosé 1 Trzy dwusieczne kqtéw trdjkata ABC przecinajq sie w jednym
punkcie.

Dowdd. Niech punkt D oznacza przecigcie prostej BC' z prosta rownoleghy
do P13 i przechodzaca przez A.

Rys. 6

7 twicrdzenia Talesa %-E o= %. Poniewaz prosta PB jest dwusieczng kata
B, trojkat ABD jest trojkatem réwnoramiennym, czyli AB = BD. Zatem

cp_cn
PA  AB’
Podobnie pokazujemy, ze

AM _AC NB _AB
MB~ CB' CN AC

Zatem
Al e e

i 7z twicrdzenia 4 wynika teza.



Wiasnosé 2 Trzy srodkowe bokéw trdjkata przecinajg sie w jednym punkcic.

Dowdd. Niech M, N, P oznaczaja odpowiednio srodki bokéw AB, (',
AC'. W takim razie AM = MB, AP =CP i BN = NC. Stad
e i

i jak poprzedno korzystamy z twierdzenia 4.
]

Wiasnosé 3 Trzy proste zawierajqce wysokosci trdjkala przecinajq si¢ w jed-

nym punkcie.

Dowdd. Dla trojkata prostokatnego wlasnosé jest oczywista. Zaktadam
wice, 7¢ tréjkat nie jest prostokatny. Niech M, N, P oznaczajy punkty
wspolne prostych zawierajacych wysokosci z prostymi AB, BC, AC.

L

}‘)

&
A M B

Rys. 7

Trojkaty ABP i AC' M sa prostokatne i maja wspélny kat A, sa wiec podobne.
Stad
AB AP
AC  AM’
AB BN | BC PC
BC MB AC  NC’
Mnozac stronami dwie ostatnie rownosci i poréwnujac z pierwsza otrzymuj¢
PC BN AP
NC MB AM’
co po uporzadkowaniu daje (1). W oparciu o twierdzenie 4 proste przecinajj
sie w jednym punkcie.

Podobnic

iJ



Wiasnosé 4 Symetralne trzech bokdw trdjkata przecinajq sie w jednym punk:-
Cie,

Dowod.

M} B

Rys. 8 Rys. 9

Rozwazam trojkat MNP, gdzie M, N, P oznaczaja Srodki bokéw trojkiy-
ta ABC'. Prosta MN jest réwnolegta do AC, prosta PM jest réwnolegta o
('3, 724 PN jest rownolegta do AB. Wobec tego symetralne bokéw trojkata
ABC' sy wysokosciami tréjkata M NP. Na mocy wlasnosci 3 przecinaja si¢
w jednym punkcie.

Wiasnosé 5 Proste taczace wierzchotki trdojkata z punktami stycznosci okr -
gu wpisanego w ten tréjkat przecinajq sie w jednym punkcie.

Dowdd. Skorzystam z faktu 1, z pracy [3]. Jesli M, N, P oznaczaji
punkty stycznosci okregu wpisanego, odpowiednio z bokami AB, BC, A",
toMI3 - NB, AM = AP, NC = PC. Zatem

c

A B

W O i = -1 B
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| zgodnic z twierdzeniem 4 zachodzi teza.
L]
W dowodzie kolejnej wiasnoéci skorzystam z lematu, ktéry dowodzitem w
pracy [3]. jako fakt 2.

Lemat Jesli okregi: wpisany w trdjkat i dopisany do trdjketa ABC' sq styczne
do bokuw BC' odpowiednio w punktach D i F, to CF = BD.

Wiasnosé 6 Prosta taczaca wierzchotki trojkata z punktami stycznosci okre-
gow dopisanych przecinajq sie w jednym punkcie.

Dowod. Niech M, N, P oznaczaja punkty stycznosci okregéw dopisanych
do tréjkata ABC, odpowiednio do bokéw AB, BC, i AC, zas M', N'. I”
punkty stycznodei okregu wpisanego w ten trojkat, odpowiednio z bokami




A, B, i1 AC. W oparciu o lemat, mamy:
AM = BN' = BM' = NC,
MB = AM' = AP' =CP,
BN =CN' = AP.

Zalem

R o e S v

czyli spetniony jest warunek (1) i ponownie korzystajac z twierdzenia 4 proste
przecinaja sie w jednym punkcie.
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