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1 Wprowadzenie

W niniejszej pracy omdwie zagadnienie ciaggéw komplementarnych. Nie jest
ono czesto opisywane w ogdlnie dostepnej literaturze, prawdopodobnie ze
wzgledu na niewielka liczbe zastosowan w zadaniach olimpijskich. Oznacza
to, ze w tej dziedzinie moze istnieé¢ jeszcze wiele do odkrycia.

Ciagi komplementarne, jak mozna sie domyslié, sg ciggami, ktére uzupel-
niaja sie wzajemnie do zbioru liczb naturalnych (formalna definicja na str.
7.). Glowne twierdzenie, ktore ich dotyczy to twierdzenie Lambeka-Mosera,
ktore pozwala w prosty sposéb generowaé pary takich ciggéw. Jego dowodd
oraz szczegdlowe zastosowania zaprezentuje w gtownej czesci pracy. Do ich
zrozumienia konieczne bedzie wprowadzenie pojecia tzw. ciagu odwrotne-
go. W ostatnim rozdziale zaproponuje natomiast proste uogoélnienie tego
twierdzenia oraz samego pojecia ciggéw komplementarnych na liczbe cia-
goéw wieksza od 2.

Praca ta zostala napisana na Konkurs Prac Uczniowskich organizowany
przez Krakowskie Mlodziezowe Towarzystwo Przyjaciolt Nauk i Sztuk. Z
tego powodu zaznaczam, ze wszystkie zaprezentowane w niej dowody, z wy-
jatkiem rozdziatu 6., ktéry zawiera twierdzenia autora, oraz przyktadow 2.4.
a, b, ¢, 5.1. 1 5.2., pochodza z ksiazki Andrzeja Nowickiego pt. "Podréze po
Imperium Liczb" (patrz: Zrodla).

Mam jednak nadzieje, ze praca zainteresuje takze szersze grona czytelni-
kéw 1 byé moze w sposdb bardziej przystepny niz inne publikacje przyblizy
im proste w gruncie rzeczy zagadnienie, jakim sg ciagi komplementarne.



2 Pojecia podstawowe

2.1 Oznaczenia

W calej pracy przez Z. oznaczaé bedziemy zbioér liczb catkowitych dodat-
nich, natomiast przez N zbior liczb naturalnych, czyli Z4 U {0}.

Niech f(n) oznacza ciag liczb calkowitych nieujemnych (gdzie n € Z;).
Przez zapis:

F=1(0,0,1,1,1,2,3,...)
rozumiemy, ze f(1) =0, f(2) =0, f(3) =1, f(4) =1 itd..

Do zbioru A naleze¢ beda ciagi f : Z+ — N niemalejace i nieograniczo-
ne. W tym rozdziale kazdy ciag oznaczany przez f nalezy do A.

2.2 "Ciag odwrotny"

Dla kazdego ciagu f zdefiniujmy ciag liczb catkowitych f* taki, ze:

f(f () <n < f(f*(n) +1).

Poniewaz ciag f jest niemalejacy, f*(n) jest rowne liczbie wyrazow ciagu f
mniejszych od n, czyli mozna go zdefiniowaé¢ w sposéb rownowazny naste-
pujaco:

fr(n) = {k € Zy; f(k) < n}.
Zauwazmy takze, ze f* jest funkcja w zbior liczb catkowitych najblizsza
funkcji odwrotnej. Z tego wzgledu w literaturze zagranicznej nazywa sie go
czasami "ciggiem odwrotnym" (ang. inverse sequence).

2.3 Twierdzenia o ciggach postaci f*

Udowodnie teraz najwazniejsze twierdzenia zwigzane z ciaggami postaci
f*, z ktorych bede korzystat w dalszej czesci pracy:

Twierdzenie 2.1 [* jest ciggiem niemalejgcym, nieograniczonym.



Dowdd Oczywiste jest, ze ciag f* jest ciggiem niemalejacym. Zatézmy
nie wprost, ze jest on ograniczony. Istnieje wowczas taka nieujemna licz-
ba catkowita p, ze f*(n) = p dla wszystkich n wiekszych od pewnej liczby
naturalnej ng. Wtedy zgodnie z definicja ciagu:

n < f(p+1)dlan > ng,

co oznacza, ze zbior liczb catkowitych wiekszych od ng jest ograniczony z
gory przez liczbe f(p + 1) - sprzecznosé.

g

Twierdzenie 2.2 f = f**

Dowdd Oznaczmy f* = g. W takiej sytuacji chcemy udowodnié, ze g* = f.
Niech ¢g*(n) = k. Rozwazmy dwa przypadki:

I k=0 Wtedy gk +1) = g(1) > n, wiec g(1) € Z,. Mozemy teraz
podstawié

(z definicji f*), co oznacza, ze f(g(1))

= 0. Poniewaz f jest ciagiem
niemalejacym i g(1) > n réwniez f(n) =0=g

*

flg(D) = f(f7(1)) <1
0.

II k> 1 Wtedy:
g(k) <n <g(k+1).

Poniewaz f jest ciagiem niemalejacym:
flg(k) +1) < f(n) < fg(k +1)).
Oprocz tego:
Flg(k)+1) > ki f(glk+1)) < k+1.
Z tych nieréwnosci mamy:
k< f(glk)+1) < f(n) < flglk+1)) <k+1.

Czyli ostatecznie:

F(n) = k = g"(n).



Twierdzenie 2.3 Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m,n za-
chodzi doktadnie jedna z ponizszych niercwnosci:

fim) <n b f*(n) <m.

Dowod Jesli f(m) < n, to z nier6wnosci n < f(f*(n) + 1) mamy f(m) <
n < f(f*(n) + 1), a poniewaz f jest ciagiem niemalejacym, m < f*(n) + 1,
czyli m < f*(n).

Jesli natomiast f(m) > n, to z nieréwnosci f(f*(n)) < n mamyf(f*(n)) <
n < f(m), a poniewaz f jest ciagiem niemalejacym m > f*(n).

g

Uwaga Mozna réwniez udowodnié¢ twierdzenie odwrotne do powyzszego, co
czyni z niego trzecia, rownowazng definicje ciagu f*.

2.4 Przyklady ciggéw postaci f*

a) f(n)=n= f*(n)=n—-1.
Uzasadnienie
f(ff(n)) <n < f(f*(n) +1),
ff(n)<n< ff(n)+1,
P +1=n,
ff(n)=n-1.
b) Niech a,r € Z.
f(n) =a+ (n—1)r (ciag arytmetyczny) = f*(n) = [2=2=1] 4- 1.

r

Uzasadnienie W tym przypadku definicje f* zapiszemy nieco inaczej:

F(fF(n)+1<n< f(f*(n)+1),
rf*in)—r+a+1<n<rf*(n)+a,

rf*in) <n+r—a—-1<r(f"(n)+1)—1<r(f*(n)+1),
n+r—a—1

) € ———— < f"m)+1,
e i L= R

Uwaga Moze si¢ zdarzy¢, ze [2=2=1] + 1 < 0. Wowezas f*(n) = 0.



c¢) Niech a,q € Z.
f(n) = aq" ! (ciag geometryczny) = f*(n) = []qu ";1 +1).

Uzasadnienie
f(ff(n) +1<n < f(f*(n)+1),
aqf*(n)—l +1<n< aqf*(n)7
aqf*(n)—l <n-1< aqf*(n) 1< aqf*(”),

RO P W O}
T a

)= 1= log, "2
F¥(n) = [h)gq ”T_l + 1] :
d) Niech s € Z4. f(n) =n®* = f*(n) = [vn —1].
Uzasadnienie
fFF) +1<n < f(f*(n) +1),
(f(n)"+1<n < (f(n)+1)°
(f*(n)* <n—1<(f*(n) +1)° =1 < (f*(n) +1)°,
ff(n) <vVn—-1< f*(n)+1,
f(n) = [Vn—1].
e) f(n) = [xn] (gdzie x jest liczba niewymierna) = f*(n) = [z~ n].
Uzasadnienie
f(fHn) <m < f(f*(n) +1),
frm)] <n < [zf*(n) + =],
zf*(n) <n<zf*(n)+z.

[x

Poniewaz x jest niewymierna: n < xf*(n) + z i stad

frn) <2< frm) + 1,



3 Ciagi komplementarne

Na tym etapie mozemy juz poprawnie zdefiniowaé pojecie ciagéw komple-
mentarnych:

Niech F,G : Z+ — Z4 beda ciagami. Ciagi te sa komplementarne (ang.
complementary sequences) wtedy, i tylko wtedy gdy:

(1) sa $cisle rosnace,
(2) nie maja wspolnych wyrazow (F(Z4) N G(Zy) = 0),

(3) kazda liczba catkowita dodatnia jest wyrazem jednego z tych ciagow
(F(Z4) UG(Z) = Zy).

Oczywistymi przyktadami par ciggéw komplementarnych sa:
a) ciag liczb parzystych, F = (2,4,6,8, ...) i nieparzystych, G = (1,3,5,7, ...),

b) ciag liczb kwadratowych, F' = (1,4,9,16,...) i niekwadratowych, G =
(2,3,5,6,...)

c¢) ciag liczb podzielnych przez 5, F = (5,10,15,20,...) i niepodzielnych
przez 5, G = (1,2,3,4,6,...)

d) ciag liczb majacych najwyzej dwa dzielniki dodatnie, F' = (1,2,3,5, ...)
i ciag liczb ztozonych, G = (4,6,8,9,...) itd...

Widaé, ze istnieje wiele takich przyktadow. Nie wiadomo jednak, czy
mozna w prosty sposoéb znajdowaé tego typu pary w nieskoniczonosé. Jak
wspomniatem we wprowadzeniu, do tego wlasnie stuzy Twierdzenie Lambeka-
Mosera.



4 Twierdzenie Lambeka-Mosera

4.1 Obserwacje poczatkowe

Lemat 4.1 Cligg F postaci F(n) = n+ f(n), gdzie f € A, jest Scisle ro-
sngcy.

Dowo6d

Fn)=n+f(n)<(n+1)+h(n)<(n+1)+ f(n+1)=F(n+1).

Lemat 4.2 H,G:Z4 — Z4 bedg ciggami komplementarnymi i niech
dla n € Z4. Wtedy ciqgi h, g nalezq do A.

Dowo6d Poniewaz ciag H jest Scisle rosnacy H(n) > n dla wszystkich
n € Z,. Wobec tego kazde h(n) jest nieujemng liczbg catkowita. Dodat-
kowo:

hin)=H(n)—n<HMn+1)—n=Hn+1)—(n+1)+1=h(n+1)+1,

czyli h(n) < h(n + 1) + 1 lub inaczej h(n) < h(n + 1). Ciag h jest wobec
tego niemalejacy. Zalozmy nie wprost, ze ciag h(n) jest ograniczony. Istnieje
wowczas takie k, ze h(n) = k dla wszystkich n wiekszych od pewnej liczby
catkowitej dodatniej ng. Wtedy H(n) = n + k dla wszystkich n > ny.
Oznacza to, ze wszystkie liczby catkowite wieksze od (ng + k) sa wyrazami
ciagu H, wiec, zgodnie z zalozeniem o komplementarnosci, ciag G musi by¢
skoniczony lub ograniczony. To jednak jest sprzeczne z zalozeniami, wiec
h(n) jest ciagiem nieograniczonym. Analogicznie tezy dowodzimy dla ciagu

g.
O



4.2 Twierdzenie wlasciwe

Twierdzenie 4.1 (Lambek, Moser, 1954). Niech f,g : Z+ — N bedqg cig-
gami i niech F(n) = f(n)+n oraz G(n) = g(n)+n dlan € Z;. Ciggi F,G
sq komplementarne wtedy, i tylko wtedy gdy f,g € A i g = f*.

Dowéd

(=) Zalozmy, ze ciagi F,G sa komplementarne. Z lematu 4.2. wiemy, ze
ciagi f, g nalezg do A. Chcemy udowodnié, ze dla kazdej liczby catkowitej
dodatniej n zachodzi réwnosé:

Niech n € Z4 i G(n) = m. Poniewaz G jest ciagiem rosnacym, wystepuje w
nim doktadnie n wyrazéw mniejszych lub réwnych m. Z zatozenia o komple-
mentarnosci wiemy takze, ze w ciagu F' wystepuje doktadnie m —n wyrazow
mniejszych od m i dodatkowo m nie jest wyrazem tego ciagu. Oznaczmy
przez r liczbe m — s. Oczywiste, ze jesli r = 0, to f*(n) = 0 = g(n).

Dalej zatozmy, ze r > 1. W tym przypadku liczba naturalna F'(r) jest ostro
wieksza od m i stad wynika, ze f(r) < n. Istotnie,

fry=F(r)—r<m-—r=n.
Mamy ponadto,
for+)=F@r+1)—(r+1)>m—-(r+1)=m—-r—1=n-—1,
wiec s < f(r + 1). Wykazalismy, ze
flr)<n < f(r+1),
a zatem f*(n) = r. Zauwazmy, ze
g(n)=G(n)—n=m=n=r.

Mamy wiec oczekiwang rownosé g(n) = f*(n). Wykazalismy wiec, ze g = f*.



(<) Zaktadamy teraz, ze f,g sa ciagami niemalejacymi i nieograniczo-
nymi oraz g = f*. Z lematu 4.1. wiemy, ze ciagi F, G sa $cisle rosngce.
Pokazemy teraz, ze zbiory F(Zy) i G(Z4.) sa roztaczne. Zalézmy nie wprost,
ze F(n) = G(m) dla pewnych m,n € Z,. Wtedy:

f(ff(m)) <m < f(f*(m) +1) oraz f(n) +n = f*(m)+m.
Zatem

f(FHm)) +m <m+ f*(m) < f(f*(m) + 1) + 7 (m)),

i stad
F(f*(m)) < F(n) < F(f*(m) +1).

Ciag F jest Scisle rosnacy, wiec f*(m) < n < f*(m)+1, co daje sprzecznosc.
Nalezy jeszcze wykazaé, ze F(Z4+)UG(Z4) = Z4. W tym celu wprowadZmy
nowy ciag

H:Z, — 7.,

sktadajacy sie tych liczb catkowitych dodatnich, ktére nie sg wyrazami ciggu
F. Jest oczywiste, ze ciag H jest $cisle rosnacy, oraz ciagi F, H sa komple-
mentarne. W szczegbdlnosci

FZ)UH(Zy) =2y
Z pierwszej czesci dowodu wiemy, ze istnieje taki ciag h € A, ze F(n) =
n+ h(n) oraz H(n) =n+ h*(n) dlan € Zy. Ale h(n) = F(n) —n = f(n),
wiec h = f,h* = f* i stad
H(n)=n+h*(n) =n+ f*(n) = G(n).

Zatem, F(Z4)UG(Z,) = F(Z4) U H(Zy) = Zy..

4.3 Dowdd alternatywny

Twierdzenie Lambeka-Mosera mozna prawdopodobnie udowodni¢ na wiele
innych sposobow. Jeden z nich zaprezentowany zostat w pracy Yuvala Gino-
sara na temat tego twierdzenia (patrz: Zrodta). Wykorzystuje on twierdzenia
o funkcjach ciaglych. Nie bede go tu jednak przytaczal, gdyz niniejsza praca
ma inne priorytety - zainteresowanych odsytam do zrédet.

10



5 Przypadki szczegoblne

5.1 Wyznaczanie f(n)

F(n) =2n, G(n) = 2n — 1 (ciag liczb parzystych i nieparzystych).

Jak wiemy z 2.4.a f*(n) = g(n).

5.2 Generowanie ciggéw komplementarnych

Do tego problemu mozna podejsé na trzy sposoby, zilustrowane przez po-
nizsze przykiady:

a) f(n) =2n (jest to ciag arytmetyczny, w ktérym a=2 i r=2)

=[5 2]

F(n)=2n+n=3n,

Gn) = f*(n) +n = [”;1} bn= [3”2_1],

F(n) = (3,6,9,12,..), G(n) = (1,2,4,5,...).

b) F(n) =n?, G(n) =2.

1
ff(n) = [\/ﬁ + 2] (dowod tego faktu analogiczny do przypadku 2.4.d),

Gn)=n+f"(n)=n+ [\/ﬁ—i—;] = [n+\/ﬁ+;].

(jest to wzor na n-ta liczbe niekwadratowa)

11



¢) W ciagu liczb catkowitych dodatnich skreslamy co piata liczbe otrzymu-
jac nowy ciag. Jaki jest wzor na n-ty wyraz tego ciggu?

F(n)=5n, G(n) =

fn)=F(n)—n=4n=4+4(n

e

G(n) = n+ f*(n) = n+["; ]:[”4‘1]

5.3 Dowodzenie roztacznosci

Twierdzenie Niech
A={n+["ijne€Zs} i B={n+[lnnl;neZ;}.
Wtedy AUB =Z4 oraz AN B = ).

Dow6d Oznaczmy dwa ciagi sktadajace si¢ z elementéw zbiorow odpo-
wiednio A i B:
F(n)=n+1[e"] 1 G(n) =n+ [lnn],
f(n) =[e"]ig(n) = [Inn],
f(FF ) +1<n < f(f*(n) +1),

[ M) 41 <n <[] < /MM

() <y < T4

+1

Poniewaz e/ ("*1 nie jest liczba calkowita

ef*(n) <n< ef*(n)'i'l’
fi(n) <lnn < f*(n) + 1,

f*(n) = [Inn].

Wobec tego g(n) = f*(n), czyli ciagi F,G sa komplementarne, z czego
wynika teza.

g

12



5.4 Twierdzenie Beatty

Ponizsze twierdzenie nazwane zostalo na cze$¢ Samuela Beatty, ktory w
1926 roku napisal prace na temat ciagéow postaci By(n) = [rn|, gdzie r jest
liczba niewymierng (nazywanych ciagami Beatty). Twierdzenie Lambeka-
Mosera, udowodnione pdzniej, stanowi jego uogoénienie.

Twierdzenie 5.1 Dla dowolnej liczby dodatniej p niech
Ap = {[npl;n € Zy }.

Jesli p,q > 1 sq takimi liczbami niewymiernymi, Ze

1
+= =1,
q

1

p
to AyNAg =0 oraz ApU Ay =7y
Dowédd Zatézmy, ze x jest liczba niewymierng i niech

f(n) = [an],
dla n € Zy. Wtedy (patrz: 2.4.e)

fr(n) =27,
dlan € Z4. Z tw.4.1. wynika, ze ciagi
F(n)=n+[zn]iG(n) =n+ [z 'n]
sg komplementarne. Podstawmy p = x 4+ 1 oraz ¢ = 1 + 2. Wtedy
F(n) = [pn] i G(n) = [qn]

oraz

S+ =1
P oq

Ciagi [pn] i [gn] sa komplementarne, z czego wynika teza.

13



6 Uogoblnienie

6.1 Nowa definicja

Jak tatwo zauwazyé¢, zjawisko komplementarnosci nie wystepuje tylko w
przypadku par ciagéw. Zbiér Z. mozna bowiem podzieli¢ na dowlong ilosé
czedci, z ktoérych kazda, po rosnacym uporzadkowaniu jej elementéw, stano-
wi¢ bedzie pewien ciag. Mozna wobec tego zaproponowaé ogdlniejsza defi-
nicje:

Niech Fi, Fs, ..., F,, : Z4+ — Z4 beda ciagami. Ciagi te sa komplemen-
tarne wtedy, i tylko wtedy gdy:

(1) sa $cisle rosnace,

(2) nie maja parami wspolnych wyrazow (F;(Z4) N F;(Z4) = 0, dla dowol-
nych i,5 € 1,2,...,n),

(3) kazda liczba calkowita dodatnia jest wyrazem jednego z tych ciagow

Oczywistym przyktadem grupy k ciaggéw komplementarnych sa takie ciggi
Fy, Fs, .. Fy, ze ciag F; stanowi zbidr wszystkich liczb catkowitych dodat-
nich, ktore przy dzieleniu przez k daja reszte i, czyli F;(n) = nk + i, gdzie
ie{1,2,...k}.

6.2 Zastosowanie rekurencyjne

W tym momencie mozna postawi¢ nastepujacy problem: czy istnieje row-
niez uogoélnione twierdzenie Lambeka-Mosera, ktére pozwalaloby generowaé
zbiory n ciagéw komplementarnych? Okazuje sie, ze udowodniona juz wer-
sja tego twierdzenia wystarcza do wygenerowania dowolnej ilosci ciagow
komplementarnych przy uzyciu jednego ciagu f € A, a dysponujac catym
zbiorem A mozna wygenerowaé¢ dowolng konkretng grupe n ciagdéw komple-
mentarnych.

14



Twierdzenie 6.1 Niech F,G bedg ciggami komplementarnymi. Wow-
czas ciqgi H(n) = F(F(n)), I(n) = F(G(n)) oraz G tez sq komplementarne.

Dowdd Oczywiste jest, ze ciagi G, H, I sa Scisle rosnace.

Od razu wiemy takze, ze zaden z ciagéw H, I nie ma wspolnych wyrazéw
z ciagiem G (wszystkie wyrazy H,I sa wyrazami ciagu F', kopmlemen-
tarnego z (G). Poniewaz zadna liczba nie wystepuje w ciagu F dwa razy,
roéwniez ciagi H 1 I nie maja wspolnych wyrazéw. Pozostaje wykazaé, ze
G(Z4)UH(Z4+)UI(Zy) = Z4. Z zalozenia o komplementarnosci F' i G ma-
my F(Z4)UG(Z4) = Z+, co oznacza, ze kazdy wyraz ciagu F jest wyrazem
ciagu H albo I, co konczy dowdd.

0

Powyzsze twierdzenie mozna uogoélni¢ nastepujaco:

Twierdzenie 6.2 Niech Fy, Fs, ..., Fy, oraz F,G bedg dwoma grupami cig-
gow komplementarnych. Wowczas ciqgi Fy, Fa, ..., Fy_1, H, I, gdzie H(n) =
Fy(F(n)) oraz I(n) = Fx(G(n)) tez sq komplementarne.

Dowdéd Dowdd analogiczny jak w przypadku 6.1..

Mozna je rowniez czesciowo odwrocié:

Twierdzenie 6.3 Dla kazdej trojki $cisle rosngcych ciggow F, Fy, Fy
Z. — T takiej, se Fi(Z.) U Fy(Zy) = F(Zy) i Fi(Zs) N Fy(Zy) = 0
istnieje taka para ciggow komplementarnych G, H, ze Fi(n) = F(G(n)) ¢
Fy(n) = F(H(n)).

Dowéd Ciagi G, H mozna tatwo skonstruowaé. Z zatozenia, dla kazdego
elementu Fi(n) istnieje dokladnie jedno takie k € Zy , ze F(k) = Fi(n).
Zdefiniujmy ciag G jako funkcje, ktora liczbie n przypisuje liczbe k (analo-
gicznie H). Wtedy otrzymamy dwa nieskoriczone ciagi G, H liczb caltkowi-
tych dodatnich (k € Z4). Sa one $cisle rosnace, gdyz Scisle rosnace sa takze
ciagi F, F1, F5. Nie maja wspolnych wyrazow, gdyz Fy(Zy) N Fa(Zy) = 0,
wiec nie istnieja takie k,n,m € Z4, dla ktorych F(k) = Fi(n) = Fa(m).
Dodatkowo G(Z4+)UH(Z4) = Z, poniewaz z zalozenia dla kazdego k € Z 4
istnieje takie n € Z, ze F(k) = Fi(n) lub F(k) = F(n). Sa to wiec ciagi
komplementarne, co koriczy dowod.

g
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Pokaze teraz, ze stosujac rekurencyjnie udowodnione wyzej twierdzenia, z
jednego ciagu f(n) € A na pewno da sie otrzymaé dowolna ilos¢ ciagéw kom-
plemntarnych, przy czym odpowiedni wzor bedzie prawdopodobnie bardzo
skomplikowany.

Twierdzenie 6.4 Dla dowolnego k € Z i k > 2 dowolny cigg f(n) € A
wystarcza do skonstruowania grupy k ciggow koplementarnych.

Dowo6d Przeprowadze dowod indukeyjny - dla k = 2 teza wynika z twier-
dzenia Lambeka-Mosera.

Zalozmy teraz, ze przy pomocy ciagu f(n) skonstruowaliSmy grupe k ciagow
komplementarnych. Niech beda to Fy, Fs, ..., Fy. Oznaczmy teraz F(n) =
n + f(n) oraz G(n) = n + f*(n), a nastepnie Fii1(n) = Fip(F(n)) i
Fiy2(n) = Fp(G(n)). Z tw. Lambeka-Mosera wiemy, ze ciagi F, G sa kom-
plementarne, a wiec, z tw. 6.2., komplementarne sa takze ciagi Fi, Fo, ...,
Fy_1, Fyy1, Fyyo, ktorych jest k& + 1.

Na mocy zasady indukcji otrzymujemy teze.

g

Stosujac tylko jeden ciag f(n) nie da sie jednak skonstruowaé kazdej moz-
liwej grupy ciagdéw komplementarnych. Do tego potrzebna jest ich wicksza
liczba, o czym moéwi nastepujace

Twierdzenie 6.5 Dla kazdej grupy k ciggow komplementarnych Fy, Fs, ...,
Fy, gdzie k € Zy i k > 2 istniejg takie ciqgi f1, fa, ..., fx—1 € A, ktdre wy-
starczajq do konstrukcji tej grupy.

Dow6d Roéwniez w tym przypadku dowod opieraé sie bedzie na zasadzie in-
dukcji. Dla k& = 2 i ciagow F1, Fb ciagiem koniecznym do ich konstrukeji jest
f(n) = Fi(n)—n (z tw. Lambeka Mosera). Zalézmy, ze teza zachodzi dla do-
wolnej grupy k ciagéw komplementarnych. Niech Fy, Fy, ..., F}, Fj, 1 bedzie
dowolng grupa k + 1 takich ciagéw. Oznaczmy przez H $cile rosnacy ciag,
ktorego elemetami sa wyrazy ciagow Fyyq i Fy,. Wowczas Fy, Fo, ..., Fi—1, H
jest grupa k ciggéw komplementarnych, ktora zgodnie z zatozeniem induk-
cyjnym da sie skonstruowaé¢ przy pomocy pewnych ciagéow fi, fo, ..., fr—1-
Z tw. 6.3. wiemy takze, ze istnieje taka para ciaggéw komplementarnych
H,y, Hy, 7ze Fi(n) = H(H1(n)) oraz Fi41(n) = H(H2(n)). Z tw. Lambeka-
Mosera do konstrukcji ciagow Hy, He wystarczy ciag hi(n) = Hi(n) — n,
h € A. Ostatecznie do skonstruowania ciagéow Fy, Fb, ..., Fi, Fj11 wystarcza
ciagi f1, fo, ..., fu—1, h1, ktorych jest k. Na mocy zasady indukcji otrzymu-
jemy teze.

g
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