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Praca moja poswiecona jest metodom wykorzystywania srodka ci¢zkosci,
okreslaniu jego doktadnego potozenia jak réwniez obliczaniu pola powierzchni
i objetosci za pomocg zaleznosci jakimi sg reguty Pappusa-Guldina.

Srodek ciezkosci (barycentrum) ciata lub uktadu ciat jest punktem, w ktorym

przylozona jest wypadkowa sita cigzkosci danego ciata. Dla ciata znajdujacego si¢
w jednorodnym polu grawitacyjnym srodek ci¢zkosci pokrywa si¢ ze $rodkiem
masy, dlatego pojecia te czesto sg mylone lub wrecz utozsamiane. W geometrii (w
tym stereometrii) pojecie $rodka cigzkosci jest synonimem $rodka masy czyli
punktu, w ktorym skupiona jest cata masa. Dla ciata znajdujgcego sie

w jednorodnym polu grawitacyjnym srodek cigzkosci pokrywa si¢ ze srodkiem
masy dlatego pojecia te czgsto sg mylone lub wrecz utozsamiane. W geometrii (w
tym stereometrii) pojecie srodka cigzkosci jest synonimem srodka masy.

Srodek cigzkosci posiada prawie kazde ciato.

W matematyce Srodek cigzkos$ci okazuje sie bardzo przydany.

Teraz wykaze na kilku przyktadach jak mozna ciekawie wykorzysta¢ srodek cigzkosci.

Twierdzenie Pappusa - Guldina

Doswiadczenie 1.

Obliczmy pole i objetos¢ walca powstatego przez obrot prostokata o wymiarach
axbwokot prostej k, w ktorej zawiera sie jeden z bokoéw tego prostokata.

a,b - bok prostokata
S - §rodek ciezkosci prostokata

= r = § —promien, kota ktére zakreslit

N

W przestrzeni srodek ciezkos$ci tego
prostokata.
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http://pl.wikipedia.org/wiki/Geometria
http://pl.wikipedia.org/wiki/Stereometria
http://pl.wikipedia.org/wiki/%C5%9Arodek_masy#Geometria
http://pl.wikipedia.org/wiki/Twierdzenie_Pappusa-Guldina

Znajac wymiary prostokata mozna fatwo obliczy¢ pole i objetos¢ powstatego
walca:

Viwaica = POlepOdStawy : WySOkOSC
— 7. 2.
Vwaica =T a b

Zapiszmy wynik w troch¢ innej postaci:

a
Vwaica = a*b-m - 2 E

a
Vwaica = POleprostokqta ab’ 27'[5

Vwalca = POleprostokqta ab’ ObWOdko%o o promieniu s

Obliczmy teraz pole walca:
Pyaica =2 POlepodstawy + Polepoczne

Pyaica = 2ma® + 2mab

po matych przeksztatceniach:

a a
Puatca =202 -+ 252+ b

a
Pyaica = 21+ 5 (2a + 2b)

POlewalca = ObWOdkoio o promienius ObWOd'prostokqta ab

Okazuje sig, ze objetos¢ tej bryly mozna obliczy¢ mnozac pole figury ptaskie;
(prostokata), ktory obracaliSmy wokoét prostej k przez obwod kota, ktore
zakreslit srodek cigzkosci tego prostokata.

Natomiast pole powierzchni otrzymanego walca to iloczyn obwodu kota o
promieniu S, ktory jest odlegtoscig od osi obrotu do srodka ciezkos$ci figury
ptaskiej przez obwdd figury, ktorg obracalismy (w tym przypadku prostokata
ABCD).

W ten sposob na konkretnym przyktadzie odkryliSmy zasady, ktore odkryt
szwajcarski matematyk 1 astronom Paul Guldin na poczatku XVII wieku,



jakkolwiek juz u Pappusa z Aleksandryi ( okoto 300 lat po narodzeniu
Chrystusa) znajdujemy te samg metodeg.

Zasady te brzmig nast¢pujaco:

I reguta Guldina

Objetos¢ bryly powstajgcej przez obrot figury plaskiej dookola nie przecinajgcej
jej osi jest rowna iloczynowi pola tej figury przez diugosc¢ okregu, jaki zakresla
przy tym obrocie jej srodek cigzkosci.,

IT reguta Guldina

Pole powierzchni, powstatej przez obrot ptaskiej linii dookota osi lezgcej w
plaszczyznie tej linii i nie przecinajqcej jej, jest rowne dtugosci tej linii
pomnozonej przez diugosé okregu, jaki przy obrocie zakresla srodek ciezkosci
danej linii.

Doswiadczenie 2.

Sprawdzmy czy podczas obrotu trojkata rownobocznego wzgledem prostej k
odnajdziemy podobne zaleznosci.

A
a - bok
a S - $rodek ciezkosci
S - promien okregu rowny
B odlegtosci od osi obrotu
do $rodka ciezkoSci
a h = av3
2
C
P
k




Obliczamy objetos¢ na poczatku tradycyjnym wzorem:

Vstoska = §POZ€ podstaawy wysokos¢

Podzielimy te bryle na dwa stozki. Suma objgtosci stozkéw to objetos¢ bryty,
za$ suma pol powierzchni bocznych to pole powierzchni tej bryty.

po matych przeksztatceniach:

N



1 a3 aV3 a

T -
4 6
Vo= POletréjkqtaABC  0bwodopo opromsS

Zndw si¢ okazuje, ze objetos¢ tej bryly to iloczyn pola figury, ktorg obracaliSmy
przez obwdd kota, ktérego promieniem jest odleglto$¢ od osi obrotu do $rodka
cigzkos$ci obracanego trojkata.

Sprawdzmy co otrzymamy z obliczenia pola powierzchni powstatej bryty:

POleca}kowite =2- POleboczne stozka ABD

P.=2- mha
av3
PC=2'7T'T'CL

przeksztatcamy rownanie:
1
Pczn-a-a-\/3-§-3

aV3
Pc = Tn-3a

POleca%kowite = ObWOdkoio oproms ObWOdtr()jtqta ABC

Jak widzimy kolejny raz pole jak 1 objetos¢ mozemy zapisa¢ za pomocg pewne]
zaleznosci jakimi s3 REGULY GULDINA.

Nasuwa nam si¢ pytania po co nam Reguty Guldina skoro pole i objetos¢
mozemy policzy¢ z tradycyjnego WZOru, do czego mogq sie przydac te reguty ??

- Oto6z jak widzimy fizyk dzigki tym regutom moze okresli¢ doktadnie potozenie
srodka cigzkosci ptaskiego obiektu, jezeli jest w stanie obliczy¢ pole lub
objetos¢ bryly powstajacej z obrotu tego obiektu wokot osi nie przecinajacej go
w zadnym punkcie. Natomiast matematyk moze bez problemu obliczy¢ pole lub
objetos¢ bryly obrotowej znajac odleglos¢ srodka cigzkosci figury ptaskiej
(ktora po obrocie data ksztatt tej bryty) od osi obrotu tej figury.



Obliczmy teraz pole i objetos¢ torusa sprawdzajac czy i w tym przypadku
pojawi si¢ nam pewna zalezno$¢:

3

S = odlegltosé
srodka okregu do
osi obrotu

I - promien
okregu

mmmmmeosmee s
5
%}

Torus powstaje poprzez obrét kota wokot prostej k lezacej w tej same;j
ptaszczyZnie 1 nie przecinajacej tego kota. Gdybysmy taka obrecz (torus)
wyprostowali, to otrzymaliby$my walec majacy za podstawe koto tworzace ten
torus . Przy tym prostowaniu wewnetrzne czes$ci powierzchni pier§cienia
musiatyby doznac€ rozciggnigcia a zewngetrzne zgniecenia. Wysoko$¢ tego walca
musi by¢ krotsza od zewnetrznego rownoleznika a dtuzsza od wewngtrznego.
Wydaje si¢ wigc, ze wysokos$¢ walca bedzie rowna sredniemu rownoleznikowt,
przechodzacemu przez srodek cigzkosci S kota tworzacego torus. Nazywajac
literg r promien kota tworzacego torus, otrzymamy wzdr na objetos¢ 1 pole
powierzchni tego walca ( a wigc i obreczy-torusa)

Zacznijmy od policzenia objetosci torusa:
V =mnr?-2ms
V =2m%r?s

V= POlekoio opromr ObWOdkoio opromsS

teraz policzmy pole powierzchni obreczy:

POleobrqczy = Polepoczne walca



Pole,preczy = 271 - 2ms
POleobrqczy = ObWOdko%o opromS ' ObWOdko%o opromr
Polegpreczy = 4m? 1 s

Widzimy, ze kolejny raz pojawia nam si¢ ta sama zalezno$¢ w obliczaniu pola i
objetosci bryt obrotowych.

» Znajac reguly Pappusa-Guldina mozemy wyznaczy¢ objetos¢ i pole
powierzchni bryty powstalej przez obroét trapezu prostokatnego ABCD o
podstawach AB 1 CD wokot ramienia AD. W tym celu wyznacze srodek
ciezkosci tego trapezu. Dla ustalenia uwagi rozwazam trapez ABCD.

Niech to bedzie czworokat o wspotrzednych
A=(0,0) C=(2,8)
B=(6,0) D=(0,8)

154
R - promien kota o promieniu AB

I - promien kota o promieniu DC
\, S - promien kota o promieniu KS

v' =+VR? + H?
H v =12+ 2

Obliczmy odlegtos¢ $rodka ciezkosci od osi obrotu stosujac I regute Guldina:



Vbry%y = Vstoska s1 — Vstozka s2

2 1 2
Vbry{y =§T[R H—§T[T' w

1 1
Virgty = <§n36 : 12) - (§n4 : 4)

Voryty = 1441 — ?n
432 16
Vbry}y = TT[ - ?T[

416
Vbryiy = T T

Objetos¢ liczona regutg | Guldina wynosi:

Vbry{y = POleABCD ) ObWOdko%o opromsS

(R+r)-h
bryty = T s
Vbry{y = T - 2TS

Vbry{y = 64m
Znajac obie wartosci porownajmy je:

416
TT[ = 64ms

Wedlug reguty Guldina $rodek cigzkosci znajduje si¢ w odlegtosci % od osi

obrotu do $rodka ciezkosci.

Czy stosujac drugg regute Guldina dotyczaca pola powierzchni otrzymamy taki
sam wynik ? Sprawdzmy.



Obliczmy pole tradycyjnymi wzorami:

POlec = POleca{.stoZka ABI — POleboczn stozna CFI + POleko%aopromr

Pole, = mRv' — nrv + mr?
Pole, = (m6-/36 + 144) — (m - 2-\4 +16) + 4w + 367
Pole. = 6\/180m — 2V20m + 40m
Pole, = 36V5m — 451 + 40m
Pole, = 32V5m + 407
Obliczmy pole stosujac druga zasad¢ Guldina:
Pole, = ObWédczworokqt agcp * 0bwodyeio o prom s
Pole,=(R+r+h+v)- 2ns
Pole, = (16 + 4\/5)  2TCS
poréwnajmy wartos$ci:
32V/51 + 401 = 2ms(16 + 4/5)

16V5 + 20 = s(16 + 4V5)

_16V5 +20_(4V5+5)(4—/5)_11V5
T 16+4V5  (4+V5)(4—V5) 11

~ 2,236
porownajmy otrzymane wyniki:

Liczac I reguta s=1—63 ~ 2,1(6)

liczac II regulg s=¥ ~ 2,23

e o, . 5
roznica tych wynikéw wynosi % — % ~ 0,069

Roznica jest bardzo niewielka.

Obliczmy teraz algebraicznie odlegtos$¢ od osi obrotu do $rodka cigzkosci.



Jak wyznaczy¢ $rodek cigzkosci czworokata? Dla trojkata konstrukcja
wyznaczania §rodka cigzkosci jest na ogot znana, lecz przy czworokacie sprawa
si¢ nieco komplikuje. Srodek ciezkosci czworokata wyznaczamy wedhug
ponizszej konstrukcji:

= prowadzimy w czworokacie ABCD jedna z jego przekatnych
= Odcinek

'
[ 5]

..... 3 S1=(2.67, 2.67)
..... 3 52=(0.67,5.33)

» przekatna podzielita czworokat ABCD na dwa trojkaty ABC 1 ACD
» wyznaczmy $rodek ciezkosci kazdego z nich

* nastgpnie Iaczymy odcinkiem wyznaczone $rodki ciezkos$ci

= teraz prowadzimy w czworokacie drugg z jego przekatnych

» podzielita nam nasz czworokat na dwa trojkaty ABD i BCD

* wyznaczmy $rodek ciezkosci kazdego z nich



= Punkt

----- 2 A=(0,0)
----- 2 B=(5,0)
----- 2 C=(2,8)
----- 2 D=(0,8)
----- 9 E=(3,0)
----- 2 F=(4,4)
----- 9 G=(4,4)
----- ? H=(4,4)
----- 2 1=(1,8)
----- 2 J=(0,4)
----- 9 §5=(217.333)
— @ $1=(2.67,2.67)
----- ? $2=(0.67,5.33)
----- 9 $3=(2,267)

..... @ 54=(257, 533)

ao®

* laczymy odcinkiem wyznaczone $srodki cigzkosci w trojkacie ABD 1 BCD
= punkt S przeci¢cia obu odcinkow jest srodkiem cigzkosci catego
czworokata ABCD

Z pomocg programu GeoGebra wyznaczyliSmy doktadnie srodek ciezkosci
czworokata ABCD postepujac zgodnie z instrukcjami konstrukcji, ktory jest
doktadnie taki sam jaki otrzymali$my stosujac I regute Guldina

Teraz obliczmy $rodek cigzkosci bez uzywania zadnych dodatkowych
programow:

Wspotrzedne srodka ciezkosci trojkata mozna szybko wyznaczy¢ jako srednie
arytmetyczne jego odpowiednich wierzchotkow: (S1,52,S3,54 - patrz rys.
wyzej)

8 8
Stase = (3:3)



prosta S1S2 ma réwnanie:

16 3.1 2
_>_3 3 . ._*%
3 3
B 4 N 56
y - X 9
Prosta S3S4 ma rOwnanie:
8 .8 6
_°_3 3.(,_2
Y7378 6 (x 3)
3 3
_4 16
y = 4ax 3
Rozwigzmy teraz uktad rownan:
B 4 N 56
y=73%TT
_4 16
y = 4ax 3
0— 4 Ax + 56 N 16
- T3¥T™ T T

o_ 4 12 56 48
= T3¥T 3 Xtgtg



0=—?X+T
16 104
3 *T
104 3
=79 16
13
=%
4 13 56
y=_§.?+_
10
y=?
13
=%
10
y=?
13 10
SNCE!

Z obliczen wynika, ze srodek ciezkos$ci ma wspotrzedne Sypcp = (%, ?) czyli

odleglos¢ od osi obrotu do $rodka cigzkosci wynosi % ~ 2,1(6).
Doktadnie takg samg warto$¢ otrzymalismy stosujac I regute Guldina.
Przy drugiej regule wyniki roznity sie zaledwie o 0,069.

Dochodzimy do wniosku, ze I reguta okazata si¢ dokladniejsza od drugiej. Tzn,
z jej pomocg wyznaczymy doktadng odlegtos¢ od osi obrotu do srodka
ciezkosci.

Skoro te reguty w jakims$ stopniu utatwiajg nam pewne obliczenia, nasuwa si¢
nam pytanie czy zawsze mozemy stosowac te reguty? Otdz rozwazmy w tym
celu pewien problem poréwnujacy objetosci dwoch walcow. Mamy dany arkusz
kartki papieru o bokach a i b, ktora zwijamy na dwa sposoby, tak aby za kazdym
razem uzyskac¢ powierzchni¢ walca. W jednym przypadku bedzie to szeroki



walec o matej wysokosci a w drugim przypadku bedzie to waski walec o duze;j
wysokosci. Jakich wymiaréw powinna by¢ kartka papieru, aby walec pierwszy
lub drugi miat wigkszg objetos¢?

Obliczmy objeto$¢ obu powstatych walcow:

Na pierwszy rzut oka wydaje si¢ nam, ze ten szerszy walec ma wicksza
objetosé, ale gdy kartka z ktérej zwijamy walce zblizona jest swym ksztattem do
kwadratu, wowczas trudno rozstrzygna¢, ktéry z walcow ma wicksza objetosc.

a,b - wymiary kartki papieru
Objetos¢ walca wynosi:
V = Pole poastawy * WYSokos¢

W przypadku szerszego walca wysokoscig bedzie bok a, a promien kota wyraza
roéwnanie :

b =2nr

b

T=%



- Objetos¢ szerszego walca wynosi:

. (b>2 _bta_ ab
- “Tar T

2T

- Natomiast pole waskiego walca wynosi:

V= ( a )2 a’b ab
- 2T 41 41
Dla obu rozwigzan pojawia si¢ ten sam wspotczynnik jakim jest: %

Zatem: ten walec ma wigksza objetosc, ktorego wysokos¢ (wezesniej bok
kartki papieru) (a lub b ) jest wigksza. W tym przypadku a>b, wigc walec
o wysokosci a ma wigksza objetosc.

Sprawdzmy teraz czy uda nam si¢ rozwigzac ten problem regula Guldina:

Dokonajmy pewnej analizy powstatych walcow:
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b =2nr,a = 2nR

r= % - promien kota bedacego podstawg szerokiego walca



R = % - promien kota bedacego podstawa waskiego walca

b a
sl=—,s2=—
41T 41T

Obliczamy objetos¢ szerokiego 1 waskiego walca reguta Guldina:

Vl = POleprosto ABCD ° ObWOdkoio opromsl

V—b b 2
1 27Ta47'[ T
_bza
Y™ 4g

ab
Vl_bE

V,=—-b-—:2
2 2T 41 T
_azb
27 4Arm

ab
VZ_ a'E

Okazato sie, ze podczas obliczania objgtosci otrzymanych walcow reguta
Guldina réwniez otrzymaliSmy wszedzie ten sam wspotczynnik Z—n przez

dtugos¢ lub szerokos¢ kartki papieru. Wynika z tego to, ze ta reguta nadaje si¢
do rozwigzania tego problemu.



Srodek ciezkosci ($rodek masy, barycentrum) pojawia sie takze w astronomii.

Potozenie barycentrum dwoch cial mozemy obliczy¢ ze wzoru:

d'm1

m; +m,

Gdzie:

S - odleglos¢ ciata 1 od barycentrum
d - odlegtosci miedzy srodkami cial
m4,m, - masy cial

Dla przyktadu obliczmy $rodek masy uktadu Ziemia-Stofice oraz Ziemia
ksiezyc.

Potrzebne dane:
Masa,jomi; = 6+ 10%*kg
Masagg;cq = 2+ 103%g
Masaysip:yeq = 7,35 10%%kg

Odlegtos¢ ~ 384 403 km

ziemia—ksiezyc

Odlegtosé ~ 1,5 -108km

ziemia—stonce
Dla uktadu ziemia stonce:

ds-M; 15-10%m-2-10%kg  3-10%%km

S, = = = ~ 149999550k
2" Mg+ M, 6-10%%kg+2-103 kg  2,000006 - 103 m

Dla uktadu ziemia ksi¢zyc:

_ dy M, 384403km- 7,35-10%’kg  2825362,0,5- 10**km
KT M, +M, 6-10%*kg+ 7,35-10%2kg  6,0735-10%*
= 465195,0358 - 10 %km ~ 4651km

Sz




Srodek masy dla uktadu ziemia stofice znajduje sie w odleglosci okoto 149999550km
od srodka ziemi natomiast srodek masy dla uktadu ziemia-ksi¢zyc znajduje si¢ w
odlegtosci okoto 4651km od srodka ziemi.

Na koniec pokaze zdjecie z moim doswiadczeniem ze srodkiem cigzkosci.




Od razu wspomng, ze nikt nie chciat uwierzy¢ dopoki nie zobaczyt na wlasne
oczy.

Niesamowite...



