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Geometria 9 punktow, czyli ptaszczyzna ztozona z 9 punktéw (3x3) dziatajgca na zasadzie
modulo (3) czyli reszty z dzielenia przez 3. Geometria 9 punktow zainteresowata mnie z prostego
powodu — jest to co$ niecodziennego. O ptaszczyznach skonczonych dowiedziatem sie na wyktadach
prowadzonych u mnie w szkole przez Pana Tomasza Szemberga. Tematem wyktadéw byty wtasnie
ptaszczyzny skonczone, ,dziatajgce” na tej samej zasadzie, lecz sktadajgce sie z wiekszych ilosci
punktow. Pfaszczyzne sktadajaca sie z dziewieciu punktow ilustruje ponizszy rysunek.
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Proste y

Jak na kazdej ptaszczyzinie, takze na tej mozemy wyrdznié pewne figury. Zaczniemy od
najprostszych figur, czyli prostych. Wszystkie punkty w jednej linii pionowej lub poziomej majg jedng,
takg sama wspdtrzedng. Mozna wyrdznic¢ tez tréjki punktow, ktdre nie majg ani jednej wspdlnej
wspotrzednej. Punkty z jedng wspdlng cecha lezace na jednej linii tworzg 3-elementowy zbidr, ktdry
nazwiemy zbiorem punktéw pierwszego typu, natomiast kazde trzy punkty nie miejace ze sobg ani
jednej wspdlnej wspétrzednej zaliczymy do réwniez 3-elementowego zbioru punktéw drugiego typu.
Przyktadem zbioru punktéow pierwszego typu jest {(1,2); (1,1); (1,0)}. Przyktadem zbioru punktéw
drugiego typu bedzie zbidr {(0,0);(1,1);(2,2)}. Prostg bedziemy nazywac zbiér punktéw, ktdre sg albo
pierwszego, albo drugiego rodzaju. Zatem kazda prosta na tej ptaszczyznie ma 3 punkty. Ponizej
zostaty zaprezentowane przyktady prostych.
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Odleqgtosc !

Na ptaszczyznie tej, odlegtosci miedzy punktami definiuje sie liczbg wspétrzednych, ktérymi
sie one rdznig, czyli gdy mamy podane punkty (0,0) oraz (0,2) to odlegtos¢ miedzy nimi bedzie rowna
1. Odlegtos¢ miedzy (0,0) i (1,1) wyniesie natomiast dwa z powodu tego, ze rdznig sie one obiema
wspotrzednymi. Dysponujgc odlegtoscia mozemy zdefiniowac odwotujace sie do niej figury.
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Olrag O

Przyktadem takiej figury moze by¢ okrag. By narysowac okrag, musimy sie cofngé do jego
definicji, dzieki ktdrej mozemy go narysowad na tradycyjnej ptaszczyznie euklidesowej. ,,Okrag jest to
zbiér punktéw ptaszczyzny, ktdérych odlegtosci od $rodka sg réwne promieniowi okregu, czyli
dowolnej liczbie dodatniej”. Z definicji wynika, ze powinniSmy wybrac¢ sobie srodek (ktéry nie nalezy
do okregu), oraz dodatnig dtugosé¢ promienia, czyli odlegtos¢ jednego punktu od drugiego.
Zauwazmy, ze na tej ptaszczyinie miedzy réznymi punktami moze wynies¢ tylko 1 lub 2. Przykfad
okregu obrazuje rysunek 2. Srodek okregu zostat oznaczony na pomarafczowo (punkt 1,1), natomiast
promien ma dtugos$¢ jeden. Punkty oznaczone na czarno przedstawiajg wszystkie punkty oddalone od
srodka o 1, czyli réznigce sie doktadnie 1 cechg (wspétrzedng). Na rysunkach zostaty zaprezentowane
niektére okregi.

(0.2) (1.2) (2.2) ©.2) 1,2 2.2 1,2) 2.2)
[ ) (o] [ ) (o] (o} (o] o
(0, 1) (2,1) (1,1 (2.1 (0.1) (1. 1) 2,1
[ ] o [ ] o o L ] [ J
0,0 (1,0) 2,0 (0,0) (1,0 (2.0 (0,0) (1,0 (2,0)
o (o] [ (o] (o] (o] [ ] [ ]
Srodek: (1,1) Promien: 1 Srodek: (0,1) Promien: 1 Srodek: (0,2) Promien: 2
Rys. 5 Rys. 6 Rys. 7

Koto O

Bedac juz przy okregu, mozemy fatwo przejsc do kota. Koto jest to ,zbior wszystkich punktow
ptaszczyzny, ktorych odlegto$¢ od srodka kota, jest mniejsza lub réwna dtugosci promienia”.
Oczywiscie musimy zaliczy¢ do kota jego srodek. Na ponizszych rysunkach zobrazowano 3 kota.
Kolorem pomaranczowym zaznaczono Srodek, a niebieskim okrag, czyli obwdd kota. Kolor czarny,
oznacza wszystkie punkty nalezace do kota, jednak niebedace jego obwodem ani srodkiem.
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Trojkat rownoboczny A

Na ptaszczyznie 9 punktéw pojawia sie fenomen, z ktdrym nie spotkamy sie w geometrii
euklidesowej, ktérej sie uczymy w gimnazjum. Mianowicie, na jednej prostej lezg trzy punkty, ktérych
odlegto$¢ parami wynosi tyle samo (konkretnie: 1). Tak sie nie moze zdarzy¢é w geometrii
euklidesowej. Trzy punkty odlegte od siebie parami o tyle samo, sg wierzchotkami trdjkata
rownobocznego, czyli punkty te nie mogg byé wspédtliniowe. Na ptaszczyznie 9 punktéw mozemy
zatem mowic tylko o ,trdjkacie réownobocznym”. Cudzystdw sygnalizuje, ze nie jest to wiasciwy
tréjkat, bo jego ,wierzchotki” lezg na jednej prostej. Przyktady ,tréjkatdw réwnobocznych” wygladaja
doktadnie tak samo jak przyktady zbiorow punktow pierwszego lub drugiego typu.

Trojkat rownoramienny |4

Tréjkat réwnoramienny musi mie¢ 2 boki rownej dtugosci, wiec dtugosci jego bokédw moga
wynosic tylko: 2,2,1 lub 1,1,2. Ponizej zostaty zaprezentowane przyktady.
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Romb ‘

Romb jest czworokatem, wiec musi miec cztery boki. Dodatkowo muszg miec one jednakowa
dtugos¢. Mozliwymi dtugosciami sg tylko 1 oraz 2. Ponizej zostaty zaprezentowane niektdre romby.
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Zakonczenie

Po napisaniu opisu do ostatniej figury zdziwito mnie, ze zbidr dziewieciu punktow
odpowiednio zinterpretowany moze by¢ tak ciekawy. Dziwi mnie to ze nawet te dziewie¢ punktow
daje olbrzymie mozliwosci. Znalaztem i opisatem tylko czesé figur, a jest ich na pewno o wiele wiecej.
Na zajeciach w szkole omawialiémy przeciez wieksze, skonczone ptaszczyzny, ktére dajg jeszcze
wieksze ,,pole do manewru”.
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