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1. Zapoznanie z zagadnieniem.

Praca poswigcona jest omowieniu kilku ciekawych wiasciwosci figury nazywanej "trojkatem
cieciw", zainspirowana arytkutem "Equilateral Chordal Triangles" autorstwa Floora van
Lamoena.

1.1 Co to jest trojkat cieciw?
Kiedy okrag przecina kazdy bok trojkata w dwdch punktach, mozliwe jest takie potaczenie

tych punktow, ze cigciwy stworzg mniejszy trojkat (A'B'C'), nazywany przez nas ,,trojkgtem
cigciw” (rys. 1).

Rysunek 1

Oznaczmy prosta zawierajacg odcinek BC jako prosta a, a prostg zawierajaca odcinek B.Cy
prostg a'.

Analogicznie prosta b zawiera odcinek CA, prosta b’ odcinek C,A., prosta ¢ odcinek AB, a
prosta c' odcinek AyB,.

Nazwijmy trojkat wyjsciowy (ABC) trojkatem T, a trdjkat cieciw (A'B'C') trojkatem T' dla
uproszczenia zapisu.



2. Twierdzenia dotyczace trojkatow cieciw

2.1. Twierdzenie nr 1
(a,a”) oznacza kat skierowany miedzy prostymi aia’.

T:(c'\b) +(b’,a) + (a’,c) =0 (mod 7)

Rysunek 2

Dowad:

Zauwazmy, ze:

(c',b) = £ (CyB:B,) poniewaz sg oparte na tym samym tuku
analogicznie

(b’,2) = (BaAbA,) i (2.0) = (ChCaA)

W czworokacie AbAcBcCb, ktory jest wpisany w okrag suma naprzeciwlegltych katéw rowna
jest rowna 7.

Z tego wynika, ze (b,c’) + (b’,a) + (a’,c) =0 (mod 7)



2.2. Twierdzenie nr 2

Teza: T: (a’,a) + (b’,b) + (¢’,¢) = 0 (mod 7)

/
f

Przez oznaczenie (A) rozumiemy kat w wierzchotku A trdjkata ABC. Analogicznie w
pozostatych przypadkach.

Zauwazmy, ze:

(a’,2) =7 - (c’,b) - (b’,a) - (B)
(b’.b)=7-(c’,b) - (a’,c) - (C)

(c,’))=m-(@a’,c)—-nr+A+(a,c)-(c’,b)
(c,c)=2nm—m+rm-A+(c.b)
(c’c)=2m -A+(c’,b)

Z tego wynika, ze:

(aa) +(b’,b) + (c’,c) =4n—-A-B-C-(c’,b)-(b’a)- (a’c) (modn)
(aa) + (b’,b) + (c’,c) =-A—-B—-C-(c’,b)-(ba) - (a’,c) (modr)
(a’,a) + (b’,b) + (c’,c) =-(c’,b)-(b’,a) - (a’,c) (mod x)

(a’,a) + (b’,b) + (c’,c) =0 (mod )

Co stanowi teze.



2.3 Twierdzenie nr 3
Teza: Trojkat T' jest perspektywiczny z trojkatem T.

Dowod:

Rysunel/< 3

Dwa trojkaty maja o$ perspektywy, gdy punkty przecigcia par bokow, ktére sobie
odpowiadajg sg wspotliniowe.

Dwa trojkaty majg srodek perspektywy, gdy proste tacze pary odpowiadajacych sobie
wierzchotkow w dwoch trojkatach przecinajg si¢ w jednym punkcie.

Z twierdzenia Pascala dla szesciokata A,A:B:B.C4Cp wynika, ze punkty H, F, G sg
wspotliniowe - przechodzaca przez nie prosta stanowi oS perspektywy trojkatow T 1 T'.

Skoro H, F, G sa wspoétliniowe, to z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Desarguesa
wynika, ze proste przechodzace przez odpowiednie wierzchotki obu trojkatow (T i T')
przecinajg si¢ w jednym punkcie - punkt ten jest sSrodkiem perspektywy obu tych trojkatow.

Z tego wynika, ze trojkaty T 1 T' majg zarowno oS jak 1 srodek perspektywy.



2.4 Alternatywne trojkaty cieciw.

Przedtuzajac odcinki Cp,Cy, BaBc, ApAc uzyskamy nowy trojkat — A’’B’’C’’ (dla wygody
nazwijmy go trojkatem T°’).

Jest to alternatywny trojkat cieciw (rys. 4).

Rysunek 4



2.5 Twierdzenie nr 4

T: Odpowiednie boki dwoéch trojkatéw cieciw T’ 1 T nie sg rownolegle.

Dowod nie wprost:

Rysunek 5

Jak fatwo zauwazy¢ z Twierdzenia nr 1:
£ ABcCp = £ AALA i £ BCoAp =4 AAA

Latwo tez zauwazy¢, ze B"C" || C,B. wtedy i tylko wtedy, gdy
K ACBCCb= K AbACA

Co jest prawdziwe jedynie dla tréjkatow T' 1 T" bedacych trojkatami
réwnoramiennymi, czyli sprzecznos¢.

Analogicznie w przypadku pozostatych bokow.



2.6. Twierdzenie nr 5

T: Wszystkie trojkaty jednoktadne z trojkatem cieciw majg z trojkatem wyjsciowym ten sam
srodek perspektywy.

2.6.1 Wspolrzedne trojliniowe

Rysunek 6

Wspotrzedne trojliniowe punktu D to: (ka;kb;kc)
gdzie k & Rik#0

Wspotrzedne trojliniowe potprostej AD to: (ka;kb)
gdzie k € Rik#0

Dowod:
Oznaczmy na rysunku katy a;, az, by, by, ¢1, C».
Niech x oznacza dlugos¢ odcinka B,C", a y dlugos¢ odcinka ApC".

Niech h; oznacza odlegtos¢ punktu C" od prostej CB, a h, odlegtos¢ tego punktu od prostej
CA.

Niech Q i R to spodki odpowiednio hy i h,.



Z twierdzenia sinusow w trojkacie C"BaAy:

X : sin(b2) = ApBa - sin (C”)
y :sin(a2) = AyBa : sin (C”)

X =sin (b2) - csc (C”’) - ApBa
y =sin (a2) - csc (C”’) - AyBa

Z twierdzenia sinusow w trojkacie C"QBs:

X =hy :sin (b1)
hy = sin (by) - sin (by) - csc (C”’) - ApBa

Z twierdzenia sinusow w trojkacie RC"Ay:

y =h :sin (ay)
h, =sin (ay) - sin (az) - csc (C”’) - ApBa



Z tego wynika, ze dwie z trzech wspotrzednych trojliniowych punktu C" (wzgledem trdjkata
T) wygladaja tak:

C’’ = (sin (by) sin(by) ; sin (a) sin (@) , ... )

Przy czym pierwsza wspotrzedna podana jest wzgledem prostej a, druga wzgledem prostej b,
trzecia, niewiadoma, wzgledem proste;j c.

Analogicznie mozemy poda¢ po dwie wspotrzedne trojliniowe dla punktu A" 1 B":

A= (..., sin (c1) sin (cy); sin (b1) sin (by) )
B’ = (sin (c1) sin(Cy); ... ; sin (a1) sin (a2) )

Teraz zmienmy wspotczynnik k we wspotrzednych kazdego z punktow. Podzielmy
wspotrzedne

punktu C" przez: sin(az)sin(az)sin(bs)sin(b,)
punktu A" przez sin(cz)sin(cz)sin(by)sin(by)
punktu B" przez sin(cy)sin(cz)sin(a;)sin(a,)

Otrzymamy wowczas:
= (csc (az) csc (ap) ; csc (by) csc (by) ;... )

= (... ; csc (by) csc (by) ; csc (c1) csc (c2))
= (csc (ay) €sC (az); ..., csc (c1) €sC (C2))

C )
A )
B )
Gdzie kolejnos¢ wspotrzednych jest taka sama jak powyze;.
Zauwazamy, ze wspotrzedne te w rzeczywistosci opisujg potproste, o ktorych wiemy, ze
przecinajg si¢ w §rodku perspektywy. Stad wnioskujemy, ze §rodek perspektywy ma
wspotrzedne trojliniowe postaci:

(csc (az) csc (ap) ; csc (b1) csc(by) ; csc (c1) csc (c2) )

Wida¢, ze jest on niezalezny od wyboru trojkata (T', T") i zalezy jedynie od katow as, az, ba,
b,, 1 Oraz c,.
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