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Prawdopodobienstwo

Oczekiwania co do rezultatu danego zdarzenia, ktorego
wynik nie jest nam znany — w taki Sposob mozemy
wyttumaczyc co to jest prawdopodobienstwo.

Jak mozemy przedstawia¢ prawdopodobienstwo?

1. Prawdopodobienstwo mozemy opisac liczbami o wartosci
miedzy zerem (0) a jedynka (1).

Jesli ma wartos¢ réwng 0 oznacza to, ze zdarzenie jest
niemozliwe - prawdopodobienstwo jego wystgpienia jest zerowe.
Jesli ma wartos¢ rowng 1 - to zdarzenie jest pewne, tak jak

I prawdopodobienstwo jego wystgpienia.

Oto kilka przyktadow:

V
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MNIE] PRAWDOPODOBNE

0 — prawdopodobienstwo znalezienia dwoch jednakowych
ptatkow Sniegu jest zerowe, poniewaz nie ma identycznych
ptatkdw Sniegu, kazdy jest inny;

0 — 0,5 — prawdopodobienstwo trafienia do dotka za pierwszym
razem jest bardzo mate, ale nie jest to niemozliwe;

0,5 — szanse na wyrzucenie orta lub reszki sg rowne, bo moneta
jest dwustronna



0,5 - 1 — prawdopodobienstwo spotkania osoby praworecznej jest
bardzo duze, bo zdecydowana wiekszos¢ ludzi jest
praworecznych;

1 — prawdopodobienstwo tego, ze po nocy bedzie dzien jest
pewne, bo na pewno Ziemia wykona w ciggu jednej doby peten
obrot wokot wiasnej osi.

2. Prawdopodobienstwo moze by¢ opisane np. w postaci utamka.
Witedy zapisujemy szanse wystgpienia danego zdarzenia

w liczniku, a w mianowniku liczbe wszystkich zdarzen
elementarnych, ktére mogg wystgpié.

Oto przyktad:

Mamy cztery krgzki, w tym trzy czerwone i jeden zoétty

Catkowita liczba zottych krgzkow,
ktore moga by¢ wylosowane

liczba wszystkich krgzkow

Catkowita liczba czerwonych krgzkéw
ktére moga by¢ wylosowane

liczba wszystkich krgzkow




Czy mozna obliczyC szczesliwg
wygrana,

czyli wartosci oczekiwane i wyniki rzeczywiste.

Wartosé oczekiwana to spodziewany przez nas wynik
doswiadczenia, czy tez zdarzenia losowego.

Wynik rzeczywisty to wartosSc jaka zostata wylosowana,
otrzymana lub jaka sie zdarzyfta.

JAKIE JEST PRAWDOPODOBIENSTWO?

Dwalosowe numeryteléfénu koﬁtzqfé sig natakqsachyfrg g oo

Dowolnie wybrana losowo osoba leworeczna /12
Urodzenie bliiniakow 1/33
Osiagniecie wieku 100 lat 1/50
Inalezienie czterolistnej koniczyny 1/16 000
Porazenie piorunem 1/2,5 miliona
Uderzenie meteorytu w dom 1/182 tryliona

Jak to zostato ustalone i policzone?

Oto przyktad:

Kostka do gry ma na kazdej ze swoich scian r6zng ilos¢ oczek.

Sqg to wartosci od 1 do 6.

mozna sie spodziewac, ze
_— 4 wypadnie w pierwszych

szesciu rzutach

[> Wartosci oczekiwane

Oczekujemy, ze w serii y : : B : B T B $ ‘f

i 2 : i % i B - »7 i
szesciu rzutdw raz ; % % ; 5‘5.. 7 % ¥ i ;
wyrzucimy 4. i it S he, T i S e



Prawdopodobienstwo tego, ze wypadnie np.”1” wynosi 1/6.
Natomiast prawdopodobienstwo, ze w 6 rzutach kostkg
otrzymamy kolejno inng ilos¢ oczek jest juz bardzo mate, bo
1/6 -1/6 - 1/6 - 1/6 - 1/6 - 1/6.

prawdopodobierstwo
wyrzucenia danej liczby
oczek wynosi 1/6

Rzut kostka
Oczekujemy, ze 6-krotne
rzucenie kostka da sze$¢
réznych wynikow. To jednak
bardzo mato prawdopodobne.

Zgodnie z teorig prawdopodobienstwa oczekujemy, ze rzucajac
kostkg szes¢ razy za kazdym razem uzyskamy inng liczbe oczek,
czyli ze kazda z cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6 pojawi sie raz. Ale podczas
prob uzyskania takiego wyniku okazuje sie to bardzo mato
prawdopodobne w jednej serii. Jednak biorgc pod uwage
przypadek, ze wykonamy np. tysigc rzutow kostka, to kazda

z jedynek, dwojek, trojek itd. pojawi sie na pewno wiele razy, ale
nie koniecznie w oczekiwanej przez nas kolejnosci.

Podobnie gdy rzucimy monetg, mozemy oczekiwac, ze raz
wypadnie orzet, a raz reszka i tu wartos¢ oczekiwana wynosi 72 za
kazdym razem. Ale, ze za pierwszym razem bedzie orzet, a po
nim reszka, wynosi 7z - V.



Chce wygrac w Lotto,

czyli prawdopodobienstwo w praktyce.

Jest wiele gier liczbowych, w ktore gramy raczej szukajgc
szczescia. Prawie nikt nie gra wykorzystujgc proste wzory, dzieki
ktérym mozna zrozumiec, ze albo przegramy duzo pieniedzy, albo
nic nie wygramy, albo wygramy tylko troche. Wszystko zalezy od
tego w co gramy i czy gramy odpowiednio strategicznie.
Zacznijmy od tego w co gramy. Istnieje mndstwo gier liczbowych,
lecz tylko w niewielu da sie obliczy¢ prawdopodobienstwo np.
LOTTO, MINI LOTTO, KASKADA itd. Wybratem zatem te gry; nimi
sie teraz zajmiemy.
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LOTTO L0110

Lotto to gra, w ktorej wygrywa 6 liczb, ktére majg by¢ trafione
z 49 liczb. Dlatego tez w matematyce przedstawia sie to tak:
49 liczb po 6 liczb. Za jeden kupon ptaci sie obecnie 3 zi.

1. Jak obliczy¢ prawdopodobienstwo wygranej w LOTTO?

Prawdopodobienstwo wygranej w LOTTO mozna obliczy¢ na dwa
sposoby:

Pierwszy sposoéb:

Pierwszg liczbe mozemy wylosowac na 49 sposobdw, drugg

na 48 sposobow (bo pierwsza jest juz wylosowana), trzecig na 47
sposobdw, a poniewaz losujemy 6 liczb to wszystkich mozliwych
uktadow jest 49 - 48 - 47 - 46 - 45 - 44. Na wypetnionym kuponie
jest 6 liczb, ktére majg by¢ wylosowane, by wypadta ,szostka”.
Pierwszg liczbe mozemy zatem wylosowaé na 6 sposobdéw (nie
jest wazne, ktéra wypadnie pierwsza), drugg na 5 sposobdéw (bo
pierwsza jest juz wylosowana) i tak dalej.
Wszystkich sprzyjajgcych uktadéw jest 6 -5-4-3 -2 - 1.
Prawdopodobienstwo wygranej wynosi:

6-5-4-3-2-1 _ 1
49-48-47-46-45-44 13983816

Drugi sposéb:

W drugim sposobie nalezy postuzy¢ sie symbolem Newton’a,
ktory pozwala obliczy¢ na ile sposobéw mozna wylosowac 6 liczb
z 49.

Oto jak, rozwigzac to dziatanie:

n

Symbol Newtona (k) (czytany n nad k, n po k lub k z n) jest zde-
finiowana jako:

n n!
(k) ~kln—k) gdzie wykrzyknik oznacza silnie.


http://pl.wikipedia.org/wiki/Silnia

Silnia natomiast jest zdefiniowana nastepujaco:
o'=1

11=1

nt=1-2-3-...-(n-1)-n

np.:5!'=1-2-3-4-5=120

49p06)= o = L o
(49 po )"(49—6%6!_ 4316
_ 43144.45.46-47-48-49 _ 1-11-9-23-47-16-49 _ 99.1081-784 _ _
4311-2-3-4-5-6 1-1-1-1-1-1-6 6
107019784 _ 83902896
S = S =13 983 816

Prawdopodobienstwo wygranej to 13983816 "

2. lle trzeba wypetni¢ kuponow, aby na pewno wygrac?

Jak sie juz dowiedzieliSmy prawdopodobienstwo wygrane;

, a liczba potrzebnych kupondw do stuprocentowej
13983816

szansy wygrania do zakupienia to 13 983 816.
3. lle trzeba zaptaci¢, aby na pewno wygrac?
Jesli jeden kupon kosztuje 3 zt to wystarczy, ze pomnozymy liczbe

kuponow przez 3 zt i wychodzi nam zaptata za pewng wygrang
w LOTTO: 41 951 448 zt.



W Lotto mozna zagra¢ z Plusem, czyli mozliwoscig
zagrania w dodatkowym losowaniu 1 min zt tymi samymi liczbami
(tymi co wybraliSmy w normalnym Lotto). Ta mozliwos¢ kosztuje
dodatkowg ztotowke. Gra¢ w Lotto Plus mozna tylko grajac
przedtem w Lotto.

W Lotto Plus losuje sie ponownie 6 liczb z 49. Dlatego moim
zdaniem prawdopodobienstwo wygranej 1 min jest to same co
w przypadku Lotto: 1 do 13 983816. Szansa na wygrang jednak
sie zwieksza, bo jest dodatkowe losowanie.

Ale nie kazdy grajacy chce wydac¢ dodatkowo 1 zt.
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MINI LOTTO

Mini Lotto to gra, w ktorej dostaje sie los z 42 liczbami,
z ktorych trzeba wykresli¢ 5 liczb, czyli 42 liczb po 5 liczb. Za
jeden los ptaci sie znacznie taniej niz w Lotto; 1,25 zt. Wygrac
mozna mniej niz w normalnym Lotto; setki tysiecy. Najwyzsza
wygrana to ponad 330 000 zt.

1. lle trzeba kupi¢ kupondéw, aby na pewno wygrac¢ gtbwng na-

grode?

Mrpo5 e Y 373839.40-41.42 | 119:13-10:41.42
P (42 - 5)!5! 3711-2.3-4-5 11115
19-13-5-41-42

= . =247 - 205 -42=30135-42=1 265670

2. lle trzeba za te kupony zaptacié?
Jesli cena kuponu to 1,25 zt, aich ilos¢ to 1 265 670, to wystarczy

obie te liczby przez siebie pomnozyc¢ i otrzymujemy kwote za
potrzebne kupony: 1 582 087, 50 zt.
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KASKADA

Kaskada to gra, w ktérej dostaje sie los z dwoma
zestawami niepowtarzalnych kombinaciji 12 liczb od 1 do 24,
wybranych losowo. Gdy w jednym z dwoch zestawdw trafionych
zostanie przynajmniej 8 liczb — nagroda wyniesie 2 zt. Aby wygrac
250 000 zt trzeba trafic w jednym zestawie 12 liczb. Kazdy kupon

kosztuje 2 zi.

Liczba trafionych liczb Wartos¢ wygranej (z})
12 250 000
11 1 000
10 25
9 8
8 2

1. Jakie jest prawdopodobienstwo wygranej w grze

KASKADA?

Prawdopodobienstwo wygranej wynosi 1/4,5.

12




2.1. lle kupondw trzeba wypetnic, aby na pewno wygrac¢
250 000 zt?

Aby dowiedzieC sie, ile trzeba wypetni¢ kupondow nalezy
pomnozy¢ dla przyktadu 12 liczb po 10 liczb przez 12 liczb po 2
liczby. Mozna tez przedstawic to tak: 12 po 10 DOBRYCH liczb -
12 po 2 ZLE liczby. Lecz jesli chcemy wygra¢ 250 000 zt, musimy
trafi¢ 12 DOBRYCH liczb z 24 wszystkich mozliwych liczb, a wiec
24 po 12.

241 241

24po12= 2 T i

1213-14-15-16-1718-19-20-21-22 2324
1211-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12

1-13-2-3-2:17:2+19-2-21:2-23-2_ 1:13-2:3-2:17-2:19-2-7-2:23-2
11-2-3-4-1-6-1-1-1-1-1-1 1-2-1-4-1-6

13-6-34-38-14-46-2  13-1-34-38-14-46-1  442.532-46 _
2-4.6 N 1-4-1 N 4 N

10916624
=4, 2729156

2.2. lle trzeba za te kupony zaptacic?
Jak juz wiemy kuponow trzeba wypetni¢ 2 729 156. Aby
dowiedzieC sie ile kosztujg te kupony trzeba ich ilos¢ pomnozy¢
przez cene, czyli 2 zt. Wynik mnozenia to 5 458 312 zi.

3.1. lle kuponow trzeba wypetnic, aby na pewno wygra¢ 1 000 zt?

12! 120 1112 1112 _
12po 1112 po 1= i -y ™ i 1oy 12127144

3.2. lle trzeba za te kupony zaptaci¢?

Jak juz wiemy kuponow trzeba wypetni¢ 144. Aby dowiedzie¢
sie ile kosztujg trzeba ich ilos¢ pomnozyC przez ceng, jak juz
wiadomo, 2 zt. Wynik mnozenia to 288 zt.

4.1. lle kuponow trzeba wypeic, aby na pewno wygraé 25 z?

13



12! 12! _10-11-12 10:11-12
(12 - 10)'10' (12-2)2!7 1.2.100  1041-2

12 po 10 - 12 po 2=

=66-66=
=4 356

4.2. lle trzeba za te kupony zaptacic?

Jak juz wiadomo kupondw trzeba wypetni¢ 4 356. Aby dowiedzie¢
sie ile kosztujg trzeba ich ilos¢ pomnozy¢ przez ceneg, czyli 2 zt.
Wynik mnozenia to 8 712 zi.

5.1. lle trzeba wypetni¢ kupondw, aby na pewno wygrac 8 zt?

12 120 9MI0-11-12 9H0-11-12 _
12p09-12p03= g0 t2=33l = 12390 9123
=220 -220 =48 400

5.2. lle trzeba za te kupony zaptacic?

Jak juz wiemy kuponow trzeba wypetni¢ 48 400. Aby dowiedzieC
sie ile kosztujg trzeba ich ilos¢ pomnozy¢ przez cene 2 zt. Wynik
mnozenia to 96 800 zt.

6.1. lle trzeba wypetni¢ kupondw, aby na pewno wygrac 2 zt?

12! 120 819-10-11-12 8:9-10-11-12 _
12p08-12p0 4=, g g 2—apa™ 1.2.3.4.8  S1.2.3.4

=495 - 495 = 27 225

6.2. lle trzeba za te kupony zaptacic?
Jak wiemy kuponodw trzeba wypetnic 27 225. Aby wiedzieC ile
kosztujg trzeba ich liczbe pomnozyC€ przez 2 zt. Wynik
mnozenia to 54 450.

Whniosek: Nie ma co kalkulowag¢: trzeba mie¢ SZCZESCIE !
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Nasze gry liczbowe

Podczas pisania tej czesci referatu, gdzie uczyliSmy sie
o liczeniu prawdopodobienstw w grach liczbowych, kwot, ktore
trzeba wydac i szczesciu, pomyslatem, ze dobrym pomystem jest
stworzenie swojej gry. Gdy juz jedng opracowatem zaczatem
pracowac nad inng; pokaze teraz jedng z nich: MAKSI.
Postanowitem jednak nie liczy¢ prawdopodobienstwa, lecz ilos¢
potrzebnych kupondéw oraz ich cene; interesujg nas przeciez te
dwie rzeczy.

MAKSI

W mojej grze Maksi wszystkich liczb jest 80, a liczb ktore
trafi¢ nalezy jest 6. Dodatkowg pomoca jest szes¢ skreslonych juz
komputerowo liczb, ktére na pewno nie sg tymi szescioma,
potrzebnymi do pewnej wygranej. A wiec w praktyce zapiszemy
obliczanie kupondéw tak: (80-6) po 6, czyli 74 po 6. Kazdy kupon
kosztuje 4 zt, a ,dzisiejsza kumulacja” to 20 000 000 zt.

Wyglad kuponu:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |20

21 22 23 24 125 |26 27 28 |29 |30

31 32 |33 34 35 |36 |37 38 39 140

41 |42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 |54 |55 |56 |57 58 |99 60

61 62 63 |64 |65 |66 |67 |68 |69 |70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

Czerwonym kolorem sg oznaczone liczby komputerowo
skreslone.

Podkreslone i oznaczone fioletowym kolorem sg liczby
wygrywajace.

Liczby czarne, podkreslone, to liczby wybrane przez gracza.
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Zasady wygrywania naqroéd:

1. Wygrywa osoba, ktora skresli wszystkie wygrywajace szesc
liczb. W momencie wygranej gtdwnej nagrody pula jest mi-
nimalizowana do puli wyjsciowej; w tym przypadku

20 min zt. Jesli tych osob jest przyktadowo 10, to pule (20 min zt)
dzielimy na 10; 20 000 000 : 10= 2 000 000 (zt); kazda osoba
dostaje 2 min zt.

2. Jesli nikt nie trafit szesciu wygrywajacych liczb to potowa
puli przechodzi do nastepnej kumulacji, a pozostatos¢ dzieli
sie proporcjonalnie na graczy, ktorzy trafili 5 lub mniej liczb,

w nastepujacy sposob:

Jedng liczbe trafito 5 os6b
Dwie liczby 10 oséb

Trzy liczby 0 os6b

Cztery liczby 1 osoba
Piec liczb 5 osbb

Liczbe odgadnietych liczb mnozymy przez liczbe ich ,wtascicieli”.
Jesli ktos trafit piec liczb, to ma najwiekszg wygrana.

1:5+210+30+41+55=5+20+0+4+25=54

Teraz trzeba podzieli¢ pule, ktéra przypada na wszystkich graczy
i dzielimy na ilos¢ wszystkich potencjalnie szczesliwych osob,
czyli: (20 000 000 : 2) : 54= 10 000 000 : 54=185 185,(185) =
185 185 (zt)

A wiec jesli:

5 graczy trafito jedng liczbe to dostajg po 185 185 zt.

10 graczy trafito dwie liczby to dostajg po 185 185 zt -2, czyli po
370 370 zt.

0 graczy trafito trzy liczby to dostajg po 185 185 zt - 3, czyli po
555 555 zt. Niestety w tym wypadku nikt nic nie dostanie.

1 gracz trafit cztery liczby to dostaje 185 185 zt - 4, czyli

720 720 zt.

5 graczy trafito piec liczby to dostajg po 185 185 zt - 5, czyli po
925 925 zt.
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3. Aby sprawdzié, czy obliczenia zostaty poprawnie przeprowa-
dzone wystarczy policzy¢ czy suma ponizszych liczb jest mniejsza
niz 10 min zt.
185 185-1-5 + 185 185-:2:10 + 185 185-3-0 + 185 185-4-1 +
+ 185 185-5-:5=925925+ 3703 700 + 0 + 720 720 + 4 629 625=
=9 979 950

9 979950<10 000 000

Pozostatosc (20 050 zt) wliczana jest w kolejng pule gry.

Powyzsze obliczenia dowodzg, ze wszystko zostato dobrze
wykonane oraz ze gra nadaje sie do grania.

4. lle trzeba kupi¢ kuponow, aby na pewno wygrac catg nagrode?

_ 74 68:69-70-71-72-73-74 _ _
(80-6)po6=74p06= i 6 T esi2345.6
1:69-7-71-1-73:74 _ o0 1oz 2o s

I-1-1-1-1-1-1
= 34293 - 5402 = 185 250 786

5. lle trzeba za te kupony zaptaci¢?
Jesli wiadomo, ze wszystkich kuponodw jest 185 250 786, to
aby dowiedzie¢ sie ile one wszystkie kosztujg nalezy ich ilos¢

pomnozy¢ przez cene jednego kuponu; 4 zt. Cena zakupu to
741 207 244 zt.
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Podsumowanie

Wiemy, ze aby na pewno wygrac w grze liczbowej LOTTO
nalezy zaptaci¢ 41 951 448 zt. Nawet przy najwickszej
megakumulacji np. 35 000 000 zt nic bySmy nie wygrali. Tak samo
z LOTTO PLUS- prawdopodobienstwo jest takie samo, trzeba
tylko doptacic¢ ztotowke. Wiemy takze, ze aby w grze MINI LOTTO
wygrac gtdwng nagrode (zalezy od wysokosci kumulaciji) nalezy
zapfaci¢ ponad 1,5 tysigca ztotych. Wiadomo nam takze, ze aby
w KASKADZIE na pewno wygrac¢ gtdwng wygrang
(250 000 zt) trzeba zaptaci¢ 5 458 312 zt, aby 1 000 zt to 288 zi, a
25ztt0 8 712 zt, a 8 zt to 96 800 zt, a 2 zt to 54 450 zt.

A wiec jesli chcemy cos wygrac wybierzmy albo KASKADE

z wysokoscig wygranej 1 000 zt albo szukajmy szczescia w innych
grach. Nalezy tylko postugiwac sie prostymi obliczeniami
opisywanymi dzisiaj i dobrze sie bawic.

Nadzieje warto jednak mie¢, bo przeciez od czasu do czasu
styszymy o wielkich wygranych.

Literatura:

1. Krzysztof Ciesielski, Zdzistaw Pogoda — ,Krolowa bez
Nobla”

Carol Vorderman — ,Matematyka. Jakie to proste!”
http://pl.wikipedia.org/wiki/Dwumian_Newtona
www.|otto.pl

www.megalotto.pl
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Opinia nauczyciela:

Przemka i Wahida ucze drugi rok. Sg to chtopcy bardzo
inteligentni, majacy wiele zainteresowan. Oprocz zdolnosci
muzycznych wykazujg tez matematyczne. Lubig wyzwania.

O temacie referatu zadecydowali sami, o tresciach tam zawartych
rowniez.

Joanna Zagorska
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