Okregi na skonczonej ptaszczyznie

Mateusz Janus

Skonczona ptaszczyzna, to ptaszczyzna zawierajgca skonczong liczbe
punktdw. Punkty utozsamiamy z parami liczb, ktére sg resztami z dzielenia
przez ustalong liczbe naturalng n = 2. Na przyktad

OO0
OO0

to ptaszczyzna modulo 2 (zawiera 4 punkty), a

00000
00000
00000
00000
00000

to ptaszczyzna modulo 5 (zawiera 25 punktow)

Uwaga. Dla ustalonej liczby n, zdefiniowana wyzej ptaszczyzna zawiera n?
punktow.

Naszym pierwszym celem jest wprowadzenie odlegtosci na takiej
ptaszczyznie.

Najpierw wypiszemy cechy odlegtosci. Jest to przyporzadkowanie parze
punktéw liczb nieujemnych.

dist : {para punktéw} > R{ .

Dodatkowo muszg by¢ spetnione pewne warunki (ktére nazywamy
aksjomatami dtugosci)



Al. dist (P,Q) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy P =Q
A2. dist (P,Q) = dist (Q,P)
A3. dist (P,Q) < dist (P,R) + dist (R,Q)

Ostatni warunek nosi nazwe nieréwnos¢ tréjkata. Jest on intuicyjnie
oczywisty. Odlegtosé bezposrednio z punktem P do Q powinna by¢ nie wieksza
niz odlegto$¢ przy przejsciu przez punkt R.

Na zajeciach w szkole rozpatrywalismy ptaszczyzn dziewieciu punktow.
Kazdy punkt miat kolor i ksztatt. Punkty byty utozone jak na rysunku ponize;j.

Ol A
OHA

Rozwazalismy odlegtos¢ zadang nastepujgco:
dist (P,Q) = liczba cech, ktérymi rdéznia sie punkty P i Q.

Na przyktadzie

dist(®, )=1,
gdyz punkty rdznig sie tylko kolorem.
Natomiast

dist (@, M)=2

gdyz punkty rdznig sie jedng cecha.
Zauwazmy, ze w tej sytuacji odlegto$é punktéw jest rowna, co najwyzej 2.

Mozna zauwazy¢, ze zachodzi warunek A3.



Na ponizszym rysunku zaznaczono okrag o $rodku @ i o promieniu 1.

Natomiast na nastepnym rysunku zaznaczono okragg o tym samym srodku i
promieniu 2.
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Te samom odlegtos¢ mozna wprowadzié¢ na wspotrzednych punktéw wzietych
ze zbioru reszt przy dzieleniu przez 3 {0,1,2}

Mozna to zrobi¢ na dwa sposoby.

1 Sposdb
2jeSlix; # x,0y; + Vs

diSt((xb}h); (xzryz)) =<q1jesli(xy # x, iy, = y)lub (x; = x,1y; #y3)
OjeSlix; =x,iy, =y,

2 Sposéb

Pomocniczo dla liczby a, ze zbioru reszt reszt {0,1, ...,n — 1} przy dzieleniu
przez n wprowadzamy nowy symbol



Gdzie EJoznacza zaokraglenie dolne ilorazu p przez g, a [g] oznacza

zaokraglenie goérne.
Przyktad:
Lo v B
2. Dlan réownego 6
<2>=2 [ <4>=2
Korzystajac z tego symbolu mamy

diSt((x1JY1); (XZ»YZ)) =<|x; — x| > +<|y; — ¥l
Dla wiekszych wartosci n, obie te definicje uogélniajg w rézny sposéb.

Przy pierwszej definicji odlegto$¢ punktow na ptaszczyznie pozostaje nie
wieksza od 2. Przy drugiej definicji odlegto$¢ przyjmuje wartosci od 0 do

2-[3)

Przyktady dla modulo 5 i modulo 6

1 Sposéb

Q0000
S000@O0 gdyz 0#311+£3
: Q0000
@O0 000
QO 000

dist((0,1), (3,3)) = 2

dist((3,0),(3,3)) =1

Q0000
000 @O0 gdyz 3=31 0+#3
: 00000
Q0000
JoNoNoN Mo



QO O 0000 ust(11),24) =2
000000 gdyz 1#2 i 1#4

" Q000000

:0 00000

Q@ O0O00O0
000000

2 Sposbb

SO0 @0 0 dist ((0,0),(24)) =< |0—-2| > +<|0—-4| >=
<2>4<4>=2+45-4=3

Q0000

: 0 0000
100000

@ OO0 00

o 1 2 3 4 dist((1,1),(2,3)) =< [1 = 2| > +< [1 = 3| >=
Q000000 1+2=3
QOO0 0000
Q00000

:Q 00000

1 Q@ O0O00O0
000000

Nastepnym naszym zadaniem bedzie scharakteryzowanie okregéw na
skonczonej ptaszczyznie uzywajac dwdch wczesniejszych sposobow
okreslania odlegtosci.

Okrag to zbior punktow réwno odlegtych od srodka okregu.



1 Sposob

Modulo 3

Srodek okregu (0,0)

Modulo 4
Srodek okregu (0,0)

Modulo 5

Srodek okregu (0,0)

Mozna zauwazy¢ regute, ze dla modulo n okragg o promieniu 1 zawiera
2n — 2 punktdw, a o promieniu 2 zawiera (n — 1)? punktdw.



2 Sposob

Drugi sposdb rézni sie od pierwszego dopiero gdy uzywamy modulo
4 lub wiecej. R4zni sie tym, Ze na nim mozemy znale$¢ wieksze odlegtosci
niz 2.

Kolejne okregi na modulo 4

@ 000
: @ 000
@ @900
O 900

Kolejne okregi na modulo 5 - @

Kolejne okregi na modulo 6 Oznaczenia kolejnych okregéw

‘@0 0000
'@ 00000
000000
: @ 00000
1@ Q00000
" 000000

wedtug dtugosci promienia



Ostatnim naszym zadaniem bedzie sprawdzenie mozliwosci przeciec
okregdw na skonczonej ptaszczyznie. Nie bedziemy brali pod uwage dwuch
okreg6w otym samym promieniu i Srodku.

Przecieciem dwdch okregow jest kazdy punkt wspolny danych okregow.
Sposéb 1

Okregi w sposobie pierwszym sg mniej ciekawe niz w drugim, poniewaz dla
kazdego modulo n dostajemy okregi o promieniu 1i 2.

Mamy kilka mozliwych utozen okregow:

Kiedy odlegto$¢ miedzy sSrodkami jest rowna 2, a promienie obu okregéw sa

rowne 1.
. Punkt przeciecia

3 . . o Punkt naleiacy de
drugiegeo akregu

1 . O . . P:.mkt nalefzacy do
pierwszego okregu
0 o . . Srodek drugiego
0 1 2

okregu

Srodek pierwszego
. - ] . - Dkrﬂgu
Dla dowolnej liczby n, zawsze otrzymujemy 2 przeciecia.

Kiedy odlegto$¢ miedzy Srodkami jest rowna 1, a promienie obu okregow sa
rowne 1.

@000
.00 00
000@
000

Dla dowolnej liczby n, zawsze otrzymujemy n — 2 przeciec.



Kiedy odlegto$¢ miedzy Srodkami jest rowna 2, a promienie obu okregow sa

rowne 2.

‘0000
0000
0000
e

Dla dowolnej liczby n, zawsze otrzymujemy (n — 2)? przeciet.

Kiedy odlegto$¢ miedzy sSrodkami jest rowna 1, a promienie obu okregéw sa

rowne 2.

C0o00O°
0000
0000
0000
0000

. Punkt przeciecia

Punkt nalezacy do
drugiego okregu

. Punkt nalefacy do
pierwszego okregu

Srodek drugiego
okregu

Srodek pierwszego
okregu

Dla dowolnej liczby n, zawsze otrzymujemy (n — 2)(n — 1) przeciec.

Kiedy odlegtos$¢ miedzy Srodkami jest rowna 2, a promienie obu okregow sa

‘@0 000
‘90000
: @ 0000

@000 0
- O Q9000
o 1 2 3 4

Dla dowolnej liczby n, zawsze otrzymujemy 2n — 4 przeciec.



Kiedy odlegto$¢ miedzy Srodkami jest rowna 1, a promienie obu okregow sa
rézne.
Q0000
00000
Q@ O000O0
Q0000
Q0000
o 1 2 3 4
Dla dowolnej liczby n, zawsze otrzymujemy n — 1 przeciec.
Sposéb 2

Przeciecia na modulo 4

Na modulo 4 mozliwe s3g przeciecia maksymalnie w szesciu punktach w
przeciwienstwie do okregéw na ptaszczyznie eukledisowe;.

Przeciecie w jednym punkcie:

30 . O O .Punktprzeciqcia

Srodek 1: (O;O) Punkt nalefacy do

'j'. O . O drugiego okregu
P ien1: 4 i
Q@00 M @ icroaco shrecu

Srodek 2: (1,2) Srodek drugiege
0 o O o O okregu
0 1 2 3 Promien 2: 1 Srodek pierwszego
okregu

Przeciecia w dwoch punktach:

O @ O O Srodekl: (21)
: @ O @ O Promieni: 1

O ® O O Srodek2: (1,2)
0 O O O Promien 2: 1
0o 1

2 3

1



Przeciecia w trzech punktach:

009000

: @ 000
1 0@ 00
0000

0

Srodek 1: (0,0)
Promien 1: 2
Srodek 2: (1,2)

Promien 2: 1

Przeciecia w czterech punktach:

0ceo0e
0000
0e0e@
00900

Srodek 1: (0,0)
Promien 1: 2
Srodek 2:  (2,0)

Promien 2: 2

Przeciecia w szeSciu punktach:

0000
@000
000 @
00ee

Srodek 1:  (0,0)
Promien 1: 2
Srodek 2: (2,2)

Promien 2: 2

. Punkt przeciecia

Punkt naledacy do
drugiego okregu

. Punkt naleiacy do
pierwszego okregu

Srodek drugiego
okregu

Srodek pierwszego
okregu

Na modulo 5 mozliwe s3 przeciecia maksymalnie w czterech punktach.

Przeciecie w jednym punkcie:

s QO O 0O O QO Srodekl: (1,2)

O Q O @ O Promieni: 1

: @ O @® O @ Srodek2: 32)

10 . O . O Promien 2: 1
QO 000



Przeciecia w dwéch punktach:

Q0000

Srodek 1: (2,1)

O O 0O @ O Promienl: 1

00000

Srodek 2: (3,2)

10 . O . O Promien 2: 1

Q0000

Przeciecia w trzech punktach:

Q0000
0@ 000
: @O0 000
SOl NoN Ne
0000

Srodek 1: (2,2)
Promien 1: 2
Srodek 2: (2,1)

Promien 2: 1

Przeciecia w czterech punktach:

‘QO0 000
@ 0000
: @O0 000
00000
00000

Srodek 1: (0,0)
Promien 1: 2
Srodek 2:  (4,0)

Promien 2: 3

. Punkt przeciecia

Punkt nalezacy do
drugiego okregu

. Punkt nalezacy do

pierwszego okregu
Srodek drugiege
akregu

Sroadek pierwszego
okregu



Na modulo 6 mozliwe sg przeciecia maksymalnie w czterech punktach.

Przeciecie w jednim punkcie:

000000
“O . O . o O Promien 1: 1

Yo NoN NoX X6 Srodek 2:  (3,3)

:0Q 0 QOO0 Promien 2: 1
Q00000
000000

Przeciecia w dwéch punktach:

Q00000
OO0 @ O O O Srodekl: (23)
O Q© O @ O O Promienl: 1

2 Srodek 2:  (3,2)

Promien 2: 1

]

-0 00

O
OO0
OO0

-0 @O

o
O
O

Q0 OO0

Przeciecia w trzech punktach:

000000 Srodek 1: (2,2)
400.000 Promien 1: 2
O @ O @ O O Srodek2: (23)
@ O © O @ O Promien2: 1
Q@ O00O0O0

QOO0 0O00O0

Srodek 1: (1,3)

. Punkt przeciecia

Punkt nalefacy do
drugiego okregu

. Punkt nalefacy do
pierwszego okregu

Srodek drugiego
okregu

Srodek pierwszego
okregu



Przeciecia w czterech punktach:

sO00000 Srodek 1: (2,2)
O 00000 Promien 1: 1
ToNoN NoNoNe) Srodek 2:  (5,5)
0@ O @ O O Promien2:5

1 QO @000
000000

Przeciecia w pieciu punktach:

Srodek 1: (2,2
? o . O . o O rode ( ) . Punkt przeciecia
4 . O . O . O Promien 1: 2 Punkt nalezacy do

drugiego okregu

30 . O . o . SrodekZ: (2;3) .Punktnaleiqc\r do

pierwszego okregu

3. O O O‘ . O Promien 2: 3 $rodek drugiego
. 000@00 A
" 00@®@000 e
o 1 2 3 4 s
Przeciecia w szeSciu punktach:
SO0 0000 Srodek 1: (4,3)
+ @ O Q@ O O O Promienl:3
O @ O O O @ Srodek2: (34)
: QP Q @ O @ O Promien2: 3
1 Q00000

Q00 00eo0



