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Pierwszy raz z pojeciem zlotego podziatlu spotkalysmy
sie na lekcji plastyki. Mowilismy wtedy o renesansie.
Architekci tej epoki postugiwali sie nim przy
projektowaniu wielu budowli. Zaciekawilo nas to
zagadnienie, wiec zaczelysmy szukac¢ informacji na ten
temat. Okazalo sie, ze przed Fidiaszem i Leonardo da

Vinci stosunek ¢ odkryla takze natura.



Zacznijmy od poczatku...

Pewnie wielu z Was styszato o liczbie m. My jednak zajmiemy sie jej "kuzynka", liczba ¢

(fi).

Jej wartos¢ wynosi w przyblizeniu 1,618033988... Nazywamy j3 zlota lub boska liczba.
Badat ja Luca Pacioli, ktéry poswiecit jej caly traktat w swoim dziele pt. Divina
Proportione.

Odkrywamy j3, gdy w odpowiedni sposob podzielimy dowolny odcinek, tak jak na
ponizszym rysunku:

a=c+b

D

a.—
L

Stosunek catego odcinka a do jego dtuzszej czesci b jest identyczny , jak stosunek
odcinka b do odcinka c i wynosi 1,618...

Wartosc liczby (¢ mozna prosto obliczy¢ za pomoca wzoru:

1+v/5 1+42,236..

~1,618...
2 2

Ciekawa rzecz to odwrotno$¢ liczby ¢ :

1 =0,618...
®

Zauwazamy, 2e%otrzymamy, gdy od liczby ¢ odejmiemy 1. Jest to jedyna liczba

dodatnia, ktora posiada taka wlasnosc.



Liczbe ¢ odkryli starozytni Grecy. Pierwszy wspomnial o niej Euklides z Aleksadrii
w swoim stynnym dziele pt. "Elementy geometrii" napisanym ok.300 r. p.n.e. Sktada sie
ono z 13 ksiag. Ksiega VI zawiera tekst, od ktérego wszystko sie zaczeto:

Tlumaczenie:

"Powiemy, ze linia prosta zostala podzielona harmonicznie, gdy wiekszy odcinek ma
sie tak do mniejszego, jak catos¢ do wiekszego."

W XX w. Amerykanin Mark Barr wpadt na pomysl, aby te liczbe nazwac liczba ¢ od
imienia antycznego rzezbiarza - Fidiasza, ktéry zawart ja w wielu swoich dzietach.

Michael Maestlin z Uniwersytetu w Tybindze jako pierwszy podal przyblizenie
odwrotnosci liczby . Wynosito ono: 0,6180340

MicHAEL MeEs TLINUS.

: ,% af‘[eﬁ'os ﬁ‘f %l:ry

Mark Barr



Liczba ¢ w zyciu codziennym

Liczba ¢ jest wszedzie wokot nas, ale czesto nie zdajemy sobie z tego sprawy.
Mozemy spotkac ja w:

e pi$mie odrecznym

e skrzydtach owadow
e EKG serca
e PROPORCJACH LUDZKIEGO CIAEA

Odcinki niebieskie oznaczaja zlota
proporcje miedzy cala gltows,
a odlegtoscia od brody do oczu.

Odcinki pomaranczowe oznaczaja
zloty podzial miedzy dtugoscia reki
i odlegtoscia od dtoni do tokcia.

Odcinki zielone oznaczajg ztoty
stosunek miedzy wysokoscia
cztowieka, a odlegloscia od pepka do
stop.

Odcinki brazowe oznaczaja
proporcje @ miedzy dtugoscia nogi, a
odlegtoscia od kolana do stop.

Odcinek szary jest w ztotym
stosunku do odcinka czerwonego.




e pentagramie

Zloty stosunek jest takze obecny w pentagramie. Jest to figura o ksztalcie
piecioramiennej gwiazdy, w srodku niej zawarto pieciokat foremny. Czesto spotykamy
go w Swieta Bozego Narodzenia, gdy przyozdabiamy choinke. Pentagram znajdziemy
tez w jabtku czy rysunkach Leonarda da Vinci. W wielu kulturach uznawany jest za
magiczny symbol przynoszacy szczescie.

~ AL

/.

/

W pentagramie odcinek A (niebieski) jest w stosunku @ do odcinka B (zielony), jak i do
calego odcinka A+B.

Co ciekawe taczac / \
wierzchotki pieciokata foremnego
znajdujacego sie wewnatrz
pentagramu (rysujac jego
przekatne) otrzymamy

kolejny mniejszy

pentagram itd.

Ksztalt pieciokata foremnego (kazdy z jego bokéw ma réwng dlugos¢ oraz kazdy kat
wewnetrzny ma taka sama miare), ktory jest wpisany we wnetrze pentagramu mozna
spotka¢c w budynku Pentagonu w Arlington (Stany Zjednoczone). W jezyku
angielskim "pentagon” oznacza pieciokat.




e warchitekturze starozytnej:

Fidiasz zaprojektowat PARTENON, w ktorym zastosowat ztoty podziat.

e w architekturze wspotczesnej:

Budynek ONZ w Nowym Jorku jest podzielony na trzy zlote prostokaty,
ktérych stosunek boku B do A jest rowny liczbie o.



Konstrukcje geometryczne

e Zloty prostokat
Zloty podzial odcinka ma tez zastosowania w geometrii. PostanowilysSmy
skonstruowac¢ zloty prostokat, w ktorym proporcja dluzszego boku do
krétszego jest rowna liczbie @. Ponizej przedstawiamy kolejne etapy tej

konstrukeji:
1. Narysuj kwadrat ABCD o boku 2. Z punktu M do punktu C
dowolnej dlugosci. Na srodku poprowadz przerywana linie
odcinka AB wyznacz punkt M. pomocnicza.
3. Przedtuz bok AB. Z punktu M 4. Punkt przeciecia przedtuzenia
zakresl okrag o promieniu MC. boku AB =z okregiem oznacz
litera E. Znajdz czwarty
wierzchotek prostokata - F
i narysuj prostokat AEFC.




5. W efekcie powstaja dwa 6. Dzielimy dalej kazdy prostokat

prostokaty : mniejszy BEFC na kwadrat i mniejszy prostokat.
i wiekszy AEFD. Rysujemy po Po chwili mozna zauwazyé¢, ze
jednej przekatnej w kazdym narysowane przekatne przecinaja
prostokacie. trzy wierzchotki prostokatow.

e Zloty podzial odcinka

1. Rysuyjemy odcinek AB o dowolnej 2. Przedtuzamy odcinek AB
dlugosci i konstrukeyjnie wyznaczamy (linia przerywana)
srodek tego odcinka. i konstruujemy prosta

prostopadia do tego odcinka
i przechodzaca przez punkt A.

=
|




3. Z punktu A kreslimy
okrag o promieniu potowy odcinka
AB.

4. Punkt przeciecia prostej z okregiem
oznaczamy litera C. Eaczymy ze
sobg punkty B i C. Otrzymalismy
trojkat prostokatny ABC.

5. Z punktu C kreslimy okrag 6. Z punktu B kreslimy okrag
0 promieniu AC. Punkt o promieniu  BD. Punkt przeciecia
przeciecia odcinka BC odcinka AB z kregiem oznaczamy

z okregiem oznaczamy literg D. literg P.

10




Punkt P podzielil odcinek AB w zlotej proporcji.
Uzasadnienie konstrukcji oparte o twierdzenie Pitagorasa:
/\ ABC jest prostokatny

AB=1

1 1
124(5)%=(x+5)?
2 2
Stosujemy wzor skréoconego mnozenia (a+b)%=a?+2ab+b?:
1 ., 1 1
=2 4x+ - | - =
4 4 4
1=x? +x
X2 +x-1=0

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe:

A=b?-4ac
-b—VA —-b+vVA
X;= 2=
2a 2a
A=1+4=5
VA=Vs5 V5=2,24
X,= =15 << 0

Liczba x, nie spelnia warunkéw zadania (powstanie wartos¢ ujemna)

-1+vV5
2

X,=

>0

Liczba x, spelnia warunki zadania.

Bp= !

2
AP-1- V51 _2 V51 _2-V5+1 _ 3-v5

2 2 2 2 2

Sprawdzenie:
BP
5’ bo BP > AP
@ _V5-1 _ (V5-1)(3+V5) 3V5+5-3—V5 2vV5+2 _ 2(v5+1) _ V5+1 _
3-V5 “3-v5  (3-V5)3+V5)  9-5 4 4 2 ¢

2

Usuwamy niewymiernos¢ z mianownika stosujac wzor skroconego mnozenia

(a+b)(a-b)=a*-b?

11



Zloty podzial czesto pojawia sie takze w zadaniach matematycznych. Ponizej
prezentujemy rozwigzania trzech z nich:

zad.1

Dokonano zlotego podzialu odcinka o dlugosci 2. Oblicz dlugosci odcinkéw na jaki
podzielono dany odcinek i uzasadnij, ze stosunek czesci dtuzszej do krétszej jest rowny
liczbie ¢.

1. Rysujemy dowolny odcinek i dzielimy go ,,na oko,, w ztotym podziale:

2-X P x

I FY
I T 1

2. Wyznaczamy réwnanie w postaci proporcji:

2 2—X 2 2—X
—_— —>

2—X X 2—X X

Po przeksztalceniu réwnanie bedzie wygladac tak:
2x = (2 —x)?

3.Rozwigzujemy roéwnanie z zastosowaniem wzoru skréconego mnozenia (WSM):
(a-b)? = a® — 2ab + b?

2x =4 — 4x + x*

2x —4+4x—x*>=0

—x2+6x—4=0

4. Rozwiazujemy réwnanie kwadratowe:

—x?24+6x—4=0

a=-1
b=6
c=—4

12



Obliczamy delte:

Obliczamy pierwiastek z delty:

A=b? — 4ac
A=36—-4-4
A=20

VA=N20=v4-5=2/5

Wyznaczamy dwa pierwastki rdwnania:

_—6—2\/5 =6 3
1= 5, T
—6+2v5

2=

-2

X1

-2

X2

-6

T2

—-b—VA

2a

—b+VA

2a

205
-2

205 3 (—V5)=3+5

3-+/5

X, to prawidlowy pierwiastek réownania, poniewaz jego warto$¢ jest mniejsza niz 2,

czyli mniejsza niz catkowita dtugos¢ odcinka.

5. Powracamy do poczatkowego odcinka i oznaczamy na nim wyliczone wartosci:

Vv5-1 P 3-+5

I * 1

x=3-+5
2-x=2-(3-V5)=2-34V5=-1+V5=V5-1

spr.3—V5++V5—-1=2

6. Uzasadniamy, ze stosunek czesci dluzszej do kroétszej jest rowny liczbie o.

V5—-1

3-4/5

13



Postugujemy sie WSM, aby usuna¢ niewymierno$¢ z mianownika:

a? —b?*=(a + b)(a — b)

V5-1  (V5-1) (3+V5) _3V5+5-3-1V5 2v5+2
3—v5  (3-V5) (3+V/5) = 32-(W52 4

2vs 2 V5 1 +5+1
—_— =4 - = =(P
4 4 2 2 2

7. Piszemy odpowiedz:

Odp: Dany odcinek podzielono na odcinki o dtugoéci v/5 — 1 oraz 3 — V5. Stosunek
czesci dluzszej do krotszej jest rowny liczbie .

zad. 2

Krzyz Lotaryngii przedstawiony na rysunku ponizej sklada sie z 15 jednostkowych
kwadracikow. Przez punkt A przeprowadzono prosta BG, ktora dzieli pole powierzchni
krzyza na potowy. W jakim stosunku punkt B dzieli odcinek FC?

14



1. Obliczmy pole tréjkata BDG:

15+2=75
7.5 — 5 = 2.5[j2]
lub
(x+1)(y+1)= =_=21
2 2 2 2

2. Obliczamy pole tréjkata BCA i trojkata AEG:

1x 1y

2 2 2 2
3. Rozwigzujemy uktad réwnan:

{ xy+y+x+1=5
x+y=3

{ y=3-x
B—x)x+3—-x+x—4=0
{ y=3-—Xx
3x—x2—-1=0
4. Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe:
—x*+3x—1=0

A=9—-4=5

_ —3—V5 345
S

>1

=—3+J5=3—J5

~ 0.382
-2 2

Pierwiastek x, jest prawidlowy, poniewaz pierwiastek x, jest liczba wiekszg niz 1, czyli
wieksza niz dtugos¢ odcinka FC.

5. Obliczmy dtugo$¢ odcinka FB:

— 5-1
] ymq_3Ys_¥AT1_
2 2

~ 0.618...

S |lr

6. Stosunek odcinka BC do BF jest réwny w przyblizeniu liczbie ¢: 0.618/0.382~1.618

7. Piszemy odpowiedz:

15



Odp: Punkt B dzieli odcinek FC w zlotej proporgji.

zad.3

Uzasadnij, ze stosunek dlugosci przekatnej pieciokata foremnego do dlugosci boku

.. . 145
tego pieciokata wynosi @= —

W rozwigzaniu wykorzystamy twierdzenie Ptolemeusza, starozytnego astronoma
i matematyka.

Twierdzenie Ptolemeusza:

"Jezeli czworokat jest wpisany w okrag, to iloczyn dlugosci jego przekatnych jest rowny
sumie iloczynéw diugosci przeciwlegltych bokow" .

Pieciokat foremny ABCDE wpisujemy w okrag. Dtugosci przekatnych oznaczamy literg
b, a dtugosci bokow pieciokata foremnego oznaczamy litera a.

Stosujemy twierdzenie Ptolemeusza dla czworokata AEDC.
aat+ab=bb
a’+ab - b*=0
Wyznaczamy odcinek b ze wzgledu na dlugos¢ odcinka a.
—b?>+ab+a*=0
(b - niewiadoma)

A=a?—4(-1)a? = 5a?

16



VA= aV5
—a—aV5 _a+a\/5

b, = >0
1 —2 2
bzz—a+a\/5 _ a-av5 <0
-2 2
Sprawdzamy:
a+avs

> _ataVs _ a(1+V5) _ 1+V5
a 2 2a 2




Postanowity$my zbudowac ztoty cyrkiel za pomoca, ktérego mozna sprawdzi¢ czy dane
przedmioty zachowujg ztota proporcje.

Cyrkiel sktada sie z kilku
drewnianych elementéw o réznych
wymiarach, kazdy ma szeroko$¢
1cm. Dwie najdtuzsze listewki
Y y maja dtugo$¢ 34 cm. Srednia 21

A cm, a najmniejsza 13 cm. Srednia
i i mala listewka przecinaja
' / najdtuzsza na wysokosci 21 cm,
natomiast matla listewka krzyzuje

1 sie ze srednia na wysokosci 8cm.

Uzywajac cyrkla udato nam sie znalez¢ kilka przedmiotéw, w ktérych pojawia sie
stosunek ¢:

Szkatutka na bizuterie Elementy laptopa
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Buty Okulary

Uchwyt w szufladzie Klucze
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Ankieta

Przeprowadzity$my ankiete, ktora miato sprawdzi¢ czy ludzkie oko potrafi zauwazy¢
zlota proporcje. Wzieto w niej udziatl 30 0séb (25 uczniéw i 5 nauczycieli). Ponizej
przedstawiamy jak wygladatla ankieta i jakie byly jej wyniki:

Wyniki ankiety:

Odpowiedzi Odpowiedzi
uczniow nauczycieli

Ztoty prostokat byl przedstawiony w odpowiedzi D. Najwiecej oséb wybralo ta
odpowiedz oraz prostokat C, ktérego wymiary byty przyblizone do wymiarow ztotego
prostokata.

20



Przygotowanie tej pracy dalo nam wiele satysfakcji i wiele nas nauczylo. Mamy
nadzieje, ze wybrany przez nas temat i sposob prezentacji jest interesujacy. Zlota
proporcja dowodzi, iz $wiat jest matematyczny, chociaz nie zawsze zdajemy sobie
zZ tego sprawe.

Literatura:

e "Przez rozrywke do wiedzy", Stanistaw Kowal.
e "Zlota proporcja", Fernando Corbalan.

¢ "Przygody Alexa w krainie liczb", Alex Bellos.
e pl.wikipedia.org

e analizy.investio.pl

21



PP POEPPPPPPPP PPOPOPOP
PP P PPPPPPPPP POPPPOPOP
PP PP
PP PP
Pq PO
PP PP
PP PP
PP PP
PP PP
Pq PP
PP PP
P PO
Pq PP
PP PP
PP PP
PP PO
Pq PP
PP i
POPT PPPOPPPPPD PPPPOPOOP
QO DOPPPOOOOD WPOOOPOO



