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Pochodze z Wadowic, tutaj ukonczytem Szkote Podstawowg Nr 5 im. Mikotaja Kopernika ,
a obecnie ucze sie w Gimnazjum Nr 3. Tradycjg mojej szkoty jest poznawanie sylwetki Patrona,
dlatego wiele informacji zwigzanych z astronomig do mnie dociera .

Zaciekawita mnie teoria geocentryczna . Jednak czytajgc biografie jej twdorcy zobaczytem, ze
byt on nie tylko astronomem, ale takie matematykiem i geografem. Nazywat sie Ptolemeusz ,
a wiasciwie Klaudiusz Ptolemeusz. Pochodzit z Grecji. Lata jego zycia przypadajg od 100 roku do
160 r. ne. Urzedowat i edukowat sie w Imperium Rzymskim , a szczegétowiej to w Aleksandrii
nalezgcej wowczas do tego cesarstwa . Jego najstynniejszym odkryciem byta teoria geocentryczna ,
ktdra zostata obalona przez samego Mikotaja Kopernika . To , ze teoria ta byta btedna to nie znaczy,
ze Ptolemeusz nie byt wyksztatcong osobg . Najlepszym dowodem na to jest fakt iz grecki astronom
obliczyt miedzy innymi odlegtos¢ Ziemi od Ksiezyca . Zobaczmy jak tego dokonat.

Zatézmy , ze punkt K , bedzie symbolizowat Ksiezyc , Z to bedzie srodek kota (czyli kuli
ziemskiej) , a P niech bedzie punktem na powierzchni Ziemi , z ktérego obserwujemy wschdd
ksiezyca, w chwili gdy jest on ponad punktem M .Doskonale ilustruje to ponizszy rysunek :

P K

Jezeli P jest punktem, z ktérego obserwujemy wschod Ksiezyca to prosta KP jest styczna do okregu ,
wiec tréojkat KZP jest prostokatny . Odlegtosé , ktérg szukamy , czyli odlegtos¢ z Ziemi do Ksiezyca to
odcinek |ZK]| , uwazajgc Ksiezyc za punkt w przestrzeni . Dla uproszczenia obliczen mozemy uznac, ze
punkty P i M znajdujg sie na réwniku . Odcinek |ZP| Ptolemeusz musiat zna¢ z wyliczen innego
znakomitego matematyka Eratostenesa (6000 km) . Wartos¢ kata Srodkowego Z
wyliczymy z dtugosci tuku PM , ktory jest réwny réznicy dtugosci geograficznych punktéw P oraz M .
Pierwsze wzmianki o wyliczaniu dtugosci oraz szerokosci geograficznych pochodzg z Il w p.n.e ,
a obliczenia te wykonywat Hipparchos . Z tego wynika , ze Klaudiusz Ptolemeusz musiat umiec
wylicza¢ wyzej wspomniane odcinki . Warto$¢ kata Z wynosi 89°4’12” . Z tablic Hipparcha wynika , ze
cos Z=0,0163 . Nalezy wiec zanotowac :

PZ:ZK = cos 89°4’12"’=0,0163
Po przeksztatceniu mozna napisac, ze:
PZ =27K-0,0163

A po jeszcze jednym przeksztatceniu otrzymujemy , ze ZK = PZ:0,0163



Dtugos¢ promienia Ziemi , czyli PZ byta mu jak pisatem znana i wynosita 6000 km , dlatego
podstawimy jg do rdwnania .

ZK= 6000 km :0,0163 = (w przyblizeniu) 367 500 km

Obecnie przyjmuje sie , ze dtugos¢ ta wynosi 384 400 km , wiec wynik jak na tamte czasy mozna
powiedzieé , ze prawie idealny , a jeszcze trzeba pamietac, ze promien ziemski wynosi nie 6000 km ,
a 6371 km , a wartos$¢ cosinusa tez jest przyblizona .

Waznym elementem dokonan naukowych Ptolemeusza , a obecnie dosy¢ zapomnianym byto
sformutowanie twierdzenia o iloczynach dtugosci przekatnych w czworokacie wpisanym w okrag .
| tutaj pojawia sie wazna kwestia . Kiedy na czworokacie mozna opisa¢ okrag ? Odpowied?Z jest
banalna . Gdy suma miar przeciwlegtych katéw tego wielokata jest rowna 180° . Twierdzenie to
nazwane na cze$¢ odkrywcy twierdzeniem Ptolemeusza brzmi nastepujgco: iloczyn dtugosci
przekatnych w czworokacie wpisanym w okrag jest rowny sumie iloczyndw dtugosci przeciwlegtych
bokdw .

Lepiej to wyjasnia ten rysunek:

D

|AC| - |BD| = |AD| - |BC| + |AB| - |DC|

Jednak jak udowodni¢, ze jest to prawda ? Wystarczy na przekatnej AC narysowac dowolny punkt , ja
nazwe go P, ale nie moze on by¢ byle jakim punktem . Musi leze¢ w takim miejscu, zeby kat PBC byt
rowny katowi ABD , co ilustruje ponizszy rysunek . Katy , ktdre sg zaznaczone na zielono na obrazku
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mianowicie kat BAC oraz kat BDC majg takie same miary , gdyz sg katami wpisanymi opartymi na tym
samym fuku . tuk ten ma zaznaczytem kolorem rézowym . To samo mozna powiedzieé¢ o katach ,
ktére sg pomalowane na czerwono , czyli o katach ADB oraz ACB . Rdwniez sg wpisane i oparte na
tym samym tuku , ktéry zaznaczytem kolorem niebieskim.

Kolejnym punktem w udowadnianiu tego twierdzenia musi by¢ znalezienie 2 par trojkatéow
podobnych . Na pierwszy rzut oka wysuwa sie trojkat ABP oraz tréjkat DBC . O tych tréjkgtach mozna
powiedzieé , ze s3 podobne , gdyz majg 3 katy o takiej samej mierze. Pierwszy identyczny kat w obu
tréjkatach jest zaznaczony na zielono , drugi to suma a + 3, a trzeci majg taki sam , bo suma katéw
w tréjkacie zawsze jest rdwna 180 stopni . Majac tréjkaty podobne uktadamy proporcje :

|DB| : |AB| = |DC| : |AP|

Drugg parg tréjkatow podobnych jest trojkat BPC oraz trdjkat BAD . Tutaj rowniez wykorzystamy
zasade , ze jezeli 2 tréjkaty majg 3 katy o takiej samej mierze to sg podobne . Jak wida¢ na rysunku s3
to katy zamalowane na czerwono , sg rowniez katy a i jest ostatni kat , ktéry tak jak poprzednim
razem musi by¢ taki sam , gdyz suma katow w tréjkacie zawsze wynosi 180 stopni . Posiadajgc drugg
pare tréjkatow podobnych uktadamy réwniez proporcje :



|AD| : [PC| = |DB| : |BC|

Teraz nalezy przeksztatcic te proporcje na iloczyny :

IDB| : |AB| = |DC| : |AP| > |DB| - |AP| = |AB| - |DC|

|AD| : [PC| = |DB| : |BC| » |PC| - |DB| = |AD| - |BC]|

Po dodaniu tych dwdch iloczyndw stronami wychodzi nam :
|[DB| - |[AP| + |PC| - |DB| = |AB]| - |DC| + |AD]| - |BC]|

Po lewej stronie rownania mozemy przed nawias wyciggngé wspdlny czynnik |DB| i tak witasnie
zrobimy :

IDB| - (|AP| + |PC|)=|AB]| - |[DC| + |AD| - |BC]|

Jak nalezy zauwazy¢ na rysunku drugim , |AP| + |PC| = |AC| . Zamieniamy sume odcinkéw |AP| +
|[PC|] na |AC| . Wychodzi nam rédwnanie , ktdre jest zapisang symbolicznie tezg twierdzenia
Ptolemeusza .

|DB]| - |AC| = |AB|- |DC| + |AD]| - |BC]|

l l

lloczyn dtugosci przekatnych = sumie iloczynéw przeciwlegltych bokéw w czworokgcie wpisanym
w okrag.

Na podstawie tego wzoru mozna udowodni¢ rdowniez jakzez popularne twierdzenie
Pitagorasa, i to w banalny sposdb. Spdjrzmy na rysunek zatgczony ponize;j :

|




Na rysunku sg dwa przystajgce trojkaty prostokatne ,dlatego widzimy prostokat. Znajgc juz
twierdzenie moze od razu przejdZzmy do obliczerr . Suma iloczynéw dtugosci przeciwlegtych bokéw
w tym wypadku bedzie wynosi¢ :

ara+bb

Natomiast iloczyn przekatnych bedzie rowny

cc

Po zapisaniu iloczyndw w postaci poteg wychodzi nam réwnanie :

a’+ b? = ¢, a tak wyglada twierdzenie Pitagorasa oraz droga wyprowadzania go z twierdzenia
Ptolemeusza .

Teza Ptolemeusza jest bardzo , ale to bardzo uniwersalna . Mozna z niej wyprowadzi¢ wiele wzoréw ,
ale mysle , ze ten , ktéry zaraz pokaze jest bardzo przydatny . Mianowicie jest to twierdzenie
moéwigce , ze pole deltoidu wpisanego w koto jest réwne iloczynowi dtugosci dwéch jego
przeciwlegtych bokéw . Twierdzenie Ptolemeusza brzmi troche inaczej , gdyz jest tam wspominany
iloczyn dtugosci przekatnych , a nie pole deltoidu . W takim razie pole deltoidu oraz iloczyn dtugosci
przekatnych w takiej figurze wpisanej w okrag musi by¢ rowny. Korzystajgc ze wzoru , ze pole
deltoidu jest rdwne potowie iloczynu dtugosci przekatnych piszemy réwnanie :

% d2+ d1 =P (polu deltoidu)

[A®) = |00 |
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Natomiast stosujgc twierdzenie Ptolemeusza otrzymujemy na nastepujgcg rownosé :
d2-di=arb+ab

Redukujac wyrazy podobne po lewej stronie bedziemy mieli :

d2- di=2ab

Podstawiajgc do pierwszego réwnania za iloczyn przekatnych 2ab wyliczamy , ze
a-b=P

Znajgc taki wzér , bez najmniejszego problemu rozwigzujemy zadania z polem deltoidu wpisanego w
koto, bo znajac tylko dtugosci dwéch rdéznych bokéw , obliczamy jego pole .

Teraz chciatbym przedstawi¢ dwa mozliwe zastosowania twierdzenia Ptolemeusza w zadaniach .
Zadanie 1

W okrag wpisano tréjkat réwnoboczny ABC . Jezeli M jest dowolnym punktem tego okregu to
udowodnij, ze jedna z odlegtosci |[AM| , |BM| lub |CM]| jest réwna sumie dwdch pozostatych .

Mysle , ze lepiej uzmystowié sobie tg sytuacje patrzac na ponizszy rysunek .

P

Z warunkdw zadania wynika iz |AB| = |BC| = |AC|=a

Teraz napiszemy rownos$¢ wynikajacg z twierdzenia Ptolemeusza , poniewaz mamy czworokat
wpisany w okrag .

|AB| - |MC| = |MB] - |AC| + |AM|- | BC|
Teraz zamieniamy |AB|, |BC| i |AC| naa.

IMC|-a=|MB|-a+|MA|-a/:a



IMC| = |[MB| + |[MA|

|[CM| = |BM| + |AM|

/

Cnd

Zadanie 2

Na przeciwprostokatnej tréjkata prostokatnego ABC (gdzie kat C = 90°) zbudowano na zewnatrz
kwadrat . Oblicz odlegto$¢ punktu przeciecia przekatnych kwadratu P od punktu C jesli wiesz , ze
a+b=m(a, b—dtugosci przyprostokatnych) .

Sytuacje tg doskonale ilustruje ten rysunek :




Na czworokacie APBC da sie opisac okrag , bo miara kata C = 90° , miara kata P = 90° z czego wynika,
ze miara kata A + miara kata B = 180°

2 boki w tym czworokgcie bedg miaty dtugosé¢ % V2 , a dwa pozostate A oraz B . Teraz nalezy
wykorzystac¢ twierdzenie Ptolemeusza :

% CV2 b +%CV2-a=c-x(gdzie x = dtugosci drugiej przekatnej ) / :1/2
CV2-b+ CV2-a=2c-x

bC\/2+aC\/2=2C'X/:2C

(bC\/Z +aC\/2) :2c=X

% bV2 +%av2 =x

Teraz wyciggniemy wspdlny czynnik przed nawias . W warunkach zadania byto,zea+b=m

%V2 (a+b¥=x
x=%mV2

Odp . Odlegtos¢ punktu przeciecia przekatnych kwadratu P od punktu C wynosi % mv?2.

Mysle , ze tg pracg rozjasnitem jakg wybitng postacig byt Ptolemeusz oraz wyjasnitem jego
najwazniejsze osiggniecia . Pokazatem , ze twierdzenie Ptolemeusza jest bardzo uniwersalne i mozna
z niego wyprowadzi¢ bardzo wiele wzoréw . W wielu zadaniach to twierdzenie moze nam utatwic
zycie .
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