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Streszczenie pracy

W tej pracy zajme sie przyblizeniem czytelnikowi tematu inwersji. Jest to temat bardzo
ciekawy, cho¢ wiekszosci nieznany.

Prace zamieszczong w dalszej czesci dokumentu podzielitem na kilka pomniejszych sekcji.

Kazda z nich opisuje inng cze$¢ zagadnien zwigzanych z inwersjg poszczegdlne sekcje to:

1.

Czym jest inwersja? - znajduje sie tam krotki opis inwersji.

Definicja inwersji - tytut dziatu méwi o wszystkim, co sie tam znajduje.

Witasnosci inwersji - opisanych oraz udowodnionych jest tam kilka wtasnosci inwersji
(czesc¢ z nich bedzie pomocna w dalszej czesci pracy).

Konstrukcje - ten dziat pokazuje, jak odnalezé obraz punktu, ktory chcemy przeksztatcic.
Obrazy prostych i okregdw w inwersji - w tym dziale pokazane sg najciekawsze rzeczy
dotyczgce inwersji. Znajduje sie tam opis wygladu obrazéw prostych i okregéw

w zaleznosci od ich potozenia wzgledem okregu inwersyjnego.

Zastosowanie inwersji w rozwigzywaniu probleméw matematycznych - jest tam
pokazane, jak za pomocg inwersji mozna rozwigzaé problem tancucha Steinera, czy
udowodni¢ wzor Eulera.

Zakonczenie - kilka stéw ktdrymi opisuje moje zdanie na temat inwersji.

Zrédta - zbidr zrédet ktére zostaty wykorzystane przy tworzeniu pracy.






1. Czym jest Inwersja?

Inwersje mozna w znaczacym uproszczeniu okreslic jako przeksztatcenie ptaszczyzny, ktére
przeksztatca punkty z wnetrza okregu na punkty znajdujgce sie na zewnatrz okregu, a punkty na
zewnatrz okregu w punkty znajdujace sie wewnatrz okregu.

2. Definicja Inwersji.

Inwersja wzgledem okregu g(O,r) to takie przeksztatcenie ptaszczyzny, ktére kazdemu punktowi
ptaszczyzny X réznemu od O przyporzgdkowuje punkt X' tak, ze spetnione sg warunki:

- obraz punktu X znajduje sie na poétprostej o poczatku w O przechodzacej przez X ;

- spetnione jest réwnanie|OX|* |OX'|=r?

Definicje poszerza sie rowniez dodajgc do dziedziny przeksztatcenia punkt O oraz tzw. punkt
w nieskorficzonosci. Oba te punkty przeksztatcajg sie w siebie nawzajem.

3. Wtasnosci Inwersji (w ujeciu rozszerzonym):

I. Dziedzing oraz zbiorem wartosci inwersji jest ptaszczyzna.

Il. Inwersja posiada punkty stafe - okrqg inwersyjny.

Uzasadnienie II:

Jezeli X nalezy do okregu inwersyjnego to |OX|=r.

Z powyiszego i z definicji inwersji wynika réwnoéé¢ |OX'|*r=r’, co po podzieleniu przez r daje nam
réownosé |OX'|=r

Jednak z definicji wiemy, ze punkt X' nalezy do pdtprostej OX wiec X'=X.

Il. Inwersja nie jest izometriq.

Uzasadnienie IlI:

Aby dowiesc¢ tego, ze inwersja nie jest izometrig wystarczy wybra¢ dowolne dwa punkty, dla
ktorych odlegtos¢ ich obrazéow bedzie inna niz ich odlegtos¢ wzgledem siebie. Najtatwiej
bedzie wybraé srodek inwersji oraz punkt potozony na okregu. Odlegtos¢ punktéw to r, za$s
odlegtosci ich obrazéow nie mozemy zdefiniowac.

IV. Inwersja jest inwolucjq.



Wynika to bezposrednio z réwnania |OX|*|OX'|=r’. Jezeli X' jest obrazem punktu X, to jezeli
przeksztatcimy punkt X' w inwersji wzgledem tego samego okregu otrzymamy punkt X.

V. Inwersja przeksztatca dowolng potprostq o poczqtku w punkcie O w samgq siebie.
Uzasadnienie V:

Jak wiemy inwersja przeksztatca wszystkie punkty lezgce wewnatrz okregu na punkty lezgce na
zewnatrz okregu i odwrotnie oraz punkty lezgce na okregu przechodzg same w siebie. Wynika z tego,
ze punkty, ktére lezg na zewnatrz okregu oraz nalezg do potprostej zostang przeksztatcone na punkty
lezgce wewnatrz okregu, zas punkty lezace na zewnatrz okregu zostang przeksztatcone na punkty
lezgce wewnatrz okregu.

VI. JeZeli obrazami punktow A, B sq punkty A’, B’, to tréjkgt OAB jest podobny do trojkqta
OB’A’.

Uzasadnienie VI:

Wiemy ze tréjkaty OAB i OB’A’ maja kat wspdlny przy wierzchotku O.
Wiemy tez ze prawdziwe sg réwnosci |OA|*|OA'|=r> oraz |OB|*|OB'|=r’. Prawdziwa jest wiec
rowniez rownosé |OA|*|OA'|=|OB|*|OB'|, ktérg mozna przeksztatci¢ do postaci |OAT _|OB],

|OB'| |OA]

Na podstawie cechy bkb podobienstwa tréjkatéw, mamy wiec teze.

4. Konstrukcje obrazow figur w inwersji.

I. Konstrukcja obrazu punktu znajdujgcego sie wewnqtrz okregu réznego od O.



1.Rysujemy prostg przechodzaca przez punkty O i X.

2.Rysujemy prostg prostopadtg do powyzszej prostej przechodzacg przez punkt X.
3.Zaznaczamy punkt A przeciecia sie prostej prostopadtej do pr.OX z okregiem.
4.Rysujemy styczng do okregu w pkt. A.

5.Punkt przeciecia stycznej z pr. OX to obraz punktu X.

Il. Konstrukcja obrazu punktu znajdujgcego sie na zewnqtrz okregu.

1.Rysujemy prostg przechodzacg przez punkty O i X.

2.Rysujemy okrag, ktérego $rednica jest réwna |OX].

3.Zaznaczamy pkt. A przeciecia sie okregow.

4. Rysujemy prostg prostopadta do prostej OX przechodzgca przez pkt. A.

5. Punkt przeciecia sie prostych to obraz inwersyjny pkt. X.



5. Obrazy prostych i okregéw w inwersji.

I. Obrazy prostych.
a) Obrazem prostej | przechodzgcej przez Srodek inwers;ji jest ta sama prosta I.
Dowdd:

Prostg | mozemy taktowad jako sume dwdch pétprostych o poczatku w punkcie O. Z witasnosci V
wiemy, ze takie potproste przechodzg same w siebie, co sprawi, iz jako obraz prostej |, otrzymujemy
sume tych dwdch pétprostych, czyli prosta I.

b) Obrazem prostej | przecinajgcej okrag inwersyjny w dwdéch punktach jest okrag przechodzacy

przez O.
Dowdd:
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Aby udowodni¢ to twierdzenie, zaznaczamy punkt B, ktéry jest rzutem prostopadtym punktu O na
prostg . Zaznaczamy tez punkt A, ktéry jest dowolnym punktem na prostej réznym od B. Wiemy, ze
kat OBA jest prosty. Przeksztat¢my teraz punkty A i B na punkty A' oraz B'. Z wtasnosci VIII wiemy, ze
tréjkaty OAB i OB'A' sg podobne, wiec kat przy A' jest katem prostym, co oznacza, ze jest on oparty
na potokregu o Srednicy OB'. Punkt A’ bedacy obrazem dowolnego punktu prostej |, zawsze wiec
nalezy do okregu o srednicy OB’. Jezeli zas przeksztatcimy punkty A' oraz B' okregu, to otrzymamy
punkty A oraz B. Przeksztatémy jeszcze jeden dowolny punkt C rdéiny od A’,B’,0 nalezacy do
wyznaczonego okregu. Wtedy punkty A, B oraz obraz inwersyjny C bedg wspétliniowe. Zawsze wiec
wybierajgc punkt okregu znajdziemy taki punkt prostej, ktérego on jest obrazem.

c) Obrazem prostej | stycznej do okregu inwersyjnego jest okrgg przechodzacy przez O styczny do
okregu inwersyjnego.

Dowdd tego twierdzenia jest analogiczny do dowodu twierdzenia z punktu b). Jedyng rdznicga jest
fakt, ze punkt A w tym wypadku przejdzie sam w siebie, przez co srednicg bedzie odcinek OA.



d) Obrazem prostej | roztgcznej z okregiem inwersyjnym jest okrag przechodzacy przez O.

Dowdd tego twierdzenia jest taki sam jak dowdd twierdzenia z podpunktu b).

Il. Obrazy okregow.
a) Jezeli okrag przechodzi przez srodek okregu inwersyjnego, to jego obrazem jest prosta.

Dzieki wtasnosci IV (Inwersja jest inwolucjg), po udowodnieniu wszystkich podpunktow z czesci |,
mozemy uzna¢ dowdd tego twierdzenia za niepotrzebny.

b) Jezeli okrag lezy wewnatrz okregu inwersyjnego i nie przechodzi przez punkt O, to jego obrazem
jest okrag lezacy na zewnatrz okregu inwersyjnego.

Zatozenie:

Okrag e o srednicy AB lezy wewnatrz kota ograniczonego okregiem inwersyjnym c(O,r).

O nie nalezy do e

Teza:

Obrazem inwersyjnym okregu e jest okrag e' lezacy na zewnatrz kota okregu c(O,r) o srednicy A'B'.

Dowadd:

-
\_

S

T -

Wybierzmy dowolny punkt C nalezgcy do e rézny od A oraz B. Wiemy ze kat ACB jest kagtem prostym,
poniewaz jest oparty na Srednicy. ZnajdZmy teraz obrazy inwersyjne punktéow A,B,C. Wiemy, ze
tréjkaty OA'C' oraz OAC sg podobne. Kat OAC jest rowny katowi A’C’O’. Rodwniez trdjkaty OBC oraz
OC'B' s podobne, wiec katy przy wierzchotku C oraz przy wierzchotku B' w tych tréjkatach majg taka
samg miare.

Wiemy réwniez, ze poniewaz kgt ACB jest katem prostym, to w tréjkgcie ACB suma miar katéw CAB
i CBA jest miarg kata prostego.

Katy C'B’A’ oraz C'A'B' dajg wiec rowniez w sumie kat prosty. Punkt C’' bedgcy obrazem dowolnego
punktu okregu e nalezy wiec do okregu e’ o Srednicy A’B’. Wiemy tez, ze wszystkie punkty lezgce
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wewnatrz okregu inwersyjnego zostajg przeksztatcone w punkty na zewnatrz okregu inwersyjnego
wiec okreg e' bedzie potozony na zewnatrz okregu inwersyjnego. Przeksztatémy teraz punkty A' oraz
B' w oraz dowolny punkt D ktéry nalezy do okregu e' w inwersji wzgledem okregu c. Otrzymujemy
wtedy trzy punkty na okregu e a poniewaz dwa z nich wyznaczajg srednice a trzeci nalezy do okregu
mamy pewnosc ze e' jest obrazem e oraz e jest obrazem e'.

c) Jezeli okrag lezy poza kotem ograniczonym okregiem inwersyjnym, to jego obrazem jest okrag
lezgcy wewnatrz kota ograniczonego okregiem inwersyjnym.

Dowdd wynika z wtasnosci IV.

d) Jezeli okrag d jest wspétsrodkowy z okregiem inwersyjnym, to jego obrazem jest inny okrag
o $rodku O.

Zat:

Okrag d(O,r,) jest wspotsrodkowy z okregiem inwersyjnym c(O,r).
Teza:

Obrazem okregu d jest okragg d'(O, r,).

Dowdd:

Wybierzmy dowolny punkt A nalezacy do okregu d oraz przeksztat¢émy go w inwersji wzgledem c.

2 2

Poniewaz z definicji inwersji wynika, ze zawsze |OA’|*|OA|=r’, wiec |OA’| =|;—A| = :—, czyli odlegtos¢
1

punktu A’ od punktu O jest stata, zawsze wiec obraz A’ punktu A lezy na okregu o srodku O

. . r?
I promieniur, = I‘_ .
1



e) Istnieje mozliwos$¢ stworzenia okregu, ktory przejdzie sam w siebie, ale tylko pod warunkiem, ze
przetnie okrag inwersyjny pod katem prostym.

6.Zastosowanie inwersji w rozwigzywaniu probleméw matematycznych.

1. tancuch Steinera.

Jest to twierdzenie mdéwigce o tym ze jezeli na ptaszczyznie znajdujg sie dwa okregi potozone tak, ze
pierwszy znajduje sie wewnatrz kota opisanego przez drugi, to jezeli bedziemy wpisywac okregi
styczne zewnetrznie do jednego z nich i styczne wewnetrznie do drugiego z nich to po skoriczonej
liczbie okregdw ostatni bedzie styczny do pierwszego niezaleznie od potozenia pierwszego.

Mozna to twierdzenie bardzo tatwo udowodni¢ dla okregéw wspotsrodkowych, poniewaz w takim
wypadku kolejne wpisywane okregi beda miaty takie same promienie. Mozemy jednak znalezé taka
inwersje ktdra przeksztatci dowolne dwa okregi w okregi wspotsrodkowe.

Aby znalezé taka inwersje dla danych dwdéch okregéw zaznaczamy prostg przechodzacg przez srodki
tych dwdch okregdw. Na tej prostej znajdujemy taki punkt A, z ktérego poprowadzone do danych
okregdéw styczne beda miaty rowng dtugosc. Rysujemy trzeci okrag o srodku w wyznaczonym przez
nas punkcie i o promieniu rownym dtugosci stycznej poprowadzonej do danych wczesniej okregow.
Teraz wybieramy jeden z dwdch punktédw przeciecia sie okregu o srodku w A z prostg przechodzaca
przez srodki danych okregdéw. Jest to srodek naszej inwersji. Przeksztafci ona prosta, ktdra przechodzi
przez srodki danych okregédw w te samg prostg. Dodatkowo przeksztatci ona okrag o srodku w A na
prostg prostopadta od prostej tgczacej srodki okregdw oraz bedacg prostopadtg do tych okregdéw, co
wskazuje, ze srodki tych okregéw bedg lezaty na tej prostej. W konkluzji wiemy, ze srodki obrazéw
obu okregdw lezg na przecieciu sie dwdch prostych tj. w jednym punkcie, co trzeba byto wykonaé.

1. Dowdd twierdzenia Eulera.

Istnieje twierdzenie stworzone przez Leonharda Eulera moéwigce, ze jezeli na trdjkacie opiszemy
okrag o promieniu r, oraz wpiszemy w niego okrag o promieniu r;, to odlegtos¢ miedzy srodkami
okregéw d bedzie spetnia¢ réwnanie d? = r,(r, — 217).

Na potrzeby dowodu tego twierdzenia udowadniang réwnosé przeksztatémy do postaci




Zatozenie:
Okrag c;(04,r1) jest wpisany w trojkat ABC, okrag c,(0,,r) jest opisany na trdjkacie ABC.

Teza:

1 1
+
r—d = T+d

d(04,0,): % =

Dowdd:

Przez D,E,F oznaczmy punkty stycznosci okregu wpisanego w tréjkat z tym wiasnie tréjkatem. Teraz
przeksztatcimy okrag c, w inwersji wzgledem okregu c,. Aby to zrobi¢ przeksztatcimy punkty A,B,C.
Wiemy, ze odcinek AO, jest prostopadty do EF (sg to przekatne deltoidu AEO,F), wiec po
przeksztatceniu punktu A otrzymamy punkt A' lezagcy na $rodku odcinka EF. Analogicznie
postepujemy z punktami B oraz C. Jak wiemy okregi nie przechodzace przez srodek inwersji s3g
przeksztatcane przez te inwersje w inne okregi wiec otrzymujemy okrag c3(0s,r;) bedacy obrazem
okregu c, w inwersji wzgledem o,. Wiemy, ze tréjkat A'B'C' jest podobny do tréjkata DEF w skali

k= %, wiec promien okregu c; jest rowny potowie promienie okregu c;. Prowadzimy prostg
przechodzacg przez punkty O, i O, oraz zaznaczamy punkty przeciecia sie tej prostej z okregiem c,.
Niech te punkty nazywajg sie G i H. Ich obrazami inwersyjnymi sg G' i H'. Wiemy, ze prawdziwa jest

zalezno$¢ 2 = |GO4| * |G'04| oraz r? = |[HO,| * |H'O4|. Wiemy réwniez, ze |G'H'|=r,. To za$ daje
2 2
réwnosc¢ ri=|G'Oy|+|H'O4| a dalejry = LS 10 daje nam (korzystajgc z zatozenia d=|S,S,])

|GS1] ~ [HS1|
2 2
L4 71 . . 2 . p ,, 1 1 1
rHn=—-%+ a po podzieleniu przez r{ otrzymujemy rownos$¢ — = + .
1= o a T +a’ pop p 1 ymujemy  r—d | rp+d
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7. Zakonczenie

Jako temat tej pracy wybratem inwersje, poniewaz uwazam, ze jest to przeksztatcenie, ktdre nie jest
znane znaczacej czesci ludzi. Poczagtkowo uwazatem je za nieprzydatne oraz niepraktyczne. Byt to
wielki btad, poniewaz to przeksztatcenie daje nam mozliwos¢ udowodnienia wielu twierdzen
matematycznych, czy tez rozwigzania wielu zadan. Pozwala nam ono takze rozwigzywac¢ problemy
matematyczne. Po zapoznaniu sie z inwersjg uwazam jg za bardzo praktyczne narzedzie, ktdre
z pewnoscig przyda sie na lekcjach matematyki. Wiedza na temat inwersji moze rowniez pozwoli¢ mi
na wiaczenie sie do ciekawej dyskusji na temat tego przeksztatcenia. Uwazam, iz powinno mu by¢
poswiecone chociaz kilka lekcji na poziomie podstawowym matematyki, tak, aby kazdy byt chociaz
Swiadomy istnienia tego przeksztatcenia oraz potrafit cho¢ w niewielkim stopniu uzywaé go
w praktyce.

8. Zrodta:

—  "Inwersja i jej zastosowania" Michat Slezak, Michat Tkacz
http://www.mtkacz.republika.pl/inwersja.html

— Wikipedia- artykuty o inwersji oraz o twierdzeniu Euler'a
http://pl.wikipedia.org/wiki/Inwersja_(geometria)
http://pl.wikipedia.org/wiki/Twierdzenie_Eulera_(geometria)

— wyktfad prof. Andrzeja Fryszkowskiego "Inwersja na ptaszczyznie"

http://www.youtube.com/watch?v=svv-IxhHCZQ Czes¢ |

http://www.youtube.com/watch?v=p6IxJQiOnmc Czes¢ Il
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