Czy twierdzenia
Pitagorasa mozna
nauczy¢ sie w V klasie ?
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Przedmowa

Owszem, mozna nauczy¢ sie tego twierdzenia, nawet mozna je zrozumieé, cho¢ w pierwszym
momencie nie byto to takie proste. Jak pierwszy raz przeczytatem to twierdzenie i zobaczytem
przyktadowy dowdd — niewiele z tego zrozumiatem. Trojkaty, pierwiastki, kwadraty wszystko
w jednym. Pomyslatem: trudne, a ja przeciez nie jestem Pitagorasem)!

To byto pierwsze spotkanie z tym twierdzeniem. Gdy jednak zaczatem sie mu przyglada¢, okazato
sie, ze nie taki diabet straszny jak go maluja.

Pdzniej dowiedziatem sie, ze twierdzenie to ma bardzo duzo dowoddw.

W tym opracowaniu postaram sie przyblizyé twierdzenie w sposdéb jak najbardziej prosty. Tak,
aby kazdy mégt je zrozumiec. Wybrane, przyktadowe dowody wykonam krok po kroku.
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1. Zyciorys Pitagorasa

A

Pitagoras (ok. 572-497 p.n.e) to filozof grecki, ktéry pochodzit z wyspy Samos,
czyli wschodniej kolonii jonskiej. Gdy miat 40 lat opuscit Jonie, ktéra walczyta z Persami,
i odbyt liczne podréze, réwniez do Indii, gdzie zetknat sie z tamtejszymi systemami
filozoficzno-religijnymi.

Przebywat w Tracji, ostatecznie osiadt jednak w Wielkiej Grecji, gdzie w Krotonie zatozyt
szkote filozoficzno-religijng i zwigzek pitagorejski. Nie pozostawit po sobie zadnych dzief,
a te, ktére pdziniej rozpowszechniano w Grecji, byly - jak podajg historycy filozofii -
apokryfami.

Stworzyt  system  pogladédw  naukowych, nazwanych jego imieniem. Byt
to prawdopodobnie rezultat pracy wielu uczonych, okreslanych powszechnie mianem
pitagorejczykow. Z literatury filozoficznej Grekéw wynika, ze Pitagoras jako pierwszy uzyt
okreslenia filozofia w rozumieniu "umitowanie madrosci", dla zaznaczenia, ze madros¢
jest rzeczg boska, a jedynie umitowanie jej dostepne jest dla ludzi.

Pitagoras wprowadzit pojecie podobieAstwa figur oraz idee przeprowadzania
systematycznych dowodéw w geometrii.

Przeprowadzit dowdd twierdzenia nazwanego Twierdzeniem Pitagorasa (znanego
wczesniej jako reguta bez dowodu). Odkryt niewspotmiernos¢ boku i przekatnej
kwadratu.



2. Twierdzenie Pitagorasa

W dowolnym tréjkacie prostokgtnym suma kwadratow dtugosci przyprostokatnych jest
rowna kwadratowi dtugosci przeciwprostokatnej tego trojkata.

Mozna to wyrazi¢ wzorem:

2 2 2
a+b =c
Geometrycznie oznacza to, ze jezeli na bokach trdjkata prostokatnego

zbudujemy kwadraty, to suma pdl kwadratdw zbudowanych na przyprostokatnych tego
tréjkata bedzie réwna polu kwadratu zbudowanego na przeciwprostokatne;j.



http://pl.wikipedia.org/wiki/Tr%C3%B3jk%C4%85t_prostok%C4%85tny
http://pl.wikipedia.org/wiki/Pot%C4%99ga
http://pl.wikipedia.org/wiki/Kwadrat_(geometria)
http://pl.wikipedia.org/wiki/Pole_powierzchni

3. Dowod Twierdzenia Pitagorasa

Dowoddw Twierdzenia Pitagorasa jest bardzo duzo. Niektdre zrédta podaja, ze jest ich
ponad 200. Ja wybratem dwa, ktére uwazam za tatwe do zrozumienia.

1. Dowod Garfielda z wykorzystaniem pola trapezu.

Pole trapezu mozna opisa¢ wzorem:

a-+b
2

Szczegodlny przypadek to trapez prostokatny:

P =

h,

W celu udowodnienia Twierdzenia Pitagorasa zbuduje trapez prostokatny wykorzystujgc
dwa takie same tréjkaty prostokatne.

Wykreslam prostg i osadzam na niej dwa jednakowe trdjkaty prostokatne i wolne
wierzchotki tgcze odcinkiem:




Dowdd Twierdzenia Pitagorasa c.d.

W wyniku tego otrzymujemy figure ztozong z trzech tréjkatow:

« Dwdch identycznych tréjkatéw prostokatnych Al oraz All
« Alll, ktdry jest takze trojkatem prostokgtnym gdyz:

Skorodla Al a+8 =90°

a+8+y=180°
90° +y = 180°
y = 90°

Pole takiej figury jest sumg pél Al, All i Alll

PA]:a_'b
2
pAn=25
)
cZ
PAIIT =<
2
Wzér 1)
2 2
pab ab c_ ..
2 2

gdzie h = a+b

Wzér 2)

2 2
P:(a+b)-(a+b):a +2-a-b+b

2 2




Dowdd Twierdzenia Pitagorasa c.d.

Uwzgledniajac wzory 1) i 2)

& a+3-ab+b
a-b+—=

2 2

po pomnozeniu obustronnie przez 2

2-arb+c’=a’+2-a-b+b’

cC=a’+b’°



Dowdd Twierdzenia Pitagorasa cd.

2. Dowdd Bhaskary

Budujemy figure ztozong z czterech jednakowych tréjkatow prostokatnych




Dowdd Twierdzenia Pitagorasa cd.

Poniewaz katy a + 8 = 90°, otrzymana figura jest kwadratem o boku ,.¢” i polu P = ¢
Pole tego kwadratu sktada sie z sumy pdl czterech tréjkatdw prostokatnych.

wzor 1)

P]=4-a7b=2-a-b

oraz z pola srodkowego, zacieniowanego kwadratu

wzor 2)

P2=(b—a)=b"-2-a-b+a’

P=Pl+P2=2-a-b+b*—2-a-b+a’=b>+ad"
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4. Twierdzenie odwrotne do Twierdzenia Pitagorasa

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie odwrotne do Twierdzenia Pitagorasa:

2 2 2
Jesli dane sa trzy dodatnie liczby @, bi C takie, ze @” + b° = €”, to istnieje trjkat

o bokach dtugosci @, bica kat miedzy bokami o dtugosci 0, b jest prosty.

Najprawdopodobniej twierdzenie to wykorzystywane byto w wielu starozytnych
kulturach Azji (Chinach, Indiach, Babilonii) i Egipcie do praktycznego wyznaczania kata
prostego. Wystarczy bowiem zbudowac tréjkat o bokach dtugosci 3, 4 i 5 jednostek, aby
uzyskaé kat prosty miedzy bokami o dtugosciach 3 i 4.

Roéwniez obecnie rolnicy, geodeci, budowlanincy korzystajg z tej zaleznosci aby przy
pomocy sznurka wyznaczy¢ kat prosty w terenie. Do tego potrzebujg sznurek o dtugosci
12m, na ktérym majg odmierzone dtugosci 3m, 4m, 5m.
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http://pl.wikipedia.org/wiki/Twierdzenie_odwrotne
http://pl.wikipedia.org/wiki/Plik:Egiptian_triangle.svg

5. Tréjki Pitagorejskie

Tréjka Pitagorejska - w teorii liczb to takie trzy liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, ktére
spetniajg réwnanie Pitagorasa:

a’ + B =2

Znany jest trdjkqt egipski o bokach wyrazonych liczbami 3, 4 i 5. W Egipcie wiadome byto,
ze jest to trdjkat prostokatny i uzywano go do wyznaczania katéw prostych przy
odnawianiu granic gruntowych zmywanych dorocznymi wylewami Nilu. Pitagoras
przekazat nam zwigzek miedzy bokami tréjkgta egipskiego, wyrazony wzorem 3*+4°=52,

Poszukujac innych tréjkatéw, ktérych boki a, b, ¢ spetniatyby warunek a’+b?=c?, Pitagoras
znalazt wzory, ktére w dzisiejszej symbolice mozna napisaé¢ w postaci:

a=2n+1,

b=2n(n+1)

c=2n"+2n+1

gdzie n oznacza dowolng liczbe naturalna.

Powyzsze wzory nie wyczerpujg jednak wszystkich kombinacji liczb bedacych tréjkami
pitagorejskimi. Przyktadem jest trdjka: 6,8,10 ktdrej nie otrzymamy z powyzszych
wzoréw.

Wzory, ktdre uwzgledniajg wszystkie tréjki zostaty okreslone w pdzniejszym czasie.

Jesli m>n sg liczbami naturalnymi, to:

2 2
ad=mn"n —n

b=2-m-n

2 2
c=m +n
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http://pl.wikipedia.org/wiki/Teoria_liczb
http://pl.wikipedia.org/wiki/Liczby_ca%C5%82kowite
http://pl.wikipedia.org/wiki/Znak_liczby

6. Slimak Teodorosa

Slimak Teodorosa — w matematyce, konstrukcja geometryczna, pozwalajaca stworzyé
odcinek o dtugosci réwnej pierwiastkowi z liczby naturalnej. Pomyst konstrukcji opiera sie
na twierdzeniu Pitagorasa. Nazwa konstrukcji pochodzi od imienia greckiego

matematyka i filozofa, Teodorosa z Cyreny.

Ponizej przedstawie sposdb na otrzymanie takiej konstrukcji poprzez kolejne
wyznaczanie odcinkdéw o dtugosciach v2, v3 ...

Wykreslenie pierwiastka v2

2 2 2
c=a +b
Jeslia=b

2 2 2 2
c=a+a=2a

c=V2-a’=V2-a

a
Jezeli przyjmiemy, ze d jest
odcinkiem jednostkowym,
rzeciwprostokatna € bedzie
al 9% p p q €

odcinkiem o dtugosci V2
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http://pl.wikipedia.org/wiki/Matematyka
http://pl.wikipedia.org/wiki/Pierwiastek_kwadratowy
http://pl.wikipedia.org/wiki/Liczba_naturalna
http://pl.wikipedia.org/wiki/Twierdzenie_Pitagorasa
http://pl.wikipedia.org/wiki/Teodoros_z_Cyreny

Slimak Teodorosa

Wykreslenie pierwiastka v3

c=a’+b* | b=\2a

jesli

P=d*+(V2-a)'=a*+2-a°=3-a"

c=V3-a’=3a
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7. Praktyczne zastosowanie Twierdzenia Pitagorasa

Twierdzenie Pitagorasa znalazto zastosowanie w wielu dziedzinach.

e powszechne zastosowanie w budownictwie np. obliczanie dtugosci linki
mocujgcej maszt

e obliczenie drogi "na skréty"

e obliczanie przekatnej telewizora

e obliczanie wysokosci np. budynku, gory

e okreslenie precyzyjnej wielkosci rampy (przy roztadunkach i sportach

ekstremalnych)
e w elektrotechnice

15



8. Zadania

Drabina

Okno Julii znajduje sie na wysokosci 4m nad ziemia. Jak daleko od $ciany powinien
Romeo przystawi¢ dolny koniec drabiny o dtugosci 5m, aby gérny jej koniec doktadnie
dosiegnat okna Julii?

Wyznaczanie odlegtosci

Helikopter leci 18km na pétnoc, a potem 24km na zachéd, po czym lgduje na lotnisku. Jak
daleko od miejsca startu jest lotnisko?

16



Zadania

Wysokos¢ drzewa

Huragan przetamat drzewo na wysokosci 21m
w odlegtosci 28m od podstawy drzewa.
Jaka wysokos$¢ miato drzewo przed ztamaniem?

P

P

7S

Przekatna telewizora

tak, ze wierzchotek drzewa siegnat ziemi

Ekran telewizora jest prostokatem. Jego wielkos¢ podaje sie w calach, wzdtuz przekatnej.
Oblicz wielko$¢ ekranu telewizora ,,Rekord”, ktérego ekran ma wymiary 44cm x 37cm.

(1cal=2,539cm)

K X =hh
= 193

1] X )
37‘\/«\5 X =L )2

a . ‘. -
oyonnedz -k Arrom
Aopvzora. Mo L 4,9V

A/ o
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Zadania

Rurka w szklance

Rurke o dtugosci 15cm wtozono do szklanki o Srednicy 7cm i wysokos$ci 10cm.
lle centymetréw rurki wystaje ze szklanki?

% 2.9 9
<« V(0¥ F) um =19
3(:'1(1OO+ 49) O Od/pmnui/{ T I ;

X2y b2 «AW 2,8 ym rwris
X422

Dtugosc¢ sciezki

Rodzina Nowakdéw posiada dziatke w ksztatcie prostokata o powierzchni 5aréw i jednym
z bokédw dtugosci 50m. Przez te dziatke poprowadzono $ciezke miedzy przeciwlegtymi
jej wierzchotkami.

Ile wynosi dtugos¢ sciezki?

ik) “ 50.’500 m? , )(9-=.101~+502 MWM@
! 1 b | l x =100+ 2590 dlugexé 50 9m
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Zadania

Odlegtos¢ miedzy wierzchotkami drzew

Dwie sosny o wysokosci 8m i 15m rosng w odlegtosci 24m.
Jaka jest odlegtos¢ miedzy ich wierzchotkami.

z 1 =
5 o V21582 Fan
NX
| —3 7 x2=ytay? I.j‘
| 8m x*=z4945%6 1T
I Y0 A 8 I O
] ‘ o= 515 :
VR L

Lustro

Czy lustro o wymiarach 2,20m x 2,20m mozna przenie$¢ przez drzwi o wymiarach 1m x
2m?
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http://www.serwis-matematyczny.pl/static/st_artykuly_trojkaty_pitagorejskie.php
http://pl.wikipedia.org/wiki/Tr%C3%B3jki_pitagorejskie

10. Opinia nauczyciela

Z Piotrem mam przyjemnosc¢ pracowac od pierwszej klasy szkoty podstawowej.
Jako uczen klas I-1ll uczestniczyt w prowadzonych przeze mnie warsztatach , Ksztatcenie
myslenia logicznego u dzieci”. Systematycznie uczestniczy w zajeciach Kota
Matematycznego oraz zajeciach indywidualnych dla uczniow szczegdlnie uzdolnionych
matematycznie.

Piotr co roku odnosi sukcesy w konkursach matematycznych:
- Kangur Matematyczny - wynik ,,bardzo dobry” w latach 2011, 2012, 2013
- Matematyka Krakowska - laureat w roku szkolnym 2012/2013
- Matopolski Konkurs Matematyczny - wysoki wynik
- Alfik Matematyczny - wysoki wynik.

Piotr wykazuje duze zainteresowanie matematykq, chetnie rozwiqzuje zadania
o podwyzszonym stopniu trudnosci. Interesuje sie tym, czego uczq sie starsi koledzy.

Konkursem Prac Matematycznych zainteresowafam Piotra ja, ale temat wybrat
sobie sam. Samod_zielnie zebrat informacje o Pitagorasie i twierdzeniu Pitagorasa. Sam
zapozna sie z dowodami twierdzenia i najciekawsze zamiescit w pracy. Piotr skonstruowat
odcinki o dfugosciach niewymiernych, chociaz na lekcjach nie omawialismy
ani konstrukcji geometrycznych, ani liczb niewymiernych. Tata pomdgt Mu przedstawic
te konstrukcje w wersji elektronicznej.

Uczenn wybrat przyktady zastosowania twierdzenia Pitagorasa. Ja postanowitam
do kazdego przyktadu dopisaé¢ zadanie-problem. Piotr rozwigzat zadania bezbtednie,
bez najmniejszej mojej pomocy.

Jestem przekonana, ze realizacja tematu tej pracy matematycznej pozwolita
Piotrkowi zrozumie¢ istote twierdzenia Pitagorasa oraz jego zastosowanie
do rozwigzywania zadan. Wykazuje sie w tym temacie duzq biegtosciq - niejeden
gimnazjalista, a moze nawet licealista mogtby mu tej znajomosci pozazdroscic.

Nauczyciel matematyki

Beata Ostrowka
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