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1 Wprowadzenie

Niniejsza praca podejmuje tematyke partycji zbioru co najwyzej przeliczalnego. Jej
motywem przewodnim jest charakterystyka struktur, jakie wyznacza dowolny podziat
wystarczajaco licznego zbioru na skonczong liczbe pozdbioréw. Problemy rozstrzygane w
tym dokumencie tacza w sobie cechy teorii Ramseya, teorii graféw, kombinatoryki oraz
teorii liczb.

Praca podzielona jest na czesci, a tematyka kazdej z nich tworzy pewien zamkniety
obszar. Cechg taczaca wszystkie rozdzialty jest kwestia rozbicia zbioru i towarzyszacych
jej wlasnodci.

Przedmiotem pracy beda struktury co najwyzej przeliczalne, czyli zawierajace skon-
czong lub przeliczalna liczbe elementéw. Przeliczalnym nazwiemy taki zbior, dla ktére-
go istnieje funkcja wzajemnie jednoznaczna pomiedzy nim, a zbiorem liczb naturalnych
N ={0,1,2,3,...}. Moc zbioru przeliczalnego wynosi Ny.

2 Kolorowanie skonczone i zasada szufladkowa

Definicja 1. Kolorowaniem skonczonym lub k-kolorowaniem zbioru S nazywamy funk-
cje x : S — C, przypisujaca kazdemu elementowi S jedna z |C| = k liczb catkowitych.

Definicja 2. Podzbiér S" C S jest monochromatyczny, gdy dla kazdej pary (i,j) réz-
nych elementéw podzbioru S’ zachodzi x (i) = x(j).

Przez kolorowanie skonczone zbioru S rozumiemy podziat S na skoniczona liczbe pa-
rami roztacznych pozdbioréw. Z zagadnieniem kolorowania $cisle powiazana jest zasada
szufladkowa, przedstawiona ponizej.

Twierdzenie 1 (Zasada szufladkowa Dirichleta) Jezeli zbiér o mocy niemniejszej,
niz nk + 1 zostanie podzielony na k parami roztacznych podzbioréw, to w co najmniej
jednym z nich znajdzie sie wiecej, niz n elementow.

Dowdd. Niech S stanowi zbiér o mocy |S| > nk + 1. Niech ponadto S = Sy U...U Sy

oraz 5; NS; = @ dla 1l < i # j < k. Przypusémy, ze dla wszystkich i € {1,...,k}
zachodzi |S;| < n. Mamy wowczas

k
=1

czyli sprzecznosé. Stad dla co najmniej jednego i € {1,...,k}, moc zbioru S; przekracza
n, co nalezato dowies¢. U

Twierdzenie to mozemy réwniez ,przettumaczy¢” na zbiory nieskonczone.

Twierdzenie 2 (Nieskoniczona zasada szufladkowa) Jezeli zbiér nieskonczony zo-
stanie podzielony na skonczong liczbe parami roztacznych pozdbioréw, to jeden z nich
bedzie zawieral nieskonczong liczbe elementow.



Dowéd. Niech S; U ... U S; tworzy rozbicie nieskonczonego zbioru S. Zatézmy nie
wprost, ze moc kazdego z podzbioréw S;, dla i = {1,...,k} jest skonczona.

Suma skonczona pozdbioréw o skonczonej mocy jest zbiorem o skonczonej liczbie
elementow. Dlatego S = S7 U ... U Sg nie moze stanowi¢ zbioru nieskorniczonego, co jest
sprzeczne z jego definicja. Zatem istnieje S; € {Si,..., Sk} o nieskonczonej mocy, co
konczy rozwazania. O

Problem 1. Zbiér liczb catkowitych dodatnich zostal podzielony na skonczong liczbe
podzbioréw. Wykazaé, ze pewien pozdbiér S spetnia nastepujaca zaleznosé: dla kazdego
n € Z,, S zawiera nieskonczenie wiele wielokrotnosci liczby n.

Rozwigzanie. Niech S; U ... U Sy wyznaczaja rozbicie zbioru Z,. Zalézmy, ze teza
jest falszywa. Wowczas dla kazdego ¢ € {1,..., k} istnieje takie n;, ze do S; nalezy tylko
skonczenie wiele wielokrotnosci n;.

Niech n stanowi iloczyn liczb nq,...,n.;. Kazda wielokrotnos¢ n jest rowniez wielo-
krotnoscig n;, wiec kazdy podzbiér S; moze zawieraé tylko skonczenie wiele wielokrot-
nosci liczby n. Jednak oznacza to, iz takze do sumy pozdbioréow Si, ..., S, nalezy tylko
skonczenie wiele wielokrotnosci n, zas tworza one rozbicie zbioru liczb catkowitych dodat-
nich, ktory wielokrotnosci n zawiera nieskonczenie wiele. Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi
prawdziwosci tezy. O

3 Kolorowanie w teorii graféow

Kolorowa¢ mozemy nie tylko zbiory, ale rowniez inne struktury, takie jak grafy. Zanim
przystapimy do analizy tego zagadnienia, wprowadzimy kilka pojec¢ z teorii grafow.

Definicja 3. Graf G = (V, E) stanowi zbiér V punktéw, zwanych wierzcholtkami oraz
zbior E par wierzchotkéw, nazywanych krawedziami.

Definicja 4. Podgrafem G' = (V',E') grafu G = (V, E) nazywamy graf spelniajacy
warunek V' C V oraz E' C F.

Definicja 5. Graf pelny, zwany inaczej klikq, to graf, ktérego kazda para wierzchotkéw
potaczona jest krawedzia. Klike o n wierzchotkach oznaczamy przez K,,.

Definicja 6. Kolorowaniem krawedziowym grafu jest przyporzadkowanie kazdej krawe-
dzi grafu liczby catkowitej oznaczajacej kolor.

Definicja 7. Graf pokolorowany krawedziowo jest monochromatyczny, gdy wszystkim
jego krawedziom przypisano ten sam kolor.

Twierdzenie 3 (Twierdzenie Ramseya) Dla wszystkich liczb m, n catkowitych do-
datnich istnieje taka najmniejsza liczba R = R(m,n) € Z,, ze kazde kolorowanie kra-
wedziowe grafu pelnego Kr na czerwono lub niebiesko wyznacza czerwony monochroma-
tyczny podgraf pelny K, lub niebieskg monochromatyczng klike K,.



Dowdéd. Na poczatku zauwazmy, ze dla kazdego k > 2 zachodzi R(k,1) = R(1,k) =1
oraz R(k,2) = R(2,k) = k. Przeprowadzimy indukcje po m + n. Chcac dowiesé istnie-
nia R(m,n), wyznaczymy przedzial skonczony, w ktérym musi znalez¢é sie jej wartosc.
Wykazemy, ze jezeli istnieja liczby R(m — 1,n) oraz R(m,n — 1), to woéwczas

R(m,n) < R(m —1,n) + R(m,n — 1).

Niech ¢ = R(m — 1,n) + R(m,n — 1). Przyjmijmy, ze kazda krawedz grafu K. zostala
pokolorowana na czerwono lub niebiesko. Wybieramy jego dowolny wierzchotek i ozna-
czamy go przez v. Pozostate ¢ — 1 wierzchotkéw rozbijamy na dwa roztaczne zbiory M i
N w zaleznosci od koloru ich krawedzi z v.

Mamy wiec |M|+|N| = c—1. Wynika stad, iz | M| > R(m—1,n) lub |N| > R(m,n—1),
inaczej otrzymujemy | M|+ |N| < ¢ — 2, czyli sprzecznosé. Zatdézmy bez straty ogdlnosci,
ze |[M| > R(m — 1,n).

Jezeli M zawiera niebieska monochromatyczna klike K, to zawiera ja réwniez K., a
to konczy rozwazania. W przeciwnym wypadku istnieje czerwony monochromatyczny graf
pelny K, 1 € M. Na mocy okreslenia zbioru M, istnieje czerwona monochromatyczna
klika K, nalezaca do M U {v}, a wiec réwniez do K.. Z zasady indukcji matematycznej
uzyskujemy prawdziwosc tezy. U

Twierdzenie Ramseya mozna uogolni¢ na skonczenie wiele kolorow. Podobnie jak po-
przednio, zastosujemy dowdd przez indukcje.

Twierdzenie 4 (Twierdzenie Ramseya, skonnczona liczba koloréw) Dla wszyst-
kich liczb ny,...,n; € Z, istnieje taka najmniejsza liczba R = R(ny,...,n;) catkowita
dodatnia, ze kazde k-kolorowanie krawedziowe grafu pelnego Kr wyznacza dla pewnego
i € {1,...,k} monochromatyczny podgraf pelmy K,,.

Dowéd. Zrealizujemy indukcje po liczbie koloréw. Przypadek k = 1 jest oczywisty, za$
k = 2 zachodzi na mocy poprzedniego twierdzenia. Pokazemy, ze jezeli dla pewnego k£ > 3
istnieja liczby R(ng,...,n;) dla wszystkich | < k, to wéwczas

R('I’Ll, s 7nk) < R(nh sy -2, R(nk—la nk))

Niech ¢ = R(ny,...,ng_2, R(ng_1,n%)). Pokolorujmy krawedziowo graf pelny K. na
k koloréw {ci,...,cx}. Przypusémy, ze c,—1 = ¢, co oznacza, iz graf K, jest (k — 1)-
pokolorowany. Z zalozenia indukcyjnego K. zawiera monochromatyczng klike /K, o ko-
lorze ¢;, i € {1,...,k — 2} lub podgraf pelny o R(nj_1,n;) wierzchotkach i wszystkich
krawedziach koloru ¢, = ¢.

Pierwsza sytuacja konczy indukcje. W drugim przypadku ponownie korzystamy z
zalozenia indukcyjnego, na podstawie ktorego w grafie Kg(y, ,n,) znajdziemy monochro-
matyczng klike K,, , koloru c,_; lub podgraf pelny K,, o wszystkich krawedziach w
kolorze cy. ZakonczyliSmy wiec dowod indukeyjny. U

Z twierdzenia Ramseya dla skonczonej liczby kolorow skorzystamy podczas dowodu
twierdzenia Schura, omawianego w nastepnej czesci.



4 Twierdzenie Schura

Twierdzenie 5 (Twierdzenie Schura) Dla kazdej liczby n catkowitej dodatniej ist-
nieje taka najmniejsza liczba S(n) € Z,, ze kazde n-kolorowanie zbioru {1,...,S5(n)}
wyznacza monochromatyczne rozwigzanie réwnania x + y = z.

Dowd6d. Pokolorujmy kazda liczbe catkowita dodatnig na jeden z n koloréw. Na pod-
stawie twierdzenia Ramseya istnicje taka liczba S(n) = R,(3) = R(3,...,3), ze kazde
n-kolorwanie krawedziowe grafu pelnego Kg(,) wyznacza monochromatyczng klike Kj.
Konstruujemy graf Kg(,), numerujac jego wierzchotki liczbami ze zbioru {1,...5(n)}.

Nastepnie przyporzadkujmy kolory krawedziom kliki Kg(,) w taki sposob, ze krawedzi
(1, 7) przypisujemy kolor liczby catkowitej i — j, uzyskany przez n-kolorowanie Z, . Innymi
stowy dla kazdego x : Z; — {1,...,n} spelniona jest zaleznosé¢ x(i,7) = x(i — j), gdzie
i,J sa wierzchotkami grafu Kg(,).

Na mocy okreslenia S(n) istnieje monochromatyczny podgraf petny K3 grafu Kg).
Mozemy wigc wyznaczy¢ takie trzy wierzchotki nalezace do Kg(,), ze

i>j >k oraz x(i,j) = x(j, k) = x(4, k).

Dokonujac podstawienia x =i —j, y = j—k, z = i — k uzyskujemy trojke x,y,z € Z,

liczb, ktérym przypisano ten sam kolor. Ponadto stanowia one rozwigzanie rownania
sty = (=) G-k =ik =2,

co nalezato dowies¢. O

Schur wykazal przez indukcje, ze S(n) < [nle|. Zauwazyl rowniez, ze jezeli réwnanie
x™ + y" = 2" zastapimy kongruencja modulo liczba pierwsza, to spelnia ono wtasnosé
przeciwna do wystepujacej w Wielkim Twierdzeniu Fermata. Ponizsze twierdzenie na

pierwszy rzut oka nie ma nic wspélnego z kolorowaniem. Sek w tym, ze jest z nim $cisle
powiazane, o czym zaraz si¢ przekonamy.

Twierdzenie 6 (Twierdzenie Schura) Niech n € Z,. Wéwczas istnieje taka liczba
pierwsza ¢, ze dla wszystkich liczb pierwszych p > ¢ kongruencja z™ + y™ = 2" (mod p)
ma rozwiazanie w liczbach caltkowitych z,y, z, speliajacych zalezno$¢ xyz # 0 (mod p).

Dowéd. Niech p > S(n) bedzie liczba pierwsza. Definiujemy Zy = {1,...,p — 1} jako
multiplikatywna grupe niezerowych klas reszt modulo p. Niech ponadto

S ={z" (mod p) : x € Zy}.
Zauwazmy, ze S jest podgrupa Z,. Stad mozemy zapisa¢ Z; w postaci sumy

n
7F = k= —M .
- a1SU...UaS, ged(m p—1)

Nastepnie skonstruujemy k-kolorowanie Z; poprzez przypisanie koloru j elementowi
t € Z; wtedy i tylko wtedy, gdy ¢t € a;S. Mamy k < n oraz p —1 > S(n). Zatem na

bt



podstawie twierdzenia Schura istnieje monochromatyczna tréjka liczb {a,b,c} C ;S dla
pewnego i € {1,...,k}, spelniajaca zalezno$¢ a + b = c¢. Mozemy wiec wyznaczy¢ takie
liczby z,y, 2 € Z;, dla ktorych zachodzi relacja

n

a;x" + ay" = ;2" (mod p).

Mnozac powyzsza kongruencje stronami przez a; - otrzymujemy teze. U

Problem 2. Miedzynarodowe towarzystwo zrzesza ludzi z szesciu réznych panstw. Li-
sta cztonkow towarzystwa zawiera 1978 nazwisk, oznaczonych liczbami 1,2,...,1978.
Dowies¢, ze istnieje co najmniej jedno nazwisko, ktérego numer stanowi sume¢ dwoch
niekoniecznie réznych liczb, nalezacych do oséb tej samej narodowosci.

(Miedzynarodowa Olimpiada Matematyczna 1978)

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze [6le] = 1957 < 1978. Zatem na podstawie twierdzenia
Schura dla kazdego podziatu zbioru {1,...,1978} na 6 parami roztacznych podzbioréw
co najmniej jeden z nich zawiera dwie liczby oraz ich réznice, co nalezato dowies¢. U

5 Roéwnania liniowe

Definicja 8. Roéwnanie liniowe L jest r-regularne, gdy dla pewnego r € Z., kazde
r-kolorowanie Z, wyznacza monochromatyczne rozwigzanie rownania L.

Definicja 9. Roéwnanie liniowe £ jest regularne, gdy kazde kolorowanie skonczone 7,
wyznacza jego monochromatyczne rozwiazanie.

Na podstawie twierdzenia Schura rownanie x + y = z jest regularne. Ponizsze twier-
dzenie generalizuje ten fakt na wszystkie jednorodne réwnania liniowe.

Twierdzenie 7 (Twierdzenie Rado) Niech £ reprezentuje réwnanie liniowe zmien-
nych z1,...,x, postaci c;x1+...4+c,x, = 0 0 niezerowych wspotezynnikach catkowitych.
Réwnanie L jest regularne wtedy i tylko wtedy, gdy suma elementéow pewnego niepustego
podzbioru jego wspotczynnikéw wynosi 0.

Dowdd tego twierdzenia znajduje sie w literaturze: [6].

Problem 3. Rozstrzygnaé, czy istnieje taki podziat Z, na skonczong liczbe podzbio-
row, ze do zadnego z nich nie nalezy rozwigzanie réwnania ba + 2b + 2¢ + 3d = e.

Rozwigzanie. Pokazemy, ze taka partycja istnieje. Skonstruujemy kolorowanie
X:Zy—{1,...,12}.

Jezeli 13 nie dzieli n, definiujemy y(n) = n (mod 13). W przypadku, gdy 13 dzieli n

k-krotnie, ale nie (k + 1)-krotnie, przypisujemy x(n) = {3 (mod 13).



Zauwazmy, ze takie kolorowanie spelnia zaleznosé x(13n) = x(n) dla kazdegon € Z,..

Oznacza to, iz jezeli liczby sy, ..., s5 stanowig monochromatyczne rozwigzanie réwnania
5a+2b+2c+3d = e isa podzielne przez 13, to 7%, ..., 33 rowniez sa monochromatycznym

rozwigzaniem tego rownania.

Zat6ézmy nie wprost, ze takie monochromatyczne rozwigzanie istnieje. Innymi stowy,
przypusémy, ze istnieja liczby s1,...,s5 € Z, spelniajace rownanie 5a 4 2b+2c+3d = e
oraz zaleznosé x(s1) = ... = x(s5). Wowczas dzielac réwnanie stronami przez 13 w naj-
nizszej potedze, jaka wystepuje w rozktadzie na czynniki pierwsze liczb sy, ..., s5 mozemy
przyjac¢ bez straty ogélnosci, ze jedna z tych liczb jest niepodzielna przez 13.

Nastepnie rozwazmy kongruencje

5a +2b+2c+3d — e =0 (mod 13).

Poniewaz liczbom s1, ..., ss przypisano ten sam kolor, przystaja one do 0 (mod 13)
lub do wspélnej wartosci r € {1,...,12} (mod 13), ktéra odpowiada ich kolorowi. Co
najmniej jedna z tych liczb jest wzglednie pierwsza z 13, zatem pewna ze wspomnianych
reszt jest rozna od zera.

Korzystajac z tego, ze r nie jest podzielna przez 13, dzielimy kongruencje stronami
przez r, otrzymujac m = 0 (mod 13), dla pewnego m, stanowiacego sume niektérych
sposrod wspétezynnikéw {5, 2,2, 3, —1} réwnania wyjsciowego.

Jednak 13 nie dzieli zadnej z tych sum, co prowadzi do sprzecznosci. Zatem nie istnieje
monochromatyczne rozwiazanie rownania 5a + 2b + 2¢ 4+ 3d = e.

Odpowiedz: Tak. O

6 Ciagi arytmetyczne w jednym kolorze

Twierdzenie 8 (Twierdzenie van der Waerdena) Dla wszystkich liczb k, [ catko-
witych dodatnich istnieje taka najmniejsza liczba W (k,l) € Z., ze kazde k-kolorowanie
zbioru {1,..., W (k, 1)} wyznacza monochromatyczny ciag arytmetyczny dtugosci [.

Twierdzenie van der Waerdena oznacza, ze dla kazdego kolorowania skonczonego zbio-
ru liczb catkowitych dodatnich istnieje skonczony, monochromatyczny cigg arytmetyczny
dowolnej dtugosci. Dow6d przedstawiony jest w [11].

Pokazemy jednak, iz wlasnos¢ ta nie zachodzi dla nieskonczonych ciaggow arytmetycz-
nych poprzez demonstracje odpowiedniego kolorowania Z .

Problem 4. Skonstruowaé takie kolorowanie skonczone Z, , ktére wyklucza istnienie
nieskonczonych, monochromatycznych ciggéw arytmetycznych.

Rozwigzanie. Podzielimy zbior liczb catkowitych dodatnich na nieskonczenie wiele
parami roztgcznych podzbioréw Aj, As, As, ... w taki sposob, ze pozdbior Ay zawiera k
kolejnych liczb catkowitych i znajduje sie pomiedzy podzbiorami Ay _; oraz Ag,q.

Podzbiory porzgdkujemy rosngco, tak ze maksymalnym elementem A; jest liczba
%k‘(k +1). Nastepnie kolorujemy je naprzemiennie na czerwono i niebiesko. Innymi stowy,
wszystkim elementom zbioru {1} przyporzadkowujemy kolor czerwony, elementom {2, 3}
- niebieski, {4, 5,6} - czerwony itd.



Wowczas dla dowolnej liczby [ € Z, kazdy nieskoniczony, monochromatyczny ciag
arytmetyczny o réznicy [ ma z zalozenia nieskonczenie wiele elementéw rozmieszczonych
w podzbiorach A;, Ay, Ajye, . ... Jednak kazdy z tych podzbioréw ma moc nie mniejsza,
niz [. Zatem jezeli wyraz opisanego ciggu nalezy do pozdbioru A; dla pewnego i > I,
to jego najblizszy wyraz nie nalezacy do A; musi znalezé¢ sie w A; 1, co jest sprzeczne z
monochromatycznoscig ciggu. O

Definicja 10. Niech A stanowi podzbior Z,.. Asymptotyczng gestosciq gorng zbioru A
nazywamy liczbe d(A), zdefiniowana nastepujaco:

d(A) = limsup |Aﬂ{1,...,n}|.

n—oo n

Twierdzenie 9 (Twierdzenie Szemerédiego) Kazdy pozdbidér Z, o niezerowej asymp-
totycznej gestosci gornej zawiera dowolnie dtugie, skonczone ciggi arytmetyczne.

Zaprezentowany przez Szemerédiego dowdéd mozna znalezé w [10]. Przedstawione po-
nizej twierdzenie nazywane jest czesto wielomianowym twierdzeniem Szemerédiego.

Twierdzenie 10 (Twierdzenie Bergelsona-Leibmana) Niech P, ..., P, beda wie-
lomianami o wspoétczynnikach wymiernych, takimi ze

1<j<n=(2€Z= Pjz)€)

i spelniajacymi zaleznosé¢ P;(0) = 0. Wowczas dla dowolnych liczb vy, . .., v, € Z, istnieja
liczby catkowite x # 0 oraz a, dla ktérych zbiér postaci

{a + Pi(z)vy,...,a+ P,(x)v,}

nalezy do kazdego pozbioru Z, o niezerowej asymptotycznej gestosci gornej.

Zauwazmy, ze podstawienie P; = jaz™ oraz v; = 1 dla kazdego j € {1,...,n} implikuje
fakt, iz niezaleznie od podziatu Z, na skonczong liczbe parami roztacznych podzbioréw,
co najmniej jeden z nich zawiera cigg arytmetyczny, ktorego réznicg jest m-ta potega
liczby catkowitej. Dowdd tego niezwyklego twierdzenia mozna znalezé w literaturze: [1].

Na zakonczenie przedstawione zostanie zadanie olimpijskie, ktore rozwiazemy, stosujac
jedno z poznanych twierdzen.

Problem 5. Zbioér liczb rzeczywistych zostal podzielony na dwa nieprzecinajace sie
pozdbiory. Wykazaé, ze dla kazdej pary (m,n) liczb catkowitych dodatnich istnieja liczby
rzeczywiste x < y < z nalezace do jednego podzbioru, takie ze m(z —y) = n(y — z).

(British Mathematical Olympiad 2012)

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze celem rozwigzania problemu wystarczy dowies¢ wersje dla
zbioru liczb catkowitych dodatnich. Na podstawie twierdzenia van der Waerdena jeden z
otrzymanych podzbioréw zawiera ciag arytmetyczny o dtugosci m +n + 1.



Niech a € Z, stanowi pierwszy wyraz tego ciagu, natomiast d € Z, jego rdznice.
Woéwezas liczby a, a+md oraz a+ (m+n)d sa wyrazami tego ciggu. Zatem podstawiajac

r=a, y=a+md, z=a+ (m+n)d,

otrzymujemy m(z — y) = dmn oraz n(y — x) = dmn, co konczy rozwiazanie. O
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