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Dla mojej Kochanej Babci
za to, ze zawsze mi pomaga
i nigdy nie pozwala

poddac sie bez walki.
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Wstep

W Konkursie Prac Matematycznych biore udziat pierwszy
raz. Duzo myslatam o tym, co ciekawego mogfabym
zaprezentowac rowiesnikom. Poniewaz oglgdatam kiedys
program o wstedze Mobiusa i ten temat mnie zainteresowat,
to postanowitam ,zarazi¢” nim innych. Informacje o wstedze
Moébiusa razem z ciekawymi eksperymentami znalaztam tez
w ksigzce pt. ,,Sciezki matematyki” i w Internecie. Dla mnie
temat jest ciekawy i mozna sie tym dobrze bawic. Jest to
i ciekawe, i tatwe.

Wstega Mobiusa nazwana tak od niemieckiego
matematyka jest obiektem szczegolnym w topologii.
Topologia (zwana poczgtkowo geometria situs, ,,geometriq
potozenia” Ilub analysis situs, ,analizq potozenia”)
w elementarnej wersji jest naukqg badajgcq te wtasciwosci
geometryczne, ktore nie zmieniajq sie przy przeksztatceniach
takich jak rozcigganie, skrecanie albo obroty. Do wfasnosci
takich nalezy na przyktad liczba otworow jakie znajdujq sie
w danej bryle geometryczne,.
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O powierzchniach i brzegu kartki.

Najczesciej po sklejeniu paska papieru spodziewamy sie,
ze mamy na tasmie dwie strony i dwa brzegi. | tak jest gdy
pofgczymy pasek zwyczajnie. Wystarczy jednak przed
sklejeniem obrocic kartke i wtedy okaze sie rzecz interesujgca.
Pasek zaczyna dziwnie sie zachowywac. Kartka bedzie miata
jedngq strone i jednqg krawedZz. Mozna to sprawdzi¢ malujgc
wybrang powierzchnie.

Zrobmy dwa kotka, przy czym jedno z nich sklejamy po jednym
potobrocie.

Co sie stanie jezeli na kazdym z nich narysujemy linie bez
odrywania reki? Otdz stanie sie tak, ze na zwyktej wstedze
linia bedzie z jednej strony, a na drugiej wstedze, inaczej
sklejonej (czyli wstedze Mébiusa) linia biegnie z obu stron
choc¢ nie przerywalismy rysowania pisakiem po kartce.
Oznacza to, Ze wstega przez to szczegolne sklejenie stata sie
jednostronna.

lle krawedzi ma wstega Mébiusa?
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Z mojego doswiadczenia, ktore przeprowadzitam wynika, ze
wstega Moébiusa ma jedng krawedz.

Co sie stanie gdy zrobimy dwa potobroty? lle jest teraz stron,
a ile krawedzi?

Teraz sq dwie krawedzie i dwie strony.

Liczba Liczba stron
obrotéw o kartki
160 stopni

1 1

2 2

3 1

4 2

3 1

] 2

WNIOSEK: Gdy mamy nieparzystq liczbe obrotow przed
sklejeniem to wstega ma tylko jednq strone, a gdy sq parzyste
liczby obrotow — wstega ma dwie strony.
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Moje eksperymentowanie

Zabawa w przecinanie sklejonej kartki, tez moze
przyniesc nieoczekiwane efekty. Pomysty tych eksperymentow
zaczerpnetam z ksigzki. Postanowitam jednak samodzielnie
zbadad, do czego zaprowadzq mnie postawione tam pytania.

Pierwsza ciekawostka — jedno ciecie.

lle kotek otrzymamy gdy rozetniemy wstege Mobiusa wzdtuz
linii srodkowej? Ci, ktdrzy nie rozcinajgc jej powiedzieliby, ze
to bedq dwa kotka pomyliliby sie. Bo po jej przecieciu
otrzymamy jedno kotko, ale za to dwa razy dfuzsze.

lle mamy na nim stron? Dwie.

Robigc wstege Mébiusa zrobilismy jeden potobrot paska przed
sklejeniem. Zrobimy teraz dwa potobroty.

Ciekawe co sie stanie po rozcieciu tej wstegi po catej dfugosci?
Po jej rozcieciu otrzymamy dwie zitgczone ze sobg mafe
wstegi.

Druga ciekawostka — dwa ciecia.

Zrobmy teraz, sklejajgc szersze paski, dwie wstegi. Z jednego
paska zrobmy wstege Modbiusa, a drugq sklejmy po jednym
peftnym obrocie. Co sie stanie, gdy zrobimy dwa rownolegte
rozciecia wzdtuz obu wsteg?
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Ze wstegi Mobiusa zrobity sie dwie — jedna duza, druga mata.
A z tej wstegi, ktora byfa sklejona po jednym peftnym obrocie
zrobity sie trzy wstegi — jedna szeroka i dwie wgskie.
Przeplatajq sie one ze sobq.

Trzecia ciekawostka — trzy ciecia.

Wstega z Wychodza 4 zlaczone ze soba takie
jedn}fm n:ah'm same wstggl.

obrotem

Wistega Wychodza 2 tak samo dlugie 1 tak
Mobiusa samo szerokie wstegi.

Czwarta ciekawostka — cztery ciecia.

‘.,I,Tgtqga Pc:nwsta}}-' 3 wstegi rc’:'znej dlugué-:i.
Mobiusa

Wstega z 1 Powstaly 4 takie same wstegi zlaczone
cah‘m obrotem | ze scbq.

Pigta ciekawostka — otwdr we wstedze.
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Zrobmy naciecie w pasku, z ktorego skleimy wstege Mébiusa,
i przewlekamy przez rozciecie jeden koniec paska przed
sklejeniem. Teraz konniczymy rozcinanie paska. Co sie stato?
Zrobita sie z niej jedna, dwa razy dtuzsza wstega.

Szosta ciekawostka — tgczone wstegi.

Rozciecia podwdjnej wstegi mogq byc¢ tez interesujqce.
Przygotowujemy dwa kodtka — jedno zwykte, a drugie wstege
Mébiusa. Sklejamy je, przeplatajqc pod kqgtem prostym.

Co sie stanie, gdy rozetniemy oba paski wzdfuz srodka?
Powstaty trzy wstegi. Dwie takie same i jedna dwa razy
dtuzsza.

Na zakonczenie dwa eksperymenty.

Z dwoch paskdow bedqg zwykte obrecze (nie wstegi). Sklejamy
je ze sobq pod kqgtem prostym. Nastepnie rozcinamy kazdq
obrecz wzdtuz srodkowej linii. Otrzymamy — niespodzianka —
kwadratowq ramke.

Teraz sklejamy pod kgtem prostym dwie czerwone wsteqi,
jedng prawostronnie i jedng lewostronnie skrecong,
a nastepnie rozcinamy je wzdtuz srodka. Co otrzymujemy?

Mamy splecione ze sobq dwa serca.
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O zastosowaniu wstegi Mobiusa.

Wezmy na przyktad wreczanie sportowcom medali.
Dekoruje sie ich szarfami zrobionymi wtasnie na sposob
wstegi Mébiusa. Gdyby np. medale umieszczano na zwyktych
wstegach, to zamiast utozy¢ sie gtadko na szyi odstawatyby
jak obroze dla psow.

Czy tasmociggi mogfyby miec¢ cos wspolnego ze wstegq
Mébiusa? Moim zdaniem wstega Mébiusa jest jakims
pomystem dla tasmociqgu. Przez swojg zamiennosc
transportowany materiat przesuwany bedzie po cafej
powierzchni tasmy. Zuzycie takiego tasmociqgu jest wiec
jednakowe.

Podobnie ma sie sprawa z dawnymi tasmami filmowymi.
W kinematografii tasma filmowa w ksztafcie wstegi Mdbiusa
pozwala na wielokrotng emisje filmu bez koniecznosci
wymiany szpuli z tasmqg. Tasmy te sq przy tym jakby
ochronione, przez sposob ich zafozenia, przed nierownym
niszczeniem.

Wstega Mobiusa zostata tez uzyta jako
symbol recyklingu. Ten znaczek wyraza, ze "
mozna danqg rzecz (np. papier, szkto itp.)
wykorzysta¢ wiele razy. Wtasnie poprzez

recykling, ze starej zuzytej rzeczy robi sie
zupetnie nowgq, gotowq do ponownego uzycia.

Istniejq ksiqgzki sklejone w ksztaft wstegi Médbiusa, ktdre
mozna czyta¢ w kotko zaczynajgc z dowolnego miejsca.
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Wstega Mébbiusa jest wykorzystana w matematyce w symbolu
nieskonczonosci, poza tym jest czesto elementem sztuki —
wykorzystywana do tworzenia bizuterii, rzezb, a nawet
w projektach architektow. Na przyktad architekci holenderscy
chcg juz wprzysztym roku postawic pierwszy budynek
wykonany w catosci w drukarce przestrzennej. Ma on miec
wtasnie ksztaft wstegi Mobiusa.
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Podsumowanie

W mojej pracy staratam sie pokazac, jak dobrze mozna
sie bawic¢ przy wstedze Mébbiusa. Ta niezwykta powierzchnia,
ma jednq strone i jednq krawedz. Na poczgtku badatam, jaki
jest skutek wykonywania kolejnych obrotow przed sklejeniem
kartki i co sie dzieje, przy rozcinaniu wstegi na rézne sposoby.
Nastepnie zaprezentowatam rdozne zastosowania
i wykorzystania wstegi Mébiusa.

Przy okazji badan nad wstegq poznatam nowe nazwisko
niemieckiego matematyka Moébiusa,

,topologia” i to, co byfo z tym zwigzane.

dziwne okreslenie

Polecam ten temat innym uczniom i mysle, ze moi
rowiesnicy tez mogq miec swietnq zabawe.
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Opinia nauczyciela

Magdalena jest uczennicg bardzo pilng. Wykazuje zdolnosci
matematyczne, stawia trafne pytania. Zawsze aktywnie uczestniczy
w zajeciach, chetnie po lekcjach pomaga rowiesnikom ttumaczgc im
niezrozumiate zadania. Brata udziat w konkursach matematycznych
takich jak Matopolski Konkurs Matematyczny, Miedzynarodowy Konkurs
KANGUR, Miedzypowiatowy Konkurs Matematyczny dla klas V oraz
w konkursach organizowanych w szkole ,Myslenie jest w cenie”, ,Po
rozum do gtowy’. Czesto rozwigzuje zadania nietypowe,
0 podwyzszonym stopniu trudnosci.

Temat i sposdb, w jaki Magda przedstawita go w swojej pracy
moze zainteresowac uczniow na zajeciach pozalekcyjnych. Opracowany
materiat, szczegolnie w czesci ,Moje eksperymentowanie” zawiera
wiasne dociekania matematyczne uczennicy, cho¢ pewne sugestie oraz
wskazowki pochodzity z podanych zrodet.

Dorota Libera
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