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1 Czym to sie je, czyli wprowadzenie.

Zagadnieniem, ktore chce dzi§ naswietli¢ i rozwinac jest Problem aniola zapropono-
wany przez angielskiego matematyka Johna Hortona Conway’a — tworcy Gry w zycie -
w 1982 roku w ksiazce Winning Ways. Zatytutowany zostal w niej: the angel and the
square-eater. Conway przedstawil ten problem w taki sposéb: Gra toczy sie na planszy —
nieskoriczonej szachownicy pomiedzy dwoma graczami - aniotem i diabtem. Na poczatku
gry aniol znajduje sie na srodku planszy. Posiada on ustalona przed rozpoczeciem gry
moc K. Oznacza to, ze w kazdej turze aniol moze przesunac sie o co najwyzej K ruchow
krola szachowego. Diabel natomiast w kazdej turze blokuje dowolne pole. Od tego mo-
mentu staje sie ono polem zablokowanym i juz nigdy nie bedzie mogt zakonczyé na nim
swojej tury, moze jednak nad nim przelatywa¢ w trakcie wykonywania ruchu. Diabel wy-
grywa jezeli uda mu sie doprowadzié¢ do sytuacji, kiedy aniot nie bedzie mogt juz wykonaé
zadnego ruchu. Aniol odnosi zwyciestwo jesli moze wykonywaé ruchy w nieskonczonosé.

Juz w 1982 roku pojawitl si¢ dowodd, ze jesli aniol ma moc K = 1 to diabel ma stra-
tegie wygrywajaca. Jeszcze tego samego roku Conway udowodnit tez, ze jesli aniot nigdy
nie zmniejsza swojej wspotrzednej y to rowniez diabet ma strategie wygrywajaca. Dowod
kolejnych faktow zajat troche wiecej czasu. Dopiero w 1996 roku Conway pokazal, ze
jesli aniol zawsze zwicksza swojag odlegto$é od $rodka planszy to réwniez wygrywa dia-
bel. W roku 2006 Peter Winkler w swojej ksiazce Mathematical Puzzles opisal ponownie
ten problem, co pomoglo w spopularyzowaniu, go i jeszcze tego samego roku pojawity
sie cztery niezalezne od siebie dowody zwiazane z tym problemem. Péter Gacs pokazat,
ze dla odpowiednio duzego K strategic wygrywajaca ma aniot. Brian Bowditch opubli-
kowal dowdd mowigcy, ze juz dla K = 4 aniol moze wygra¢ kazda partie. Natomiast
Oddvar Kloster i Andras Mathé przedstawili swoje dowody, ze nawet K = 2 daje anio-
towi strategie wygrywajaca. Problem zostal przeniesiony réwniez na trzy wymiary, gdzie
takze udato sie udowodnié¢ pare ciekawych faktow, jak ten, ze aniot o mocy K > 13 ma
strategie wygrywajaca.

Problem wydat mi si¢ niezwykle ciekawy. Zwtaszcza zaskakujace wydalo sie to, ze juz
moc K = 2 wystarcza, ale strategia jest nieoczywista i nie zawsze polega na uciekaniu
w kierunku najmniej zablokowanego obszaru. Kiedy okazalo sie, ze wiekszos¢ zaprapono-
wanych wariantow i strategii jest juz rozwazona pojawita sie nowa mysl. Co jesli moc K
bedzie oznaczaé, ze aniot moze wykonaé nie K ruchow krola szachowego, ale jakiejs innej
figury, np. konia lub wiezy? Wiekszosé¢ figur okazala sie malo fascynujaca za wyjatkiem
jednej. Niemniej postaram sie wspomnieé¢ o wszystkich tych przypadkach i zaprezentowac
to, co udalo mi sie zauwazy¢ oraz przedstawi¢ moje przewidywania w tym wzgledzie.
Innym ciekawym zagadnieniem jest: co jesli moc K oznacza, ze aniol musi wykona¢ do-
ktadnie K ruchéow krola szachowego (lub innych figur szachowych), zamiast co najwyzej
K ruchow. W swojej pracy chce zaprezentowaé niektore z dowodow roznych faktow zwig-
zanych z problemem aniota w moim opracowaniu oraz przedstawi¢ wlasne rozwazania o
wariacjach na temat tej gry.



2 Kiedy aniot jest krélem, czyli K=1

Jest to bardzo specyficzny przypadek. Dlaczego? Dlatego, ze ze wzgledu na krotki dy-
stans jaki moze pokonywaé aniol w jednym ruchu jest pozbawiony swojego gigantycznego
atutu, ktory posiada przy wiekszych wartosciach K, mianowicie mozliwosci przeskakiwa-
nia nad zablokowanymi polami, stad bedzie wynika¢ tatwos¢ dowodu. Przeformutujmy
troche warunek wygranej diabta - niech diabel wygrywa wtedy, gdy uda mu sie zamknaé
aniota w pewnym fragmencie planszy, ktérego aniol, niezaleznie od swoich ruchéw, nie
bedzie mogt juz nigdy opusci¢. Pokazemy, ze diabet moze zamknaé¢ aniota w odpowiednio
duzym kwadracie. Zal6zmy, ze diabet obral juz sobie obszar poza ktory nie bedzie chciat
wypusci¢. Najlatwiej uciec z tego obszaru bedzie aniotowi przez jego narozniki. Zatem
od zabezpieczenia sie na wypadek takiej proby musi zacza¢ diabel. Co wiec robi? Bloku-
je narozniki. Ale jak duzo po6l musi zablokowa¢? Pokazemy zaraz, ze za kazdym razem
kiedy aniol bedzie sie zblizal do ktoregos z brzegéw tego obszaru w ktérym diabet chce
utrzymac aniota przez caly czas trwania gry diabel bedzie musial reagowaé juz wtedy,
gdy aniol bedzie w odleglosci 6 ruchéw od brzegu obszaru. Zatem musi zablokowaé¢ w
kazdym rogu kwadrat o wymiarach 626, a poniewaz aniol nie moze przeskakiwa¢ nad
pojedynczym murkiem, wystarczy zablokowaé tylko dwa boki takiego kwadratu, czyli po
11 pol w kazdym z kwadratow. Zajmie mu to 4 - 11 = 44 ruchdéw, a nie chcemy, zeby
aniol mogt prébowaé uciec zanim diabet sie przygotuje. Dotarcie do ktoregokolwiek brze-
gu musi wiec zaja¢ aniotowi co najmniej 44 + 6 = 50. Nie wiemy w ktora strone poleci
aniot, wiec musimy wzia¢ taki zapas we wszystkie cztery strony, co daje nam obszar o
wymiarach co najmniej 1012101 (trzeba doliczy¢ pole na ktorym stoi aniot).

i L.
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Pola, ktore musi zablokowaé diabet zaznaczone sq na szaro, za$ srodek planszy, czyli
miejsce gdzie na poczgtku stoi aniol na czarno.
Rysunek poglgdowy. Proporcje niezachowane celowo.




Skoro diabet zabezpieczyt juz rogi to teraz przedstawimy algorytm postepowania, kie-
dy aniol znajduje sie w niebezpiecznej odlegtoéci od brzegu naszego kwadratu. Kiedy
aniot znajdzie sie w odlegtosci nie wiekszej niz 6 od krawedzi obszaru diabel zaczyna
blokowaé, co drugie pole przy krawedzi, zaczynajac od tych ktoére sg aktualnie najblizej
aniola (w przypadku remisu moze wybra¢ dowolne sposrod tych pol). Kiedy aniot zblizy
sie do brzegu na odlegto$¢ nie wiekszg niz 3 ruchy diabel musi zaczaé¢ blokowaé¢ dziu-
ry miedzy zablokowanymi juz polami, podobnie jak w poprzedniej fazie, zaczynajac od
najblizszych aktualnemu potozeniu aniota.
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Przyktad odparcia ataku na krawed?.
Liczby oznaczajg kolejnosé z jakq diabet blokowat pola.

To uniemozliwi aniolowi wydostanie si¢ w tym miejscu, ktorego jest najblizej, a po-
niewaz aniot porusza si¢ w tym wypadku tak szybko jak diabel blokuje pola, wiec z racji
tego, ze narozniki sa zablokowane nigdy nie uda mu sie opusci¢ tego kwadratu, w zwiaz-
ku z czym diabel moze konsekwentnie blokowac kolejne pola doprowadzajac do swojej
wygranej.



3 Aniotl ro$nie w site, ale spryt ten sam, czyli o stra-
tegiach, ktore nie gwarantuja wygranej aniolowi o
mocy K = 2 i wiekszych.

Pokazalismy juz, ze aniot ktéry ma moc K = 1 nie moze wygra¢ z optymalnie graja-
cym diabtem. Co zatem sie stanie, gdy zwiekszymy jego moc? Bardzo szybko okaze sie,
ze odpowiednio sprytny aniot jest w stanie wygra¢. Co wiecej juz moc K = 2 pozwala mu
wygra¢. Oczywiscie oznacza to, ze w podstawowej wersji gry kazdy aniot o mocy K > 2
ma strategie wygrywajaca, gdyz nie musi uzy¢ pelnej swej mocy - wystarczy zastosowac
strategie dla K = 2. Jak jednak wspomnialem juz we wstepie: zastanawial mnie réwniez
wariant tej gry, gdy aniol musi wykona¢ doktadnie K ruchow krola szachowego. Okazuje
sie, ze odpowiedz jest taka sama. Dlaczego? Ot6z mozemy zawsze wykona¢ taka sekwen-
cje ruchow, ktora zaczyna sie i koniczy na tych polach, ktére bylyby polem startowym i
koncowym dla aniota o K = 2 w danej turze. Jesli nasze K jest parzyste to wystarczy
ruszy¢ sie tak jak przewiduje to strategia dla K = 2, a nastepnie ruszac si¢ na dowolne
sasiednie pole i wracaé, jesli natomiast K jest nieparzyste i wieksze od 1 to pierwszy
ruch rozbijamy na dwa, to znaczy wykonujemy dwa ruchy, ktére mogltby zastapié¢ jeden,
a potem wykonujemy drugi ruch przewidziany w strategii dla K = 2 - w ten sposoéb wy-
konalidmy 3 ruchy, wiec musimy wykonac jeszcze parzysta ilos¢ ruchéw, wiec powtarzamy
trik z ruchem na sasiednie pole i powrotem.

Wida¢ zatem, ze kazda moc aniota da sie wykorzysta¢ tak, by efekt koricowy tury
byt taki sam jak dla dowolnego mniejszego K. Latwo tez zauwazy¢, ze nawet gdybysmy
dodali warunek, ze w ciggu trwania tury nie mozemy przelecie¢ dwa razy nad tym samym
polem to nie jest trudne skonstruowanie Sciezki o zadanej dtugosci K tak, aby zaczynata
sie w miejscu gdzie stoi aniol, a konczyta w dowolnym polu oddalonym od niego nie wiecej
niz K. Tak wiec warunek, ze aniol musi wykonaé¢ doktadnie K ruchow kroéla szachowego
mozemy bez straty ogélnosci pominagé.

Skupmy sie zatem na strategii wygrywajacej aniota. Oto kilka pomystéw strategii,
ktore maja szanse powodzenia:

3.1 Na teb, na szyje... Czyli gtupi aniol.

Pomystem na strategie, ktéry nasuwa sie jako pierwszy to uciekanie jak najdalej.
Pomysdlal o tym sam Conway, ale jeszcze tego samego roku w ktérym zaproponowal
problem udowodnil, ze strategia ta jest nieskuteczna. Pokazmy zatem jak diabel moze
powstrzymac tak grajacego aniota.

Mianem gtupiego aniota (ang. fool angel) bedziemy okresla¢ takiego aniota, ktory
obiera dodatkowe zalozenie, ze w kazdym ruchu bedzie zwiekszatl swoja wspolrzedna y.
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Zauwazmy, ze ghupi aniot ogranicza swoje ruchy. Jesli w pewnym momencie gry znajduje
na jakiej$ pozycji P, to zakres pol, na ktorych bedzie mogt sie w przysztosci znalezé jest
ograniczony przez dwie polproste zaczynajace sie w P i nachylone pod katem + — %
Diabel moze wiec probowaé¢ powstrzymacé ghupiego aniota szykujac dla niego putapke
w pewnej odpowiednio duzej odlegtosci S nad aktualng pozycja aniota. Nazwijmy pole
znajdujace sie w odlegtosci S ruchéw krola szachowego od P i o najmniejszej wspolrzednej
x A, a pole znajdujace sie w odlegtosci S ruchéw krola szachowego od P i o najwiekszej
wspohrzednej x B. Zauwazmy, ze odcinek |[AB| =2+ K - S + 1 i kazde pole na nim jest
osiggalne dla aniota w doktadnie takiej samej liczbie ruchow.

[A] 1B]

Od czego diabel zacznie tworzenie putapki? Diabel bedzie chcial zablokowaé co n-te
pole na odcinku AB, tak by ukoiniczy¢ blokowanie zanim aniol bedzie w potowie drogi
do putapki. Wykonanie tej trasy zajmie aniotowi conajmniej % ruchéw, a diabel musi

zablokowaé 23[5—“ pol co zajmie mu tyle samo ruchéw stad:
25K +1 < S
n — 2K’
co daje nam:
n>4K*+1

Po wykonaniu tej trasy aniot znajdzie sie w pewnym punkcie Q, a zakres jego ruchéw
zostanie znéw ograniczony przez nowe potproste, co wiecej teraz jedynie polowa odcinka
AB bedzie w przysztosci mozliwa do osiggniecia przez aniota. Nowe punkty skrajne, do
ktorych moze dotrzeé aniot na odcinku AB nazwijmy C' i D. Teraz diabel bedzie chciat
zablokowaé co n-te wolne pole na odcinku C'D. Jezeli wartos¢ n zostanie dobrana tak jak
poprzednio to zanim aniol wykona potowe drogi do odcinka C'D dwa z kazdych kolejnych
n pol beda zablokowane. Latwo wiec zauwazyé¢, ze po wykonaniu n takich faz wszystkie
pola na odcinku |AB|, ktore beda jeszcze osiagalne przez aniola beda juz zablokowane.
Diabtowi udato sie utworzy¢ o szerokosci 1, ale przeciez aniol moze mieé¢ wicksza moc.
To nie szkodzi, tatwo bowiem zauwazy¢, ze mozemy te strategie przeskalowa¢ na wieksza
moc. Zamiast odcinka, diabel chce wiec zablokowaé teraz prostokat o wymiarach Kz AB.
W tym celu zamiast blokowaé co n-te pole bedzie blokowat pionowe paski od dtugosci K,
w odlegle od siebie o n. Wida¢, ze jednoczesnie droga aniota musi wydtuzy¢ sie K-krotnie.
wiec dostajemy, ze:
K -n>4K® + K.

Zatem jesli dobierzemy:
S =K . UK

to zanim aniot dotrze do przgotowywanej przez diabta blokady bedzie ona ukoiniczona, co
oznacza, ze strategia ghupiego aniota jest nieskuteczna.



3.2 Skok w bok, czyli troche bystrzejszy glupi aniot.

Szukajac kolejnych sensownych strategii aniota rozwazmy nastepujgca: aniol nigdy
nie zmniejsza swojej wspolrzednej y. Oznacza to tyle, ze aniol nie koniecznie musi i§¢
do przodu - moze ucieka¢ réwniez w bok. Okazuje sie, ze i ta strategia nie gwarantuje
zwyciestwa. Diabet bedzie teraz w parzystych ruchach staral sie udaremnié¢ ucieczke anio-
ta w poziomie, a w nieparzystych bedzie budowat swoja putapke taksa jak w przypadku
zwyktego ghlupiego aniota, tyle, ze o wickszej mocy. Wiemy zatem jak diabel radzi sobie
z ucieczka na poéinoc w nieparzystych ruchach, a jak radzi sobie z ucieczka w poziomie w
parzystych? Bedzie on blokowal dtugie na K poél odcinki po lewej i prawej stronie aniota
w odleglodci 4K? ruchéw od jego pozycji poczatkowej. W co drugim ruchu parzystym
bedzie blokowal pole po lewej stronie aniota i w co drugim parzystym bedzie blokowat
pole po prawej stronie aniota. Stad co 4 ruchy bedzie blokowal pole z tej samej strony.
W tym czasie aniol moze pokonaé¢ maksymalnie 4K po6l w jedna strone, a ukoriczenie
jednej pulapki zajmie K ruchéw diabla, stad odlegtosé 4K?. Zatem zanim aniot dotrze
do putapki budowanej przez diabta bedzie ona ukoriczona, zatem w koricu bedzie zmu-
szony do ruchu na péinoc, a tam diabetl zaczyna budowe putapek od poczatku. Pozostaje
tylko pytanie: Jak duzg moc aniola powinien przyjaé¢ diabel chcac unieszkodliwié¢ jego
ucieczke na potnoc? Z racji tego, ze aniol niekoniecznie musi w kazdym ruchu zwiekszaé
wspolrzedna y, ale w poziomie moze si¢ przemieéci¢ o maksymalnie 4K? ruchéw diabet
musi traktowa¢ go jako aniota o mocy 4K? + K, co nie zmienia faktu, Ze jego strategia
nadal powstrzyma tak grajacego aniota. PokazaliSmy wiec, ze ta strategia aniota réwniez
zawodzi. Warto wspomnieé¢, ze nawet jesli aniot bylby jeszcze bystrzejszy i zostawial so-
bie zawsze mozliwos¢ ucieczki na potudnie o skoriczong ilos¢ ruchéw j to diabet réwniez
moze go powstrzymaé - wystarczy zamieni¢ pasy o dlugoéci K uniemozliwiajace aniotowi
ucieczke w poziomie na prostokaty o wymiarach Kxj. Widaé¢, ze ta strategia zadziata
analogicznie.

3.3 Byle dalej, czyli uciekajacy aniotl.

Skoro ucieczka na potnoc zawiodta to kolejna strategia, ktora wydaje sie by¢ oczywi-
sta szansa jest postanowenie, ze aniol bedzie stale sie oddalal od $rodka planszy. Takiego
aniola nazwiemy wuciekajgcym aniotem. Niestety i ta strategia zawodzi. Pokazemy jak
diabel moze poradzi¢ sobie z uciekajacym aniotem. Podzielmy nasza plansze na cztery
¢wiartki tak, aby proste ktoére ja dziela przecinaly sie pod katem prostym i zawieraty
po jednej krawedzi pola na ktérym stoi aniot. Nastepnie stworzmy klony naszego aniota,
ktore beda odbiciami wzgledem prostych i wzgledem ich przeciecia. Tak wiec z jedne-
go aniota zrobiliSmy cztery. Symetrie te beda zachowane przez caly czas trwania gry, a
ewentualne przejscia aniotéw do sasiednich ¢wiartek mozemy potraktowaé jak ruch tego
samego aniota, ktory nigdy nie opuszcza swojej ¢wiartki. Diabet podzieli swoje ruchy na
cztery rodzaje za kazdym razem starajac sie unieszkodliwi¢ innego aniota. Bedzie zatem
blokowat pola w kazdej ze ¢wiartek co cztery ruchy. W kazdej z éwiartek aniol tam sie
znajdujacy zachowuje sie podobnie jak ghupi aniot, co umozliwia diabtowi zastosowanie z
grubsza tej samej strategii, co przy ghupim aniele (mimo drobnych réznic, jak na przyktad:
inne utozenie pol) o mocy cztery razy wiekszej niz K. Tak wiec kolejny raz aniot zostal
unieszkodliwiony. Podobnie stanie si¢ z aniotem, ktoéry zatozy, ze nigdy nie zmniejszy od-
legtosci od srodka, czy, ze zmniejszy ja maksymalnie o jakas ustalona wartosé - wystarczy
zastosowac¢ kombinacje strategii dla uciekajacego aniota i bystrzejszych glupich aniotéow.
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4 Trzy gramy subtelnosci, czyli strategia wygrywajaca
dla aniota o K = 2.

Okazuje sie, ze strategia wygrywajaca dla aniota o mocy K > 2 jest nieco bardziej
subtelna niz préba ucieczki w sposob okreslony jednym prostym zalozeniem. Postaram sie
ja przedstawi¢ w oparciu o prace Oddvara Klostera. Andras Mathé przedstawil dowdd,
ktory w prosty sposob pokazuje dlaczego aniol o odpowiednio duzej mocy K wygrywa,
ale pokazanie faktu, ze odpowiednio duzym K jest juz K = 2, nie jest proste, dlatego
zdecydowaltem sie na opracowanie dowodu Klostera.

4.1 Ktéredy droga? Czyli podwaliny pod budowe strategii uciecz-
ki przed diabtem.

Aniol postanawia w swojej strategii, ze czes¢ pol to pola zakazane. Nigdy, w ciagu calej
gry, nie bedzie chcial wyladowaé na takim polu. Na poczatku gry polami zakazanymi jest
potowa planszy. Przez caly czas aniol bedzie chcial znajdowaé sie na polu sasiadujacym
z polem zakazanym. Wobec tego przynajmniej jedna krawedz pola na ktérym stoi aniot
jest czescia obwodu zakazanego obszaru. Nazwijmy obwod zakazanego obszaru sciezkq, a
ten fragment Sciezki, ktory jest krawedzig pola na ktérym stoi aniol nazwijmy aktualnym
fragmentem. W kazdym ruchu aniot bedzie przesuwat aktualny fragment o dwie jednostki
wzdhuz Sciezki tak by po wyladowaniu obok niego znajdowal sie on nadal po jego lewej
stronie, a nastepnie wykonuje ruch, tak by znalez¢ sie obok nowego aktualnego fragmentu.

4.2 Pora na zmiany, czyli o modyfikacjach tamanej brzegowej.

Przed kazdym ruchem aniot bedzie dodawat do zbioru pol zakazanych jak najwieksza
ilos¢ nowych pdl, co bedzie skutkowalo réwniez zmiana $ciezki. Jednak zawsze bedzie
chcial pozosta¢ wierny kilku zasadom: - Zakazany obszar musi pozostaé spojny. - Sciezka,
znajdujaca sie za aniotem, az do aktualnego fragmentu wlacznie pozostaje niezmieniona.
- Dhugos¢ Sciezki wzrosnie nie wiecej niz 2 jednostki na kazde pole zablokowane przez
diabta, ktore zostato dotaczone do zbioru pol zakazanych w tej turze. W niektorych
przypadkach (zwtaszcza, kiedy diabel zablokuje pole na ktorym stoi aniot) ksztalt sciezki
moze ulec degeneracji (patrz rysunek).



4.3 A ja Ci nie wierze, czyli czemu to dziala?

Aby udowodni¢, ze przedstawiona strategia dziala musimy odowodni¢, ze aniot nigdy
nie wyladuje na polu zablokowanym przez diabta. Przedstawimy tu jedynie sposob w
jaki bedziemy dowodzié¢ poprawnosci tej strategii, gdyz jest to w duzej mierze rozwazanie
duzej ilosci przypadkow, co jest mato fascynujace i nie jest istota tej pracy.

Po pierwsze pokazemy, ze aniot nigdy nie wyladuje na zablokowanym polu, ktére nie
jest polem zakazanym. Aniot przez caly czas porusza sie wzdtuz Sciezki, czyli po polach
sasiadujacych z zakazanym obszarem, a nie moze istnie¢ zablokowane pole sasiadujace
bezposrednio z zakazanym obszarem, ktore nie jest zakazane. Wcielenie takiego pola do
zbioru pol zakazanych oznacza wydtuzenie Sciezki o maksymalnie dwie jednostki. Zatem
wszystkie warunki sa spetnione, wobec czego powinno ono zosta¢ oznaczone jako zakazane.

Pozostaje nam zatem udowodnié, ze aniot nigdy nie stanie na zablokowanym polu,
ktore jest rowniez zakazane. W rzeczywistosci aniot nie staje na zakazanych polach wcale.
W celu zmuszenia anota do zakonczenia ruchu na zakazanym polu diabel musi doprowa-
dzi¢ do sytuacji kiedy jakas czes¢ Sciezki sasiaduje z dwoch stron z polami zakazanymi
(czyli jest zdegenerowana), a aniol znajduje sie na wyspie utworzonej z pél ktore nie sa
zakazane otoczonych polami zakazanymi. Powstanie takiej wyspy musiatoby sie odbywaé
przez tworzenie bariery z zablokowanych pol, ktéra bytaby konsekwentnie budowana wo-
kot aniota zgodnie z ruchem wskazowek zegara do momentu, az $ciezka sie zdegeneruje,
a wyspa zostanie zamknicta.

Aby stworzy¢ taka wyspe diabel musi zablokowa¢ pewng liczbe pol w pobliskim ob-
szarze (ze wzgledu na ostatni warunek jaki postawil sobie aniot). Jesli jednak wezmiemy
pod uwage, ze diabel blokuje pola z ograniczong predkoscia to cofajac sie w czasie do
momentu kiedy Aniot ma wej$¢ w obszar, z ktérego diabet chce zrobi¢ wyspe okaze sie,
ze juz wtedy byto zablokowanych tak duzo poél, ze potencjalna wyspa powinna zostac
uznana za obszar zakazany, a aniot zamiast wpas¢ w putapke zgodnie ze swa strategia
powinien ja obej$¢ dookota.



4.4 Biali nie umieja skakaé, czyli co jesli aniol nie moze przeska-
kiwaé¢ nad polami?

Po analizie tego dowodu zauwazytem, ze aniotl wcale nie potrzebuje tej wspanialej
zdolnodci jaka jest przelatywanie nad zablokowanymi polami, by wygra¢ z diablem. W
ciggu calej gry zadne zablokowane pole nie sgsiaduje ze $ciezka aniota, co juz wykazaliSmy.
Gdyby takie pole istniato to oznacza, ze graliSmy niezgodnie z nasza strategia. Zatem
zdolnosé ta jest mu catkowicie zbedna, bo nigdy nie bedzie musiat z niej korzystaé. Tak
wiec w wersji, w ktorej aniol nie potrafi lataé¢, a jedynie przesuwa sie po planszy rowniez
moc K = 2 wystarcza by wygra¢ z diabtem.

10



5 Aniol przestaje krolowaé, czyli wariacje na temat
gry.

Bardzo szybko okazato sie, ze podstawowa wersja gry przestatla mnie fascynowac,
dlatego zaczalem tworzy¢ jej wlasne wersje. Skupitem sie na tym, co sie stanie jesli moc
K bedzie oznaczaé, ze aniot moze wykonaé¢ K ruchéw na przyktad wiezy, zamiast krola.
Pominmy wersje kiedy aniot rusza sie jak pion, bo trywialne jest spostrzezenie, ze juz po
pierwszym ruchu przegrywa. Rozwazmy natomiast wszystkie inne figury.

5.1 Pikus, czyli prosta do rozstrzygniecia interpretacja.

Niech moc K oznacza, ze aniol moze wykona¢ K ruchow wiezy. W takiej interpretacji
juz K = 1 pozwala aniotowi wygra¢ kazda partie. Aniol bedzie chcial konczy¢ ruch na
takim polu, aby przynajmniej w dwoch kierunkach mogl przesuwaé sie w nieskonczonosé.
Poniewaz jeden ruch wiezy to dowolnie dtugi ruch w jednym z kierunkéw potudnie, péinoc,
wschod, zachod to aniot zawsze bedzie mogt przesuwac sie w tym kierunku, na ktérym nie
spotka zadnego zablokowanego pola w nieskoniczonosé, a poniewaz liczba zablokowanych
pol jest skoniczona to bedzie mogt on skoczyé na takie pole, ktore bedzie spetiaé jego
zalozenie. Zauwazmy, tez jesli aniot zawsze bedzie konczyt ruch na polu, z ktérego mogtby
ucieka¢ w przynajmniej dwie strony w nieskonczono$é to diabel w swoim ruchu moze mu
zablokowaé co najwyzej jedna z tych drég zatem w oczywisty sposéb aniot moze uciekaé
nadal. Podobnie jest w przypadku, gdy aniot rusza sie jak goniec i hetman. Od tej pory
bedziemy zatem inaczej interpretowa¢ moc K dla gonca, wiezy i hetmana, mianowicie
moc K bedzie oznaczaé, ze aniol moze przesunac sie o K pol w sposéb w jaki moze sie
porusza¢ odpowiednio goniec, wieza lub hetman.

5.2 To wyglada podobnie! Czyli o wiezy i goncu.

Swoje spostrzezenia rozpoczatem od pewnej obserwacji dotyczacej wiezy i gonca. La-
two zauwazy¢, ze to tak naprawde ta sama gra. Wystarczy obroci¢ plansze o 45 stopni
i teraz ruchy gonica sa ruchami wiezy tyle, ze na planszy ztozonej z potowy pdl - tych
po ktoérych moze poruszaé sie goniec. Oznacza to, ze zaréwno dla wiezy jak i dla gorica
bedzie dziataé¢ ta sama strategia.
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5.3 Wieza i goniec, czyli, co jesli aniotl jest jednag z tych figur?

Szukajac odpowiedzi na pytanie: "Co sie dzieje jesli aniol, rusza sie jak wieza lub go-
niec?" trafitem na strone Oddvara Klostera, ktory napisatl, ze diabel moze z powodzeniem
zastosowac swoja strategie przeciwko aniotowi-krolowi o mocy K = 1 w walce z aniotem-
wieza o dowolnej mocy K jesli dodatkowo zabronimy naszemu aniotowi przelatywa¢ nad
zablokowanymi polami. Wystarczy ja tylko odpowiednio przeskalowaé. A skoro tak sie
dzieje, to réwniez aniot-goniec przegrywa jesli nie moze przelatywaé nad polami.

Przedstawil on réwniez zarys dowodu oparty na pracy Briana Bowditcha, ze aniot-
wieza o mocy K > 9 ma strategie wygrywajaca. Wspomnial tez, ze da si¢ udowodni¢, iz
nie jest to najmniejsze wystarczajace K, co mozna udowodni¢ w oparciu o prace Andrasa
Mathé.

5.4 Hetman prawie jak kroél, czyli o strategii dla aniola-hetmana.

Nikt nie rozwazyt natomiast przypadku, gdy aniot rusza sie jak hetman. Intuicja
podpowiada, ze bedzie z nim tak samo jak z aniotem-krolem. Wydaje sie oczywistym, ze
powinno da¢ sie przenie$¢ strategie dla aniota-kréla o mocy K > 2 dla aniota-hetmana
o tej samej mocy. Ze wzgledu na specyficzny ksztalt $ciezki aniota jesli nie mozemy
wykonaé¢ ruchu przewidzianego w strategii mozemy pozwoli¢ sobie na male odstepstwo,
nie wykonujac ruchu w calosci, a jedynie przesuwajac sie o tyle, na ile pozwala nam
zdolno$¢ aniota. Mimo to strategia powinna zadziata¢ rownie dobrze, gdyz sytuacji takich
bedzie stosunkowo niewiele wiec nie daje to duzej przewagi diabtowi. Nie potrafie jednak
przeprowadzi¢ w peti formalnego dowodu.

5.5 Pora wyjs¢ ze stajni, czyli aniol-kon.

Najciekawszym wariantem gry, cho¢ tez wcale nie poruszonym w literaturze, jest ten
kiedy moc K oznacza, ze aniot moze wykonaé¢ K ruchéw konia szachowego. Ruchy aniota
sa wtedy bardzo specyficzne, a to sprawia, ze gra jest jeszcze bardziej intrygujaca. Po
pierwsze zauwazmy, ze jesli pomalujemy plansze jak szachownice to po parzystej liczbie
ruchow konia aniotl bedzie stal na polu o tym samym kolorze, co pole startowe, a po
nieparzystej liczbie ruchéw na polu o przeciwnym kolorze, gdyz zawsze ruszamy si¢ w
ksztalcie litery "L", czyli albo najpierw wykonujemy ruch o jedno pole w pionie lub
poziomie, zmieniajac kolor, a nastepnie ruch po skosie, ktory nie zmienia koloru, albo te
same ruchy w odwrotnej kolejnosci. Zatem kazdy ruch konia szachowego konczy sie na
polu o innym kolorze niz pole z ktérego ten ruch zostal wykonany.
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Oznacza to ze, w przeciwienstwie do aniota-kréla strategia wygrywajaca dla gry kiedy
aniol o mocy K moze wykonaé¢ co najwyzej K ruchow, nie zadziata, kiedy aniot bedzie
musiatl wykonac¢ doktadnie K ruchéw. Poniewaz drugi wariant jest bardziej skomplikowa-
ny skupimy sie na pierwszym. Zatem zaktadamy dalej, ze aniol o mocy K moze wykonaé
co najwyzej K ruchow. Okazuje sie, ze juz K = 3 wystarczy naszemu aniotowi, aby za-
stosowaé strategie dla aniota-kréla o mocy K > 2. Na rysunku przedstawitem aniota i
jego najblizsze otoczenie. Liczby na polach oznaczaja, ze tyle ruchéw konia szachowego
aniol musi wykonaé, by sie tam przemiesci¢. Dodatkowo na szaro zaznaczone zostaty
pola, ktore sa nieosiagalne dla aniota-kréla o mocy K = 2.
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Zauwazmy, ze jedyne pola osiggalne dla aniota-krola o mocy K = 2, a nieosiggalne
dla aniota-konia o K' = 3 to te pola z cyfra cztery w rogach biatego kwadratu. Warto
jednak zauwazy¢, ze strategia wygrywajaca, dla aniota-kréla o K > 2 nigdy nie bedzie
wymagaé przeskoczenia na to pole, gdyz oznaczaloby to przesuniecie odcinka aktualnego
na $ciezce o conajmniej 3 jednostki, a strategia tego nie przewiduje. Zatem dowiedlismy,

ze juz K = 3 wystarcza, aby aniot-kon mogl zastosowaé strategie dla aniota-kréla o mocy
K > 3.
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