Tréjkat Pascala od kuchni

Laura Opalska

Klasa 1ﬂ

Gimnazjumnr 1
z Oddziatan
Integracyjnym i fortowym
im. Bt Salomejgiae Ska

Laura Opalska
Gimnazjum nr 1 z Oddziatami Integracyjnymi i Spevieni im. Bt. Salomei w Skale



Tréjkat Pascala od kuchni

Drodzy Czytelnicy!

Pomyst na napisanie tej pracy zrodzit godczas lekcji matematyki
w klasie 6. Nauczycielka powiedziata nam o ¢oaj silni, ktéra byla nam
przydatna do rozwkeania trudniejszego zadania, ktorego sdrebrzmiata
nastpujaco:
Koledzy wybrali & do restauracji. Postanowili kugi3 pizze, ktore dulg
zawieraly r@ne skiladniki. Do wyboru byly: pieczarki, szynkat, dairczak
I cebula. Na ile rénych sposobow maegvybraé sktadniki do 3 pizz, tateby s
one nie powtarzaly? Kda pizza mee zawierg tylko jeden z dogpnych
sktadnikow.
Silnia tak mnie zainteresowalaze z ogromnym zapatem zatam
przeszukiwa strony internetowe w poszukiwaniu dodatkowych infacji.
Wchodzc coraz gibiej w wirtualm siet, natkretam sk na Symbol Newtona
Dwumian Newtonano i wreszci€lrojkqt Pascala Szczerze mowc, to wianie
ten ostatni termin skojarzyt mi¢siz popularnym kucharzem,ast tytut mojej
pracy.

Zgodnie z tytulem maj prag napisatam w formie przepisu. Dla
doswiadczonych ,kucharzy” jest on banalny, ale dla chorowignikdw staje
si¢ picciogwiazdkowym (*****) daniem.

Laura Opalska

*) - fatwe
(*****) - bardzo trudne
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Tréjkat Pascala od kuchni

Zacznijmy od definicji silni. To paegie kedzie nam potrzebne do zrozumienia
kolejnych tematow tej pracy.

Silnia
Symbol:n!

Mozna zdefiniowd pojecie silni w nasipujacy sposob:

dlanL N

n=1.2-3-...n dlan+0
S

Prawdziwe s zaleznosci: O
n'=(n-1)!n dlan>0

(n+1)! = nl\(n+1)

A oto kilka przyktadow:
11=1

41=1.2-3-4=24
6!=12-3:-4.5-6=720

Zauwazytam, ze:

ol =1!
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Tréjkat Pascala od kuchni

Symbol Newtona

Pierwsa rzecz jaka chciatabym Wam przekaza tym pogciu jest to, do
czego ma on zastosowanie. Gtéwryasdwie rzeczy:

pomaze nam przy pegowaniu dwumianow,
do obliczé kombinatorycznych - np. unaliwia on wyznaczenie liczby
kombinaciji - czyli liczlg sposobdéw na jakie dajezsvybrat k elementow
ze zbiorun elementow dlan i k naturalnych.

A oto Sym bol Newtona ktorego warté¢ obliczamy w nagpujacy
sposoéb:

gdzien i k naleza do zbioru
liczb naturalnych
orazk>0ik<n

Szczeqoblne przypadki:
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Tréjkat Pascala od kuchni

To byla teoria, a teraz czas na praktyk
Przyktad zastosowanYMBOLU NEWTONA.
Rozwiazmy nasgpujace zadanie:

Na ile sposob6w mina wybra reprezentag 5 osob z grupy 7 osobowej?

7N 7 1R2BRAGBI _(1[2[3@[5)[@6[7)_6[7_21
(5]_5![67—5)!_(19[331[5)[61@)_ (BrB)HR) 2

A co by byto gdyby k> n ?

Rozwiagzmy takie zadanie:
Na ile sposobOow mdna wybra’ reprezentagj 7 oséb z grupy 5 osobowej?

Nie jest to maliwe. Przyjmijmy zatem:
y
=0
7

Przy rozwizywaniu tego typu przyktadow nie memy stosowa
SYMBOLU NEWTONAoniewa:

(?J - 7!(55!— 7) ) 7!(?! 2)

Stad wniosek,ze j&sli k > n, wtedy:

(s
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Trojkat Pascala od kuchni

DWUMIAN NEWTONA

Zacznijmy od patgowania dwumianéw. Bez problemu poradzimy sobie
z kwadratem sumy i kwadratemzrocy (a + b, (a — b¥, z szécianem té nie
powinno by kiopotu. Ale jak obliczy np. 8 potge sumy liczb a i b?

W rozwiazaniu tego problemu pomocnygdzie Dwumian Newtona.
Dwumian Newtona

to wzor, zgodnie z ktérym pgie dwumianu maena rozwiaé w sung
jednomianow(*).

Dwumianowy wzor Newtona:

Przyktad:

(a+ b)8 — (f)j a.8—0 bO +(i] a8—l bl+(2] a8—2 b2 +(2] a8—3 b3+(jj a8—4 b4 +

o[ Blarsp+[ Bl arone e[ B a4 [ B aor dlaaz0i bz0
5 6 7 8

(a+b)’ = ) aobo+[ B arbr+| 2| ack2+ [ 2| aobie| 2| ot +
0 1 2 3 4
8 8 8 8
+| _|a’b’+| |a®b®+| _|a'b’+| |a’b® dlaaz0i b#0
5 6 7 8
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Tréjkat Pascala od kuchni

@ (6- o)'m' 8!8[!03! -1 @: (8—88!)![8! :oﬁ!gg -1
@ (6- 1)'EI] 7?&11: 38 (3}2(8—87!)@!18&!: 38

@ (8- 2)[2I o2 28

@: E —8$> 8l

28

26
@ NE —8;)! 3 5!8[!3! - 506 @ G —8;)! B 3!8[!5! - 506

@: T 70

T“am

Podstawitam do wzoru gotowe wyniki i otrzymatam:

(a+Dbf=
=1ab° + 8 a'bl+ 28 %%+ 56 b+ 70a'b* + 56 &b’ + 28 a%b® + 8 alb’ + 1a°h°

Warto zwroci¢ uwage na symetrie wspotczynnikéw:

1 8 28 56 70 56 28 8 1
-

Wartasci Symboli Newtona mmna otrzymaé w prostszy sposob
tworzac tabet zwary 1 rOjk atem Pascala.

Wyjasnienia do dziatu:
(*)JEDNOMIAN — wyrazenie algebraiczne, ktére jest iloczynem.
Nie wystpuje w nim dodawanie ani odejmowanie

(**) WIELOMIAN - suma skiczonej liczby
jednomianéw, bywa zwana sgralgebraicza.

*k*%
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Trojkat Pascala od kuchni

"JesteSmy czyns, lecz nie

jestesmy wszystkim."
Blaise Pascal

- francuski matematyk
ur. w 1623r., zm. w 1662r. To wdaie on opracowat
metod wyznaczania wspoétczynnikéw dwumianu
dowolnego stopnia (trégt Pascala). Byt filozofem, matematykiem, fizykiem
I publicyst. W mtodaci ojciec zabronit Pascalowi uczgic matematyki przed
15 rokiemzycia. Wszelkie ksizki matematyczne zostaly usgt@ z domu, wgc
maty Pascal nie widg innej maliwosci zacat samodzielnie odkrywardzne
twierdzenia matematyczne.

Przyjaciel Pascala bardzo lubit gry hazardowe. @&t s¢, ze przy rzucie
dwiema kostkami raz na 24 rzuty wypadmwie szostki, ale niestety
niewtasciwie okrelit szang wygrania (prawdopodohistwo przy 24 rzutach
wynosi 0,4914) i cgle przegrywat. Poprosit wtedy Pascala oc¢raBascal
zacat si¢ zastanawia i w wyniku przemylen powstaty zajzki statystyki

I rachunku prawdopodohistwa. Okazato sj ze dopiero przy 25 rzutach
prawdopodobigstwo wypadmgcia dwoch szoéstek jest gkisze od potowy
(wynosi dokfadnie 0,5055). Owocem zainteresowanszahdem jest wC
rozwoj nowych dziatbw matematyki.

Okoto potowa studentéw pierwszego roku historijednej z polskich
wyzszych uczelni na pytanie, kim byt Blaise Pascapavdada bez zaknigcia

- informatykiem i programigt(popularny ¢zyk strukturalny programowania na
czes¢ stynnego uczonego nosi nagwPascal).
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Trojkat Pascala od kuchni

Tréj k Qt Pascalaest to uktad liczbowy na tréjinej tablicy.

Jak przyrzadzié¢ Trojk at Pascala?

Zaczynamy od wierzchotka trgjta
wpisujc tam jedynk. Nastpnie
wpisujemy ¢ sany liczbe wzdtuz
ramion tréjkata.

Do kolejnych pustych pdl tréjia wpisujemy sumdwoch liczb potaonych
bezpdrednio nad danym polem.
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Tréjkat Pascala od kuchni

Liczby zapisane w- tym wierszu to kolejne wargoi
DWUMIANU NEWTONA

Rozwigzanie przyktadu umieszczone TROJK{CIE PASCALA

W miejsce pustych pol w 6smym wierszu wstawitam éspynniki
DWUMIANU NEWTONA

Wszystko st zgadza: suma liczb znajdaych st nad danym polem jest liczb
znajdupca sie w tym polu.
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Tréjkat Pascala od kuchni

,Przekatne” w Trdjk acie Pascala

Przekatna w Trojk acie Pascalaxdziemy okrélas
odcinek rownolegty do boku trgjka.

Pierwsza przekna sktada siz samych jedynek. Druga przghka to
liczby naturalne. Trzecia przgika ma w sobie magiczmwiasciwosc, poniewa

sktada st z
FPierwsza przekatna sklada
sie z samych jedynek.

Druga przekatna to
kolejne liczby naturalne.

LICZBY
TROJKATNE

Licz by tl’Ojk a(tne — Sa to liczby wyraajace ilosé elementéw ( np. piemtkow)
potrzebnych do ul@enia coraz wikszych tréjktow rownobocznych. Liczby te podlegaj
pewnym statym zasadom tworzenia. Oto sposéb iciczehiia:
KROK 1: Wypiszmy w pierwszym wierszu same jedynki, a béminio pod nim w drugim
wierszu liczby naturalne dodatnie.

* W pierwszej kolumniegsame jedynki
KROK 2: Nastpnie utworzmy 3 wiersz — liczb tréjtnych - poprzez dodanie liczby stogj
bezpdredni nad nia i liczby stopcej przed nia.

Kolumna Kolumna Kolumna Kolumna Kolumna Kolumna

1 2 3 4 5 6...
Wiersz 1 1 1 1 1 1 1...
Wiersz 2 1 2 3 4 5 6...
Wiersz 3 l i
(liczby
trojk at- 1 —» 3 6 10 —» 15 21...

ne)
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Tréjkat Pascala od kuchni

LICZBY
TROJKATNE L L ) ..
Wiasnie takie liczby zawiera 3 przgtha Trojlkata

Pascala.

No i rzeczywsécie chyba dobrze trafflimy z tym skfadnikiem, poniewadealnie
sprawdza siw praktyce.
Teraz przejdmy do czwartej przedtnej, ktor stanowi

liczby piramidalne, zwane liczbami czworéciennymi.

Wyobramy sobieze ze
szklanych kulek lub jakichkolwiek
o innych elementéw budujemy
LICZBY :
CZTWOROSCIENNE OStrostup — czworeian foremny,
wedtug pewnych zasad:

KROK 1. Tworzymy z 10 kulek
trojkat rownoboczny.

KROK 2. Na tych kulkach
uktadamy koleja warstwe

w ksztalcie trojlgta, tym razem
z 6 kulek.

KROK 3. Teraz uktadamy trzegwarstwe z 3 kulek.

KROK 4. Nastpnie uktadamy ostatmi czwart warstwe zawierajca 1 kulke.
Otrzymalsmy bryk — czwordcian foremny podobny do piramidy.

Czwarta liczba czwosgienna: ,20”
okredla ilos¢ wszystkich kul tworzcych piramid.
Mozemy zauway¢, ze kazda krawedz sktada si
z 4 kulek.

Laura Opalska
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Tréjkat Pascala od kuchni

Liczby piramidalne tworzy sibardzo podobnie jak liczby trgjtne.
Na pocatku wypisujemy w 1 wierszu same jedynki, w drugiozby naturalne
dodatnie. Nasgpnie zapisujemy pod spodem trzeci wiersz skigegi z liczb
trojkatnych. Nastpnie obliczamy w 4 wierszu liczby piramidalne, la@; suny
liczby znajdugcej skt bezpdredni nad nia i przed nia.

» W kolumnie pierwszejgssame jedynki.

Kolumna Kolumna Kolumna Kolumna Kolumna

1 2 3 4 5...
Wiersz 1 1 1 1 1 1...
Wiersz 2 1 2 3 4 5...
Wiersz 3
(liczby i l i l
trojk atne)
1 ——»3 —» 6 > 10 — ”15...
Wiersz 4
(liczby l l
piramidalne)

1 4 — > 10 > 20 > 35

Nasze danie, czyli Tréjik Pascala jest potravbardzo wyrafinowasn
Im dalej segamy tym bardziej odkrywamy kolejne smaki.
Kazdy z nich ma ogromni roznorodry giebie.
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Tréjkat Pascala od kuchni

Trojk at Pascala a cig Fibonacciego

Leonardo Fibonaccirozwigzywat pewn zagadk, ktorej tr&¢ brzmiata
nastpujaco:

W styczniu dostafe pare nowo narodzonych krolikébw. Po dwdch
miesycach para ta rodzi po raz pierwszy npyware, a potem regularnie jedn
nowy pare co miesic. Podobnie ma sirzecz z k&g nowy parg krolikbw: po
dwoch miesicach od urodzenia rodzi ona po raz pierwszy qa@are, a potem
jedng nowy pare co miesic. lle krolikdw lpdziesz miat w grudniu?

Fibonacci rozwjzujac t¢ zagadk odkryt pewien cig liczb nazwanych
pézniej Ciggiem Fibonacciego.

Ototeliczby: 1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, ...
Kolejna liczba w cigu Fibonacciego powstaje jako suma dwdch poprzédnic

Ciag tych liczb otrzymujemy sumag liczby znajdujce st po przektnej
w Trojkacie Pascala.

15 20 15 6 1
7 21 35 35 21 7 1
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Tréjkat Pascala od kuchni

Kolorowanki w Trojk acie Pascala

A teraz dodajmy koloréw naszemu daniu.
Pokolorujmy inm barwa liczby parzyste i nieparzyste.

Ta ,kolorowanka” jest tudgco podobna do
Jest to niekfczacy sk uktad trojkatow.

Jego konstrukcja jest naptijaca:

Zaczynamy od trojta rownobocznego o bolka Dzielimy go na 4 przystage
trojkaty rownoboczne o boki£ a a nasfpniesrodkowy trojkat ,wyrzucamy”.
Kazdy z trzech pozostatych tréitéw znowu dzielimy na 4 przystae trojkaty
0 boku¥ g a nastpnie z kadego z tych 4 trogddw ,wyrzucamy” trojlkat
srodkowy, otrzymugc w ten sposob 9 trégkow. Posgpujemy tak dalej

W niesk@czonae.

TROJKYT SIERPNSKIEGOjest przyktadeniraktala.
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Tréjkat Pascala od kuchni

Co sk stanie, j&li zamalujemy wszystkie pola z liczbami nieparzystyi,
a pozostate ( z liczbami parzystymi) zostawimy pus®

Przyjmug: n- liczby nieparzyste, p- liczby parzyste.

n n
‘n‘p‘n‘
ENENENEY
ENENEIEI Y
‘11 ‘ n ‘ ] ‘ r ‘ “| 11‘
ENEREY I N
‘“ 11‘11 11‘ 11‘ 11‘ 11‘ n
‘n‘l’|l"l"l"l’|l"l}‘n‘
‘11‘11‘1)‘1)|p‘p‘p‘p‘n‘n‘
(2 [ fnfe[ e[ pfr]e|[n][r]n]
[ w2 mfn e[ »] r] o[ af uf ufn ]
(ol e[ p] el o] e[r [wfp][r]r [ ]
‘11‘11‘1"p‘n‘n|11‘11‘“‘11‘11‘11‘11‘11‘
Lol e[ w] ofn ] o] wf o] ofn [pf[n]p[n]

A teraz zamalujmy pola z liczbami parzystymi

I n
‘n‘p‘n‘
ENENENEY
(o fe e ] n]
‘n‘n‘p‘p‘ “‘ 11‘
(v oo [ o] n] p] |
|ll ‘ n ‘ n 11‘ n n 11‘ n
‘11‘1"1"‘11‘l}‘l"l"l’|n|
‘ll‘n‘p‘ p‘ p‘ p‘ p‘ p‘n‘n‘
(v [efafef o] plefe[n][p] ]
[ n 2 fn e 2] v »f u] nf n[n |
(ol e[ e[| pfe [ nfp[r[r [ ]
‘ll‘ll‘l)‘l)|ll|ll|]:|l)‘11‘ll‘])‘])‘ll‘ll‘
ool af pln ] ] ofefnf pfn [p]nfp][n"]

Zauwazytam, ze te ,kolorowanki” sg réwniez podobne do Tréjkata
Sierpinskiego.
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Tréjkat Pascala od kuchni

Co sk stanie, gdy zamalujemy pola z liczbami
podzielnymi przez 2?

Malujemy pola z liczbami podzielnymi przez 3

x Zauwazytam, ze w wyniku takiego posgpowania otrzymujemy figury
symetryczne.
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Tréjkat Pascala od kuchni

A co otrzymamy, gdy zamalujemy pola z liczbami
podzielnymi przez 47

Zamalujmy pola z liczbami podzielnymi przez 5

Zaobserwowatanye gdybymy chcieli na cgsci tablicy Trojkata Pascala
zamalowa pola z liczbami podzielnymi przez 5 veony pos¢gpowa: wedtug
nastpujacej instrukcji:

Laura Opalska
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Tréjkat Pascala od kuchni

KROK 1. Zaczynajc od wierzchotka dzielimy troft Pascala na identyczne
paski sktadajce st z czterech wierszy, pordzy ktérymi jest odsp 1 wiersza.
KROK 2. Kazdy pasek dzielimy na przysiag trojkaty. W kazdym pasku ma
by¢ ich wigcej o 2 nk w poprzednim.

KROK 3. Gdy juz podzielilismy w ten sposdb paski, to malujemy co 2 tgbjk
Jezeli liczbe okreslajaca miejsce danego trGgka w pasie przyjmiemy jako, to
jezeli n jest podzielne przez 2, wtedy dany tabjkawiera liczby podzielne
przez 5.

Pomalujmy pola z liczbami podzielnymi przez 6

x| znowu otrzymalismy przyktad symetrii osiowe].

Dalsz zabaw z kolorowankami pozostawiam czytelnikowi.
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Tréjkat Pascala od kuchni

Troche pokombinujemy,
czyli kombinacje a Trdjkat Pascala

Zacznijmy od wyjanienia czym g
KOMBINACJE:

Jesli zbidr sktada sig zn r6znych elementow, to kady jego podzbiér
k - elementowyhazywamy kombinacp.

Przyktad zastosowaniBROJKITA PASCALAv kombinacjach:

Z Trojkata Pascala ni@my bezzadnych obliczé odczyt& ile kombinacji
obiektéw jest maliwych. Wystarczy wybré odpowiedni wiersz i odpowiedni
w nim liczke.

Oto zadanie:
Ania udata s¢ do cukierni i kupita 12 rinych ciastek. Na ile émych sposobow
mae wybra 3 z nich?

Zamiast mgczy¢ sie nad dtugimi obliczeniami wystarczy odnalev trojkacie
Pascala 12 wiersz (wierzchotek trai z liczly 1, to wiersz zerowy) i wybta
z niego liczlg na 3 miejscu (nie liek 1). Mamy odpowiezina nasze pytanie.

Wiersz 12 WwTROJK{CIE PASCALA

1 12 66 , 493 792 D24 TVh2 495 220 66 12 1

Jezeli nie mielibyscie w poblizu Trojkata Pascala ni@cie postay¢ sie
SYMBOLEM NEWTONA

12)_12 _omonin2 ..
3) 39l 123!

Odp.: Ciastka ména wybra* na 220 ranych sposobdéw.
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Tréjkat Pascala od kuchni

Szczsliwy rzut, czyli orty | reszki
a Trojk at Pascala

Mysle, ze nie spodziewadtie sk, ze TROJK{T PASCALANMa cé wspolnego
z pienedzmi.
A jednak!

Przyktad zastosowaniBROJK{TA PASCALA:

Rzucamy monet3 razy.
Jaka jest ile¢ mcliwych uktaddw ortow i reszek w takim przypadku?

Spoéjrzmy na trzeci wierstROJK4TA PASCALA
(wierzchotek trojlgta z liczly 1, to wiersz zerowy):

Trzeci wiersz oznacza licglmazliwych kombinacji przy trzech rzutach.
Pierwsza liczba 1 oznacza liezkombinaciji dla ortéw (OOO).

Druga liczba 3 oznacza liczlmaozliwych kombinacji dla dwoch ortéw i jednej
reszki (ORO, OOR, ROO).

Trzecia liczba oznacza liczlmozliwych kombinacji dla dwoch reszek i jednego
orta (RRO, ORR, ROR).

Czwarta liczba oznacza licglmazliwych kombinacji dla reszek (RRR).

*k%k

Laura Opalska
Gimnazjum nr 1 z Oddziatami Integracyjnymi i Spevyoni im. Bt. Salomei w Skale 22



Tréjkat Pascala od kuchni

Mysle, ze ta uczta dla umystu byta bardzo gya. Jeeli ktos jest nadal
gtodny, to widocznie jest takomczuchem matematyoznylam nadziej, ze
czytapc ¢ prag nie nudzilgcie st i dowiedzielscie sk wielu ciekawych
rzeczy.

Literatura:

Bobinski Z., Kurlyandchik L., Uscki M.Elementarne metody w kombinatoryce
Wydawnictwo Aksjomat, Tonfu2002

Encyklopedia. Matematyk&Vydawnictwo Greg, 2012
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Tréjkat Pascala od kuchni

DODATEK
DO PRACY
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Tréjkat Pascala od kuchni

DZIELNIKI B EDACE NATURALNYMI POT EGAMI LICZBY 2

TROJKAT PASCALA - PODZIELNOSC PRZEZ : 2 TROJKAT PASCALA - PODZIELNOSC PRZEZ : 4

TROJKAT PASCALA - PODZIELHOSC PRZEZ : 8 TROJKAT PASCALA - PODZIELNOSC PRZEZ : 1 6

TROJKAT PASCALA - PODZIELNOSC PRZEZ : 32 TROJKAT PASCALA - PODZIELHOSC PRZEZ : 64
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Tréjkat Pascala od kuchni

DZIELNIKI B EDACE NATURALNYMI POT EGAMI LICZBY 3

DZIELNIKI B EDACE NATURALNYMI POT EGAMI LICZBY 5

25
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Tréjkat Pascala od kuchni

DZIELNIKI B EDACE LICZBAMI PIERWSZYMI

TROJKAT PASCALA - PODZIELNOSC PRZEZ: TROJKAT PASCALA - PODZIELNOSC PRZEZ: 3 TROJKAT PASCALA - PODZIELNOSC PRZEZ: 5

TROJKAT PASCALA - PODZIELNOSE PRZEZ: ] TROJKAT PASCALA - PODZIELNOSC PR2EZ: ] ] TROJKAT PASCALA - PODZIELNOSC PRZEZ: ] J

TROJKAT PASCALA - PODZIELNOSC PRZEZ TROJKAT PASCALA - PoDZIELNOSE PRZEZ: 1] TROJKAT PASCALA - PODZIELNOSC PRZEZ

TROJKAT PASCALA - PODZIELNOSC PRZEZ: 4.3 TROJKAT PASCALA - PobzZiELNOSC PRZEZ: 47

TROJKAT PASCALA - PODZIELNOSC PRZEZ: 4]
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Tréjkat Pascala od kuchni

DZIELNIKI B EDACE ILUSTRACJ A DATY FINALU
KONKURSU

(11. 04. 2013)

TRO.KAT PascaLA - ponzieLnosc przez: 4] 4 (04 TROJKAT PASCALA - poziELhosc przez: 2013

4
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