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1 Wstep

W swojej pracy zbadatam zagadnienie podziatu odcinkéw w czworokacie.
Przeczytawszy artykut pt.  twierdzenie o odcinkach w czworokacie” staratam
sie uogolni¢ rozwazone w nim problemy i udowodni¢ przez przeprowadzenie
rozumowania dla dowolnego czworokata, postawiong w artykule hipoteze.
Tak wiec w swojej pracy nie opieram sie na konkretnych wartosciach
liczbowych podziatu poszczegdlnych odcinkow, a stosuje ogdlne nazewnictwo.
Dzigki temu udato mi si¢ zbada¢ jak dzielg si¢ poszczegdlne odcinki
w dowolnym rownolegtoboku, trapezie rownoramiennym, a wreszcie
w dowolnym czworokacie, przechodzac stopniowo od jednego punktu
podziatu przez dwa do czterech. Na koncu pracy badajac podziaty dla
czterech punktéw i rownolegltoboku stawiam hipoteze, ktéra okazuje sie
prawdziwa, a dowdd przeprowadzam z uzyciem twierdzenia Menelaosa.
Nazywam wyprowadzong zalezno$¢ twierdzeniem o podziale odcinkéw

w czworokacie.

2 Stosunki odcinkéw w czworokatach

Problem 1. Na poczatek rozwazmy prosty przypadek. Mamy réwnolegtobok

ABCD, na ktorego przekatnej BD lezy punkt P, taki, ze % =n. Niech F

bedzie punktem przeciecia prostej AP z bokiem CD. Zastanéwmy sie jaki

|DE| o

bedzie stosunek ek



P

Narysujmy druga przekatna (AC) i oznaczmy punkt przeciecia
przekatnych réwnolegtoboku ABCD jako S. PoprowadZzmy teraz prosta
przechodzacg przez punkt S i réwnolegta do prostej AFE i oznaczmy jej punkt
przeciecia z bokiem C'D przez M.

D E M C

P

Z twierdzenia Talesa mamy:

DE| |DP|  .-IBD| 1 2n 2 )
|[EM| |PS|  iBD|-iBD| n (2-n) n-—2
|CM| |CS)|
Z faktéw (1) i (2) mamy:
|DE| |DE| _|bE} 2 1 3
|EC|  |EM|+|MC|  2|EM| 2(n—-2) n-—2

3



Widzimy wigc, ze stosunek % w danym réwnolegtoboku zalezy tylko
od wyboru punktu P.

Problem 2. Dodajmy jeszcze jeden punkt, nazwijmy go R, taki, ze % =
m. Zastanéwmy sie jaka bedzie wartosé % . %?

D E c
P
R

Z rozwiagzania poprzedniego problemu mamy:
|ICE|
|ED|

|BF|
|FC|

Poprowadzmy prosta przechodzaca przez punkt S i réwnolegla

n—2 (4

~—

Analogicznie wyznaczymy

do prostej AF oraz oznaczmy jej punkt przeciecia z bokiem BC przez N.




Stosujac znéw twierdzenie Talesa mamy:

BF| |BR|  |BD|-L 2 -
[FN| = [RS| ~ 5BDI- EIBD| ~ m -2

|ICN| |CS|

== CN|=|FN 6
TN~ g4 = = loVI=1FN (6)

Z faktéw (5) i (6) mamy:

|BF| |FLI(G%) 1

\FC|  2|FL|  m-—2 )
Z (4) i (7):
\BF| |CE| 1 =2
FC| ED| “m—2 "V ®)

Sprébowatam teraz nieco uogdélni¢ nasze zadanie przeprowadzajac
podobne rozumowanie dla trapezu réwnoramiennego o znanym stosunku

w jakim dzielg sie przekatne.

Problem 3. Mamy trapez réwnoramienny ABCD o przekatnych

przecinajacych sie w punkcie S. Niech znany bedzie stosunek x = %.
Niech P bedzie punktem lezacym na przekatnej BD takim, ze % = n.
Poprowadzmy prostg AP a jej punkt przeciecia z bokiem CD oznaczmy

|DE| o

przez K. Zastanéwmy si¢ ile wyniesie stosunek ek

D E C

Poprowadzmy prosta przechodzaca przez punkt S, rownolegta do PE
i przecinajaca bok C'D w punkcie E.



7 twierdzenia Talesa mamy:

DE| _|pP|  L.|BD L.|BD

[EK| ~ [PS| ~ [BD[—[BS|—[DP| ~ [BD| - [BD| - |BS]

Oprocz tego mamy:

|BS| = |SD| -« |BS| = (|[BD| — |BS|) - @
|BS|(1+x) = |BD|-z |BS| = %

Podstawiajac (10) do (9) otrzymujemy:

DE| _ L.|BD) __h14a

|[EK|  [BD|-LBD[~[BD[{%, 1-1-3 " n-1-a

Ponownie z twierdzenia Talesa mamy:

ICK| |CS| 1 R
FR = sA = = |CKI=IEK

Ostatecznie otrzymujemy:

\DE|  |DE| _ |DE| 14z 1
|EC’|_|EK|+|CK|_(1+%)|EK|_n—1—x 1+2

1+z

n 1
n+m2xac

(11)

(12)

(13)

Zauwazmy, ze otrzymalismy ogoélniejszy wynik niz dla réwnolegltoboku.

Po podstawieniu x = 1 (w réwnolegtoboku przekatne dziela sie na potowy)

otrzymujemy ten sam wynik co poprzednio.



Problem 4. Mozemy teraz podobnie jak w rownolegtoboku wprowadzi¢
drugi punkt podziatu. Dodajmy wiec punkt R taki, ze % = m. Niech

punkt przeciecia prostej AR z bokiem BC' bedzie punktem F'. Z poprzedniego

problemu mamy dane % = . Sprébujmy obliczy¢ % ' Jg%
b c

W rozwiazaniu poprzedniego problemu otrzymalismy:

[EC] n—1-z 1412

_ 14
|ED] 1+ 1 (14)

Poprowadzmy prosta SL rownolegta do F'R i niech punkt L lezy
na boku C'B.




Korzystajac z zaleznosci (11) z rozwiazania poprzedniego problemu,

analogicznie mamy:
|BF|  1+z

= 15
|[FL| m—-1-—=x (15)
Z twierdzenia Talesa mamy:
ICL| 1 1
TH =y = ICU=_-1LA (16)
Ostatecznie dostajemy:
|BF| |BF| B |BF| 1+ 1 (17)
[FC| |FLI+ICLl  |FLi(1+1) m—1-z 14}
Z (14) i (17) mamy:
BF| |E 1 1 1 —-1-
|FC| |DE| (m—1-2x) (1+§) x (1+z)



Czyli
|EC| |BF| _ (n—1—u)
|\DE| |FC|  (m—1-ux)

Otrzymany  wynik  znowu  potwierdza  uzyskany  wczesniej

(19)

dla réwnolegtoboku.

Problem 5. Wro¢my teraz na chwile do réwnolegtoboku i przeprowadzmy
rozumowanie dla czterech punktéw podziatu.

Mamy wiec dany rownolegtobok ABC D, ktérego przekatne przecinaja sie
|BD|

w punkcie S. Niech P bedzie takim punktem na przekatnej BD, ze D] = v
a R takim punktem przekatnej BD, ze % = m. Nazwijmy punkty przeciecia

prostych AP, AR, CP, CR z bokami CD, BC, AD, AB odpowiednio
przez B, F, G, H.

Obliczmy jaki bedzie stosunek [AH| | |DE| |CF| |BG|

|HD| |EC| |FB| |GA|"

Poprowadzmy przez punkt S proste rownolegte do kolejno AP, AR, C'P,
CR i oznaczmy punkty przeciecia z bokami CD, BC, AD, AB odpowiednio
przez M, N, L, K.



Analogicznie do rozwigzania poprzedniego problemu:

BG| _|BR| _ _ 4-|BD| 2
IGL|  |RS| i-|BD|—L.|BD|] m-2

|AL| | AS]

EE Pl AL = |LG
LG~ 150 |AL| = [LG]
IBG|  |BG| _ |BG|] 1

|GA| — |GL|+|AL|  2|GL|  m—2
analogicznie:

[AH| _

=n-—2
|HD]
Ostatecznie otrzymujemy:

|AH| |DE| |CF| |BG| m—2 (n—2) 1
|HD| |EC| |FB| |GA] n-—2 (m —2)

(21)

(22)

(23)

(24)

Dostalismy, wiec tym razem wynik nie uzalezniony ani od n ani

od m. w zwigzku z tym wysnutam hipoteze, ze zaleznos¢ ta zachodzi

dla kazdego czworokata. Zanim jednak sprawdzimy czy postawiona hipoteza

jest prawdziwa, chcialabym pokaza¢ inny sposéb na rozwigzanie tego

zadania, réwniez opierajacy si¢ tylko na szukaniu stosunkow poszczegdlnych

odcinkéw. do rozwigzania tego problemu zastosuje twierdzenie Menelaosa,

ktorego tres¢ przypominam nizej.
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Twierdzenie Menelaosa

Zalozenia Mamy trojkat AABC 1 prosta przecinajacg bok BC
w punkcie D, bok AC w punkcie F, a przedtuzenie boku AB w punkcie F'.

Teza

|AE| |CD| |BF| _

1

|EC| |DB| |FA|
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Sposéb drugi

D E
P
G
7 twierdzenia Menelaosa dla trojkata AASB i prostej CG mamy:
|GA| |BR| |SC|
. . =1 25
|BG| |RS| |CA] (25)
Wiemy tez, ze:
SC| 1
L chod - 26
|CA| 2 (26)
oraz z (20) mamy:
|BR| 2
= 27
|[RS|  m—2 (27)
Z (26) i (27) mamy:
|G A| m — 2 |BG| 1
Lt IR N D ! - 28
1BG]| > T T GA T m—2 (28)
Analogicznie z twierdzenia Menelaosa dla trojkata ACSD i prostej AE
mamy:
|DE] 1
= 29
|[EC| n—2 (29)

dla trojkata ANASD i prostej C H mamy:
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|AH|
|HD|
dla tréjkata ACSB i prostej AF mamy:

n—2 (30)

CF| _
|FB|
Z faktéw (28), (29), (30), (31) ponownie otrzymujemy:

m—2 (31)

|AH| |DE| |CF| |BG| m-—2 (n—2) 1
|HD| |EC| |FB| |GA]  n-2 (m —2)

=1 (32)

Teraz wro¢my do naszej hipotezy i sprawdzmy czy dla kazdego czworokata

zachodzi podana zaleznos¢.
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3 Twierdzenie o) podziale odcinkéw

w czworokacie

Twierdzenie o podziale odcinkéw w czworokacie

Zalozenia Dany jest czworokat ABCD o przekatnych przecinajacych
sie w punkcie S. na przekatnej BD obrano punkty P i R przez ktore
nastepnie poprowadzono proste AP, C'P, AR i CR, ktore przeciety
kolejno boki C'D, AD, BC' i AB odpowiednio w punktach E, H, F, G.

Teza

[AH| |DE| |CF| |BG| _

1

|DE| |EC| |FB| |GA|
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Dowdd. Ponownie korzystajac z twierdzenia Menelaosa dla trojkata AASB
i prostej C'G' mamy:

GA| |BR| |SC| _, _ |BG| _|BE| |SC|
IBG| |RS| |CA| ~ IGA| ~ |RS| " |CA]

(33)

Analogicznie z twierdzenia Menelaosa dla trojkata ACSD i prostej AE

mamy:
|\EC| |DP| |SA| 1 — |DE|  |DP| |SA] (34)
|DE| |PS| |CA|l |[EC| — |PS| |CA|
dla tréjkata AASD i prostej C'H mamy:
|AH| |DP| |SC| . |AH|  |PS| |CA] (35)
|\HD| |PS| |CA| |\HD| ~— |DP| |SC]
dla tréjkata ACSB i prostej AF mamy:
|FB| |BR| |SA| _q |ICF| |RS| |CA| (36)
|ICF| |RS| |CA| |FB|  |BR| |SA]
Z faktéw (33), (34), (35), (36) mamy:
|AH| |DE| |CF| |BG]|
|HD| |EC| |FB| |GA|
_ IPS|-[CA-|DP|-|SA|-|RS| - |CA| |BR|-|SC| _ |
~ |DP|-|SC|-|PS|-|CA|-|BR|-|SA|-|RS|-|CA|
co konczy dowdd. O]
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