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W tej pracy przedstawimy twierdzenie Cevy, odwrotne do niego, oraz ich
zastosowania. Bgda to znane twierdzenia matematyki szkolnej mowiace o tym,
ze srodkowe, wysokosci 1 symetralne bokow dowolnego trojkata przecinajg si¢
w jednym punkcie. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Cevy okazalo si¢
Swietnym uniwersalnym ,kluczem” z ktérego w sposéb mniej lub bardziej
skomplikowany, mozna je wszystkie wyprowadzi¢.

Jest to twierdzenie geometrii plaskiej, ktore zostalo sformutowane
I udowodnione przez wtoskiego matematyka Giovanniego Ceve w 1678 roku.
Twierdzenie odwrotne jest prawdziwe i takze zostato udowodnione przez Cevg.
Cewa korzystal w dowodzie ze znacznie starszego twierdzenia Menelaosa. My
skorzystamy w dowodzie z wlasnosci pol trojkatow.

Twierdzenie Cevy

Jezeli trzy proste AD , BE , CF przechodzace przez wierzcholki trojkata
ABC i nie zawierajace zadnego boku trojkata przecinaja si¢ w jednym
punkcie lub sa réwnolegle, to odcinki wyznaczone przez punkty M, N, P
( punkty przeciecia prostych odpowiednio z bokami AB, BC i CA lub ich
przedluzeniami ) spelniaja warunek :

|AF| |BD| |CE| _
|[FB| |DC| |EA|

Na drugim z rysunkéw bedacych ilustracjami twierdzenia widaé, iz punkt
przecigcia si¢ prostych O moze leze¢ poza trojkatem.

C D
Cc
E
0 b 0
E
A F BF A B
Dowod
Przyjmijmy, ze :
_|BD|  |CE|  |AF|
T pcr YT |EAl © T |FB
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wtedy, po rozszerzeniu utamka (mnozymy licznik i mianownik przez %h) (gdzie

h to wysoko$¢ padajaca na CB) otrzymujemy:

|IBD| _ PAABD
IDC|  PAADC

1)

oraz.
|IBD| _ PAOBD

ipc| ~ paoDC ®

PAAOB = PAADB — PAODB 3
PAAOC = PAADC — PAODC @)

Z (1) i (2) wynika, zZe:
PAADB _ PAODB
PAADC ~ PAODC

Co obustronnie pomnozone przez: PAADC - PAODC daje:
PAADB - PAODC = PAODB - PAADC s
PAODB - PAADC

PAADB =
PAODC
Z@3)iG):
PAAOB = PAODB - PAADC PAODB = PAODB paADL
B PAODC B (PAODC
_ PAADC — PAODC PAODE — PAAOC PAODE
N PAODC ~ PAODC
PALOB — PAAOC - PAODB
N PAODC

PAAOB _ PAODB
PAAOC  PAODC

X

_ PAAOB
~ PAAOC

X

Analogicznie:

)
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_ PACOB
Y = pados

_ PAAOC
= PACOB
Zatem:

PAAOB PACOB PAAOC
PAAOC PAAOB PACOA

Xyz =

Po skroceniu otrzymujemy
xyz =1
ale

.., — |AF[1BD|, |CE]
X'Y'Z=1FB| \DC| |EA

wiec

|AF| |BD| |CE| _
IFB| |DC| |EA|

1

Pomyst dowodu zaczerpnelismy z Wikipedii
(http://pl.wikipedia.org/wiki/Twierdzenie_Cevy). Szczegoly dopracowalismy sami.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Cevy
Aby twierdzenie odwrotne do twierdzenia Cevy byto prawdziwe trzeba
dodatkowo zatozy¢ ze proste AD BE i CF nie sg rownolegte.

Jezeli trzy proste AD , BE , CF przechodzace przez wierzcholki trojkata
ABC i nie zawierajace zadnego boku trojkata wyznaczajq odcinki przez
punkty M, N, P ( punkty przeciecia prostych odpowiednio z bokami AB, BC
i CA lub ich przedluzeniami ), ktore spelniaja warunek

|AF| |BD| |CE| _
|FB| |DC| |EA|

1 to proste te przecinajg si¢ w jednym punkcie.
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Zatozmy, ze punkty D, E1F spehniajg rownanie twierdzenia Cevy. AD
I BE przecinaja si¢ w punkcie O i prosta CO przecina AB w punkcie F’.
C

¥ F’ :
A F B

|AF'| |BD| |CE| _
|[F'B| |DC| |EA|

Z udowodnionego powyzej twierdzenia mamy:

1

Po porownaniu z rGwnaniem :

|AF| |BD| |CE| _
|FB| |DC| |EA]

AF'  AF
mamy g = Py | + 1
AF +1= Aar +1
F'B " FB

AF' N F'B _AF N FB
F'B F'B FB FB

AF'+F'B _AF +FB
F'B FB

Po dodaniu jedynki do obu stron 1 wykorzystaniu réwnosci
AF'+ F'B = AF + FB = AB
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AB _AB
F'B~ FB
wiec
F'B =FB

Wtedy F’ =F bo nie moze by¢ inaczej gdy F i F’ leza na prostej BA
( 0 poczatku w punkcie B).

Pomyst dowodu zaczerpnelismy z Wikipedii
(http://pl.wikipedia.org/wiki/Twierdzenie_Cevy).

Zastosowanie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy w geometrii
szkolnej

Twierdzenie Cevy 1 do niego odwrotne maja wiele zastosowan
w geometrii. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Cevy jest idealne
do udowadniania wielu twierdzen poznawanych w gimnazjum.
Whniosek 1
Wszystkie srodkowe trojkata przecinajq si¢ w jednym punkcie.

Dowod:

Srodkowa to odcinek taczaca rodek boku tréjkata z przeciwnym bokiem.
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E
D
¢ B

- F
AF _q
FB
BD _. . _ |AF| |BD| |CE| _
DC wiee IFB| 1pc| |EA|
CE )
EA

Y,

Czyli z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy wynika, ze odcinki
AD, BE i CF przecinajg si¢ w jednym punkcie.
chbdu.

Dowod ten wykonalismy samodzielnie.

Whniosek 2
Wszystkie wysokosci tréojkata przecinajq si¢ w jednym punkcie.
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Dowod:

W przypadku trojkata prostokatnego:

A

AC 1 AB sg wigc one wysokosciami 1 wigc jak wysokos¢ AD przecinajg
si¢ w punkcie A.

W przypadku trojkata ostrokatnego

C
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A ADC jest podobny do A ECB ( poniewaz maja po kacie prostym i jeden
wspolny kat ACB). Wynika to z cechy kK. ( kat-kat ) podobienstwa

trojkatow.
BC EC
= O
AC CD
. : , AB DB
Analogicznie AABDiA FBCwige: — = —— @
BC FB
: _ AB AE
I A ABE, i AAFC — = - 3
AC AF
BC FB
Odwracam rownos¢ (2): — = (@
AB DB

o BC AB FB AE
Mnozg¢ stronami @) I @3): ' = ' (5)
AB AC DB AF

. _ BC FB AE
Po uproszczeniu otrzymujeg: C _ DB . AF ()

Porownuje (1) i (5), bo majg takg samg lewa strong

EC _FB AE | EC
cD DB AF | ¢D

- FB _AE _ CD
~ DB AF EC
FB CD AE
Porzadkuje: AF . DB . EC =1

Roéwnose ta pokazuje, ze spetnione sg zatozenia twierdzenia odwrotnego
do twierdzenia Cevy, wigec wysokosci AD, BE 1 CF przecinaja si¢

w jednym punkcie.
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Dla trojkata rozwartokatnego:

A ACD jest podobny do A CBE (poniewaz kat ACD i kat CBE sag

wierzchotkowe a kat ADC 1 kat CBE proste) wiec z cechy kk. podobienstwa

oo AC _ DC

rojkatow: — = ©

AABD jest podobny do AFBC (poniewaz kat ABC majg wspdlny i kazdy z nich
Lo oy AB _ DB

ma po kacie prostym) 5 Br"

Jak w przypadku dla trojkata ostrokgtnego odwracam ) mnoz¢ stronami

przez o:

CB AB _CE DB
AC CB DC BF

Po skroceniu otrzymuje:

AB _CE DB
AC DC BF

Z ) poniewaz lewe strony sg takie same:

AE _ CE DB AF
AF  DC BF AE
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CE- DB - AF
~ DC-BF - AE

CE DB AF
e YlT:

Znéw spelione sg zatozenia twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cewy,
awiegc w przypadku trojkata rozwartokatnego przedluzenia wysokosSci
przecinajg si¢ w jednym punkcie.

chdu.

Dowod w przypadku tréjkqta ostrokgtnego zostat zaczerpniety z ksigzki Jarostawa
Gornickiego ,,Okruchy matematyki’’, a pozostate przypadki uzupetnilismy sami.

Whniosek 3
Symetralne bokow trojkata przecinaja si¢ w jednym punkcie
Dowdd:

Dla trojkata ostrokatnego:

AB  AC 2 , , ,
— = — = - (poniewaz D jest §rodkiem AB )
DB DE 1

analogicznie DF = %BCi EF = %AB.
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W trojkacie DEF symetralne bokow trojkata ABC zawieraja wysokosci
mniejszego trojkata. Te na podstawie wniosku 2 przecinajg si¢ w jednym
punkcie.

W przypadku trojkatow prostokatnego i1 rozwartokatnego dowod si¢ nie
zmienia. chdu.

Pomyst dowodu wniosku 3 zaczerpnelismy z ksigzki Jarostawa Gornickiego ,, Okruchy
matematyki’’.

Whiosek 4

Proste laczace wierzcholki trojkata z punktami stycznosci okregu
wpisanego w trojkat przecinajga si¢ w jednym punkcie.

Dowod:

Aby wpisac okrag w trojkat nalezy skonstruowac trzy dwusieczne jego
katow:

Ale punkt O to nie punkt Grenne’e (punkt przecigcia prostych z wniosku
4), a punkty K, L, M to nie punkty stycznosci okregu do bokéw. Gdy juz
mamy skonstruowany okrag w trojkacie:

FC=CE=a z podobienstwa trojkatow OFC 1 OEC ( cecha kat-kat )
AD =AF =D
DB = BE =c¢  analogicznie
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Czyli :

Znowu spelhione sg zatozenia tw. odwrotnego do tw. Cevy czyli proste
AD, BE i CF muszg si¢ przecina¢ w jednym punkcie
chdu.

Dowdéd przeprowadzilismy samodzielnie , ale w oparciu o rysunek 7 w artykutu dr Michata
Szurka ,, Antomat do udowadniania twierdzen *’ w czasopismie ,,Delta *’ z maja ( 1983 r. )

Jak widaé¢, wiele faktéow, ktore podawane s3 nam w szkole mozna
wyprowadzi¢ twierdzenia odwrotnego do tw. Cevy. Uzupehit on juz
W erze nowozytnej (1678 r.) geometric znang Ww starozytnosci,
uporzadkowang przez Euklidesa ( zwang dzisiaj geometrig euklidesowg ).
Za okoto 200 lat okaze si¢ ,ze geometria euklidesowa nie musi by¢
jedyna. Geometri¢ oparta na innych aksjomatach wymysli Mikotaj
Lobaszewski, Rosjanin, syn polskiego zestanca.
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