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Przedmowa

Teoria liczb oraz nieréwnosci to dwa szerokie zagadnienia, z ktorymi
zawsze musi zmierzy¢ sie kazdy olimpijczyk. Niniejsza praca laczy je w so-
bie. Po pierwsze traktuje o funkcji o, czyli sumie dzielnikéw calkowitych
dodatnich liczby naturalnej. Po drugie pare stéw poswiece funkeji 7 - ilosci
dzielnikéw catkowitych dodatnich liczby naturalnej. Po trzecie za$, z wymie-
nionymi funkcjami wiaza sie bardzo interesujace fakty dotyczace ograniczen
ich wartosci.

Praca ta zostata przygotowana na Konkurs organizowany przez Krakow-
skie Mtodziezowe Towarzystwo Przyjaciot Nauk i Sztuk, jednak skierowana
jest réwniez do wszystkich sympatykow teorii liczb oraz szeroko pojetej ma-
tematyki. W poprzednim roku zajmowatem sie zagadnieniami algebraiczny-
mi zwigzanymi z nieréwnoscig miedzy Srednimi oraz zwigzkami miedzy suma
i iloczynem n liczb. Na poczatku wprowadze podstawowe pojecia i przyto-
cze fakty, ktorych poézniej uzyje do wykazywania wspomnianych wtasnosci
funkcji o oraz 7, a takze do rozwigzywania zadann pochodzacych z rozma-
itych olimpiad matematycznych. W wielu miejscach zamieszczam komenta-
rze wprowadzajace w technike oraz zastosowany schemat rozumowania, aby
Czytelnik mogt w pelni poznaé sposob rozwiazania danego zadania. Ponad-
to praca traktuje rowniez o funkcjach arytmetycznych, a w szczegolnosci
znanych funkcjach teorioliczbowych. Wykaze miedzy innymi ich multipli-
katywno$é oraz wlasnosci w splocie Dirichleta, jak réwniez same wlasnosci
splotu jako dzialania grupy abelowej. Praca zawiera w sobie takze elementy
wiedzy informatyczno - algorytmiczne;j.

Chciatbym w tym miejscu podziekowaé¢ mojemu opiekunowi - Prof. Jac-
kowi Dymelowi - za pomoc podczas tworzenia tej oraz innych prac, a takze
za cenne wskazowki.

Barttomiej Grochal



Spis oznaczen uzytych w pracy

P - zbior liczb pierwszych

N = Z, U {0} - zbior liczb naturalnych
Z - zbior liczb caltkowitych

Z - zbior liczb catkowitych dodatnich
Q - zbior liczb wymiernych

R - zbior liczb rzeczywistych

R, oraz Q4 - analogicznie jak powyzej
C - zbidr liczb zespolonych

|| - podloga z liczby x

[x] - sufit z liczby

(z,y) =1 - liczby = oraz y sa wzglednie pierwsze
k|n - liczba k dzieli liczbe n

ktn - liczba k nie dzieli liczby n



Wstep

Definicja Funkcjg 7 : N — N nazywamy takq funkcje, ktora dowolnej licz-
bie naturalnej n przypisuje ilosé jej dodatnich dzielnikow catkowitych.

Twierdzenie (Wzor jawny na liczbe dzielnikow) Jezeli n = pi™* ... p*,

to:
k

7(n) = [ (i +1).

=1

Dowdéd Zauwazmy na poczatku, ze powyzszy rozklad jest jednoznaczny,
co wnioskujemy z podstawowego twierdzenia arytmetyki. W dalszej czesci
pracy, stosujac ten zapis, omine te uwage.

Przeprowadzimy dowdd kombinatoryczny. Zauwazmy, ze kazdy dzielnik licz-
by n musi zawiera¢ te same (cho¢ oczywiscie nie wszystkie) liczby pierwsze
D1, D2, - - - Pk, co liczba n w wyktadnikach nieujemnych oraz nie wiekszych
od odpowiednio: a1, as,...,ar. Kazdy taki dzielnik mozemy wiec zapisaé
w postaci: p?l ...p']fk, gdzie: Vicqio..4y ¢+ Bi € {0,1,2,...,0;}. Wynika
stad, ze wykltadnik liczby p; mozemy dobraé¢ na a; + 1 sposobéw, wy-
ktadnik liczby ps - na ag + 1 sposobow i tak dalej. Otrzymujemy zatem
(a1 + 1)(a2 + 1)...(ag + 1) réznych liczb, ktore sa dzielnikami liczby n.
Sa to oczywiscie wszystkie takie liczby, poniewaz rozwazylismy wszystkie
mozliwe wartosci wyktadnikow aq, ao, ..., ag.

O
Definicja Sumg dzielnikow nazywamy liczbe:
o(n)=> d,
djn
gdzie: d,n € Z.

Twierdzenie (Wzor jawny na sume dzielnikow) Niech n = Hle P, gdzie:
vie{l,Q,...,k} 1 py € P. Wowczas:

Dowéd
Whoiskujemy jak powyzej. Skoro d jest dzielnikiem liczby n, to musi zawie-
ra¢ w swoim rozkladzie te same liczby pierwsze w potegach nie wiekszych,



co liczba n. Zatem jest on postaci:

d=plp .. p’fk,

gdzie: Vicq10,. k) Bi €1{0,1,..., a;}. Zatem:

Z Z Zppo

=0 B2= Br=0
aq s (e} 5 Qg 3 pal-I—l 1
Soof ) wk ) () =TT
B1=0 B2=0 Br=0 =1 1t

Ostatnie przejscie otrzymujemy przez wykorzystanie wzoru skréconego mno-
zenia: a” — b".

0

Przyjrzyjmy sie teraz innemu algorytmowi obliczania wartosci funkcji . Dla
cztowieka, ktéory wykonuje podane w nim operacje na kartce moze by¢ on
niepraktyczny i uciazliwy, jednak komputer radzi sobie z nim caltkiem do-
brze. Stosujac go, mozemy w bardzo krotkim czasie uzyskaé¢ wartosci o(n)
dla bardzo duzych i ztozonych liczb n. Przedstawie go w trzech wersjach.
Pierwsza z nich to stowny opis dziatania, druga - zapis w tak zwanym "pseu-
dokodzie", za$ trzecia - implementacja w jezyku C+—+.

Opis slowny dzialania algorytmu na obliczanie wartosci o(n)

Idea algorytmu jest bardzo prosta. Bierzemy dana liczbe n i chcemy wy-
znaczy¢ sume dzielnikow wszystkich liczb mniejszych lub réwnych od niej w
ztozonosci O(ny/n). W tym celu, dla kazdej z liczb powtorzymy nastepujaca
procedure:

1. Sprawdzamy, czy ktoras z liczb ze zbioru: {1,2,...,[/n1]} dzieli licz-
be n1 < n. Jezeli tak, to dodajemy jej warto$é¢ do sumy, jezeli nie -
przechodzimy do kolejnej liczby z tego zbioru.

2. Zauwazmy, ze jesli pewna liczba n; ma dzielnik p mniejszy od /ny,
nl —

to ma rowniez dzielnik p; wigkszy od /n taki, ze: =p1.

3. Zatem do naszej sumy mozemy dodaé¢ réwniez liczbe ?1, czyli tak
zwany dzielnik komplementarny do p. Nalezy jednak pamietaé¢ o tym,
ze jezeli liczba ny jest kwadratem, to dzielnik |/n1 dodajemy tylko raz!
W ten sposob znalezlismy i zsumowaliSmy wszystkie dzielniki pewnej
liczby n1 < n w czasie O(\/n1), poniewaz wykonaliSmy /n; iteracji.
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Szacunkowo zatem zlozonosgé algorytmu wynosi O(n+/n), poniewaz dla kaz-
dej z n liczb wykonujemy co najwyzej \/n operacji.

Zapisy algorytmu w pseudokodzie oraz w jezyku C++ znajduja sie na koricu
mojej pracy. Sa to algorytmy opatrzone odpowiednio nazwami: Algorithm
11 Algorithm 2.

Funkcje arytmetyczne

Definicja Funkcjg arytmetyczng nazywamy kazdg takg funkcje f, ktora spet-
nia warunek:

f:N—=C.

Definicja Funkcje arytmetyczng f nazywamy multiplikatywna, jezeli dla
wszystkich par (a, b) liczb wzglednie pierwszych spetniona jest réwnosé:

f(ab) = f(a) - f(b).

Definicja Tocjentem nazywamy takq funkcje ¢ : N — N, ktdra dowolnej
dowolnej liczbie naturalnej n przypisuje ilosé liczb wzglednie pierwszych z
nig @ nie wiekszych od niej samej. Jezeli n = pi™* ... p*, to:

gp(n):n-ﬁ<1—;>.

Definicja Funkcjg 7 : N — N nazywamy takq funkcje, ktéra dowolnej
liczbie naturalnej n przypisuje ilosé liczb pierwszych nie wiekszych od niej
samej.

Definicja Funkcjg p : N — {—1,0,1} nazywamy funkcje okreslong dla
dowolnej liczby naturalnej n w sposéb nastepujgcey: p(1) = 1, u(n) = 0 je-
zeli n jest liczbg podzielng przez kwadrat liczby pierwszej oraz p(n) = (—1)*
gezeli liczba n jest iloczynem k roznych liczb pierwszych.

Definicja Funkcjg I : N — {1} nazywamy takq funkcje, ktora dowolnej
liczbie naturalnej n przyporzgdkowuje wartosc 1.

Definicja Funkcjo T : N — N nazywamy take funkcje, kitdra dowolnej
liczbie naturalnej n przyporzgedkowuje liczbe n.



Definicja Funkcjg e : N — {0,1} nazywamy takq funkcje, ktora dowol-
nej liczbie naturalnej n przyporzgdkowuge liczbe 0 jezeli n # 1 oraz 1, gdy
n = 1. Funkcje te definiujemy jako:

o-lil-40 05

Od tego momentu powyzsze oznaczenia beda odnosi¢ sie do przedstawio-
nych funkcji, chyba ze zaznaczono inaczej. Ich szczegétowe wlasnosci zosta-
ng omowione w dalszej czeci pracy.



Splot Dirichleta, multiplikatywnosé

Definicja Niech f,g : N — C bedg funkcjami arytmetycznymi. Splotem
Dirichleta funkcji f, g nazywamy funkcje f g okreslong dla dowolnej liczby
naturalnej n wzorem:

=Y fg(5) = X Fd)gldz)

dn dida=n

gdzie: de oznacza sumowanie po wszystkich dzielnikach liczby n, za$
Zdl do—n 0ZNGCZA sumowanie po parach dzielnikéw komplementarnych.

Od tego momentu pod pojeciem "dzielniki liczby n" uzywal bede sformuto-
wania: "dodatnie catkowite dzielniki liczby n", chyba ze zaznaczono inaczej.
Ponizej znajduje sie¢ omoéwienie kilku podstawowych wtasnosci splotu Diri-
chleta.

Twierdzenie Zbior funkcji multiplikatywnych tworzy grupe ze splotem Di-
richleta jako dziataniem grupowym.

Dowod

Aby wspomniany zbior byt grupa, musimy wykazaé nastepujace wlasnosci
splotu Dirichleta: taczno$é, istnienie elementu przeciwnego oraz istnienie
elementu neutralnego. Dodatkowo wykazemy, ze splot ten jest przemienny,
co skutkuje tym, ze powyzsza grupa bedzie w istocie grupa abelowa.

Dowdd istnienia elementu neutralnego. Niech f bedzie dowolng funkcja aryt-
metyczna. Wéwcezas dla dowolnej liczby naturalnej n:

(fre)n)= > fld)e(ds) = f(n),

dido=n

poniewaz funkcja e(n) przyjmuje warto$é¢ roézna od zera jedynie dla n = 1,
co oznacza, ze d; = n i do = 1, za$§ pozostale sktadniki sumy zeruja sie.

Dowd6d tacznosci. Niech fi, fo, f3 beda dowolnymi funkcjami arytmetycz-
nymi. Wowczas dla dowolnej liczby naturalnej n:

s (fox f3)] = Y fildi)(fax fa)(da) =

dida=n

Yo oAld)- Y fld)fsld) = Y fildi)fa(de) f3(ds) =

dids=n dod3z=dy didad3=n



> falds) - D fildi)fa(da) =

d3d5 n dido= d5

Y falds)(fu = f2)(ds) = [(f1 * fo) * f](n).

dsds=n

Istnienie elementu odwrotnego. Niech f bedzie dowolng funkcjg arytme-
tyczna taka, ze: f(1) # 0. Niech ¢ = ﬁ Niech funkcja g, czyli element
odwrotny dziatania splotu Dirichleta bedzie okreslona nastepujaco:

c; n=1

9 =\ ¢ Sudan F(d1)g(d2);  n>1

di#1

Oczywiscie podana zalezno$é spelnia warunki elementu odwrotnego, to zna-
czy: (f = g)(n) = e(n), co w bardzo tatwy sposob sprawdzamy za pomoca
definicji.

Dowd6d przemiennosci splotu. Niech f, g beda pewnymi funkcjami arytme-
tycznymi. Zanotujmy prosta obserwacje - jezeli przez dy,ds, . . ., d; oznaczy-
my dzielniki pewnej liczby naturalnej n, to:

n n n
di,do,....dpy =<4 —,—,...,— ¢.
{ 1,42, ) k} {d17d27 ’dk}

Wynika stad zatem, ze:
(f * 9)(n Zf 9(5) =21 (5) 9 =g+ f).
dn

g

Wynika stad zatem, ze splot funkcji multiplikatywnych jest funkcja multipli-
katywna. Dowod ten mozna przeprowadzi¢ réwniez elementarnie, stosujac
podstawowe wtasnosci multiplikatywnosci funkcji. W ten sposéb natych-
miast wykazemy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie Funkcja o jest funkcjg multiplikatywnag.

Dowéd Zauwazmy, ze dla dowolnego n € N zachodzi:

(I+T)(n) = I(d) (%)zZT(%):ZT(d):Zd:o(n)

din din din dn



Skoro za$ splot funkcji multiplikatywnych jest funkcja multiplikatywna, to
funkcja o jest funkcjg multiplikatywng, poniewaz ta wlasno$é¢ posiadaja
funkcje I oraz T

Voapen :1=1(ab) =I(a)-I(b)=1-1=1,
(a,b)=1

v abeN ab = T(ab) = T(a) . T(b) =aqa-b=ab.
(a,b)=1

0

Przedstawiona powyzej wtasnosé nie jest jedyna, ktora charakteryzuje splot
Dirichleta dla wczesniej przedstawionych funkcji teorioliczbowych. Przyj-
rzyjmy sie zatem innym, réwnie ciekawym tozsamosciom, ktére udato mi
sie wykazaé. Prezentuje cztery sposoby podej$cia do dowodzenia zaleznosci
splotowych. Pierwszy z nich to wykorzystanie wlasnosci funkcji dla dowol-
nej liczby naturalnej (dowod multiplikatywnosci funkeji o za pomoca splotu
I+ T). Drugi z nich to wykorzystanie multiplikatywnosci funkcji, co znacz-
nie upraszcza przebieg dowodu (wiekszosé z przeprowadzonych rozumowarn).
Trzeci z nich to wykorzystanie zaleznosci splotowych miedzy innymi funk-
cjami, z czego skorzystamy dowodzac Tozsamos¢ 6. Ostatnim, czwartym
sposobem jest przeksztalcenie obu stron splotu w taki sposéb, aby otrzy-
ma¢ to samo wyrazenie. Ten rodzaj dowodu prezentuje przede wszystkim w
dwoch ostatnich przyktadach.

Tozsamosé 1: (o * 1) =1T.
Wykazemy najpierw, ze funkcja ¢ jest multiplikatywna. Wezmy dwie wzgled-
nie pierwsze liczby o rozktadach na czynniki pierwsze: a = p{* ...pp* oraz

b=q{" .. .p’lgl. Wowcezas zachodzi:

cor-sfo- )220
a(- D) (- DR (- 5) - (- D)) = e,

Funkcje I oraz T réwniez sa multiplikatywne, co wykazaliémy wczesniej,
zatem réwniez funkcja ¢ * I jest multiplikatywna. Skoro tak, to réwnosé
(o*I)(n) = T(n) wystarczy sprawdzi¢ wylacznie wtedy, gdy n = p¥, gdzie:
p € P. Wéwcezas:

k

(ex DY) =D e@I(5) =D (@) =D o) =

dln dln =0



L+ (p=1+ @ —p)+...+ (" = p™) =p" =T(").

Tozsamosé 2: ¢ = (uxT).

Wykazemy, ze I™! = pu, gdzie: 171 jest funkcja odwrotng do I wzgledem
splotu Dirichleta. Aby to zrobi¢ pokazemy réwniez, ze funkcja p jest multi-
plikatywna.

Wezmy dwie liczby wzglednie pierwsze o rozkladach na czynniki pierwsze:
a=pi*...ppt oraz b= ql’B1 e qf’. Woéwecezas, jezeli jedna z nich jest jedyn-
ka, to zachodzi w sposob oczywisty: p(ab) = u(b) oraz p(a)u(b) = 1-u(b) =
w(b), czyli u(ab) = p(a)u(db). Zatozmy wiec, ze a,b > 2 i rozpatrzmy przy-
padki:

Jezeli co najmniej jedna z liczb a,b jest podzielna przez kwadrat liczby
pierwszej, to rowniez liczba ab jest przez niego podzielna. Oznacza to, ze
wu(ab) =0 oraz p(a) =0 lub u(b) =0, czyli p(a)u(b) =0 = u(ad).

Jezeli zadna z liczb a,b nie jest podzielna przez kwadrat liczby pierwszej,
to réwniez liczba ab nie jest podzielna przez kazda liczbe pierwsza w po-
tedze wieckszej od 1, gdyz liczba ab sklada sie z dokladnie tych samych
czynnikéw, co liczby a,b, gdyz sa one wzglednie pierwsze. Oznacza to,
e p(ab) = (—1)H, pa) = (—1)* oras p(b) = (~1)L, skad: p(a)u(b) =
(—1)**! = p(ab), co konczy dowdd multiplikatywnosci.

Wykazemy teraz czesé druga twierdzenia méwiaca o odwrotnosci funkeji 1
oraz u wzgledem splotu Dirichleta. Musimy zatem wykazaé, ze: (u* 1) = e.
Oczywiscie funkcja p* I jest multiplikatywna, gdyz obie te funkcje sa multi-
plikatywne. Zatem wykazujemy, ze dla dowolnej liczby pierwszej p zachodzi:
(u*I)(p¥) = e(p*) = 0. Mamy zatem:

(DY) = D (@I (Z) = 3 pld) = (1) + p(p) + ..+ p(p*) =
d|p* d|p*

1+ (-1)+0+...4+0=0.

Mamy wiec, ze: I7! = u. Z Tozsamosci 1 mamy réwniez: (o * I) =
Wynika stad tatwo, ze:

= (T#I7Y) = (T'# p),

co koriczy dowdd.

Tozsamosé 3: 7 = (I« I).
Wykazemy najpierw, ze funkcja 7 jest multiplikatywna. Wezmy dwie wzgled-

nie pierwsze liczby o rozkltadach kanonicznych: a = pi'.. .pZ"“ oraz b =
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4. q

. Wowczas oczywiscie: ab = . pz‘kqfl . .qlﬁl. Stad mamy:

T(ab) = (a1 +1) ... (axg + 1)(B1+1)... (B + 1),
7(a) = (a1 +1)... (o + 1),

) =B+ 1)...(B+ 1)

Stad faktycznie dostajemy, ze: 7(ab) = 7(a)7(b).
Skoro wiec funkcje: I, (I 1) oraz T sa multiplikatywne, to wystarczy spraw-
dzi¢ tozsamosé dla n = pF. Zatem:

(1= D" =" 1(d) ( ) Y l=k+1=1(p"),

dlp* d|p*

poniewaz dzielnikami liczby p* sg liczby: 1,p, p?, ..., pF.

Tozsamosé 4: (u 1) =e.

Na poczatek wykazemy multiplikatywnosé funkceji e. Wezmy dwie wzgled-
nie pierwsze liczby a,b. Zauwazmy, ze jezeli a = b = 1, to: e(ab) = e(1) =
1=1-1=¢e(a)-eb). W kazdym z pozostalych wypadkow (czyli gdy ab
> 1) mamy: e(ab) = 0, za$ co najmniej jedna z liczb a, b jest wieksza od 1.
Zalozmy bez straty ogolnosci, ze jest to liczba a, wowcezas: e(a) = 0, czyli
e(a)e(b) = 0 = e(ab), co konczy dowod.

Ponownie zatem réwnosé splotowa sprawdzamy wylacznie dla n = p*, gdyz
funckje: p, I, p* I, e sa multiplikatywne. Mamy zatem:

(D)) = 3 pld) ( ) u(1) + plp) = 1+ (~1) = 0 = e(ab).
dlp*

Oczywiscie dla k = 0 otrzymujemy: (1) =1 = e(1), co konczy dowod.

Tozsamo$é 5: (ux7) = 1.
Wiemy, ze funkcje: p, 7, (u * 7) oraz I sa multiplikatywne, wiec zaleznosé
sprawdzamy wytacznie dla n = p¥. Zatem:

() ) = X utayr (% ) B () + p(p) () =

dlp*

k4+1—k=1=1I(".
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Tozsamo$é 6: 771 = (u* p).
Korzstajac z wezesniej udowodnionych tozsamogdci oraz tacznosci splotu ma-
my:

(psxp)*xT=p*(pu*x7)=p*xI=e.

Tozsamos$é 7: 0 = (@ * 7).
Na podstawie wczesniej stwierdzonych multiplikatywnosci mamy, ze dla do-
wolnego p € P

k
(pxr)0h) = et (1) = om0 )+ lr(1) =
dlp®
L-(k+1)+(p-Dk+...+@F—p" 1) 1=
E4+1—k+kp—(k—1Dp+(k—1p>—...—p" L 4pf =
L+p+p*+... +p" " +p" =00

Tozsamo$é 8: (uxo) =T.
Ponownie stwierdzamy multiplikatywnosé funkcji oraz ztozen i dla dowolnej
liczby pierwszej p zachodzi:

(px o)) = pM)a(p") + pp)e@* ") = o) — (1) = p* = TK"),

poniewaz pozostale skladniki zeruja sie (kolejne argumenty funkcji p sa po-
dzielne przez p?).

Tozsamosé 9: (o« I) = (7 T).
Udowodniliémy wczedniej, ze wszystkie funkcje bedace sktadnikami ztozen
sa multiplikatywne. Stad dla dowolnego p € P:

(cxI)= > old)I(d) =) o(d)=0(1)+op)+...+0(p") =
dida=n d|p¥

WM+Q+p)+.cc+Q+p+...+0) =k +1+Ekp+ (k—1p* +...+p"

k+1

Natomiast prawa strone réwnosci mozemy rozpisaé jako:

k
(1) = ST (1) = 7T + 7T ) 4t T =

d|p*
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PPt kp+k4+1=(0x]).

Tozsamosé 10: (o «xT) = (Tt I).
Wyrazenie T'7(z) oznacza T'(z) - 7(x). Oczywiscie funkcja T'T jest multipli-
katywna, gdyz dla dowolnych wzglednie pierwszych liczb a, b zachodzi:

T7(ab) = T(ab)T(ab) = T'(a)T(b)T(a)T(b) =

T(a)T(a) - T(b)T(b) = T71(a)TT(b).

Skoro wszystkie funkcje i ich zlozenia sa multiplikatywne, to dla dowolnej
liczby pierwszej p mamy:

k

(o T)(p") = o(d)T <pd> -

dlp*

c()TE*) +oTE ") + ... +o(")T(1) =
)+ P+ T ) =
k+1

(k+1p"+kp" 1+ +2p+1.

Druga strone rownania rozpisujemy nastepujaco:

k
(Tr+I) =3 Tr(d)I <Z> =3 Tr(d) =
dlp* d|p*
T()r(1) + T(p)r(p) + ...+ TP")r(P*) =
1+2p+ ...+ p"k+1)=(0xT).

Tym samym zakonczyliSmy dowodzenie zaleznosci spolotowych funkcji aryt-
metycznych. Na koniec wykazemy jeszcze jedna, bardzo ciekawa wtasnosé
zachodzaca dla dowolnej funkcji arytmetycznej f oraz pokazemy, w jaki spo-
sOb prezentuje sie ona dla funckji: ¢ i 7 wraz ze szkicami dowodéw.

Twierdzenie Dla dowolnej funkcji arytmetycznej f : N = C oraz licz-
by naturalnej n zachodzi:

n n

S (0 =Y |5 10

i=1 =1
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Dowéd
Zauwazmy, ze dla dowolnych liczb naturalnych k, n zachodzi:

o = (3] |5 -

Przyjmijmy, ze:

“in -1
Fn) - Fn-1) =3[ 5] - X |

i=1 i=1

Niech zatem funkcja arytmetyczna f bedzie funkcja o. Skorzystamy z udo-
wodnionej wezesniej zaleznosci: (T x I) = 0. Mamy wowczas:

n n n n

S o) =S T+DG) =3 GJ WOESY {%J .

=1 i=1 =1 =1
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Niech teraz f = 7. Wykorzystamy udowodniona tozsamosé: T = (I * I).
Wtedy:

n n n

et =300 50 = o3 10 - S| ]

=1 =1 =1 i=1

UWAGA! Korzystajac z udowodnionych splotéw oraz poprzedniego twier-
dzenia mozemy bardzo tatwo wykazaé, ze:
" n

=] i) =1

1

~

L%J #li) = n(n; 2,

n

i=1
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Problemy ogélne

W tym rozdziale zajmiemy sie kilkoma problemami teorioliczbowymi zwig-
zanymi z przedstawionymi funkcjami arytmetycznymi. Pochodza one oczy-
wiscie z olimpiad matematycznych z réznych zakatkow swiata, w tym takze
i z Polski. W kazdym przypadku omoéwie szczegdtowo schemat rozwigzania
oraz tok rozumowania, ktéry doprowadzit mnie do rozwigzania omawianego
problemu. Niektére pomysty zgodne sa z rozwigzaniami firmowymi, jednak
znajduja sie tu takze rozwigzania nieszablonowe rzucajace nowe $wiatto na
tenze problem.

Wyznaczy¢ wszystkie liczby calkowite dodatnie n, majace doklad-
nie y/n dzielnikéw dodatnich.

Oczywistym jest, ze liczba n = 1 jest rozwigzaniem. Przyjmijmy zatem n >
1. Oznaczmy jako ny liczbe y/n. Z warunkoéw zadania wiemy, ze ny € Z,
zatem liczba n jest kwadratem liczby calkowitej nq. Skorzystajmy z po-
przedniej obserwacji: jezeli liczba n ma dzielnik d; < n1, to posiada réwniez
dzielnik komplementarny do > ny réwny ;—1. Dzielniki te mozemy zatem
potaczy¢ w takie pary, a ponadto ni|n. Wynika stad, ze liczba dzielnikow
liczby n jest nieparzysta (pary dzielnikéw komplementarnych oraz liczba ny,
ktora dzielnika komplementarnego nie ma). Skoro tak, to n; = 1 (mod 2),
a wiec réwniez n = n =1 (mod 2).

Szukamy zatem takich liczb n = n?, dla ktorych liczba dzielnikow mniej-
szych od my jest réwna ”12_1. Zauwazmy, ze w zbiorze: {1,2,...,n; — 1}
jest doktadnie "17_1 liczb parzystych oraz dokladnie tyle samo liczb niepa-
rzystych (bo m jest liczba nieparzysta). Oczywiscie zadna liczba parzysta
nie jest dzielnikiem liczby n, poniewaz jest ona nieparzysta. Wynika stad,
ze kazda liczba nieparzysta mniejsza od n; musi dzieli¢ n. W szczegdlnosci
zatem ny —2|n?. Skoro jednak n? = (n1 —2)(ny +2) +4, to liczba nq —2 musi
by¢ nieparzystym dzielnikiem liczby 4. Stad otrzymujemy, ze ny — 2 = 1,
czyli nq = 3. Oczywiscie liczba n = 32 = 9 spetnia warunki zadania.

Dana jest liczba catkowita n posiadajaca 16 dzielnikéw: d; = 1 <
ds < ... < dig = n. Wyznaczy¢ wszystkie takie liczby n, jezeli dg = 18
oraz dg — dg =17.

Przeanalizujmy kolejno dane zalozenia. Skoro 18|n, to oczywiscie 2|n oraz
9|n, co implikuje 3|n i 6|n. Dostajemy zatem: dy = 1, dy = 2, d3 = 3, dy = 6,
ds = 9 oraz dg = 18. Mozemy zatem zapisa¢, ze n = 2 - 3% - k dla pewnej
liczby catkowitej k. Zauwazmy, ze w tym iloczynie trojka musi wystepowac
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w nieparzystej potedze. Gdyby tak nie bylo, to znaczy gdyby trojka wyste-
powala w wyktadniku 2I, to (21 4 1)|7(n) = 16, co daje oczywiscie sprzecz-
no$¢. Ponadto wyktadnik trojki nie jest rowny 5, gdyz wtedy 6|7(n) = 16.
Gdyby natomiast tréjka wystepowata w wyktadniku 7, to n = 2-37. Wow-
czas jednak niemozliwy jest warunek: dg = dg + 17. Oczywiscie w wyzszych
wyktadnikach tréjka wystepowaé nie moze, poniewaz dawalaby zbyt duza
liczbe 7(n). Wynika stad, ze n = 2-3-p, gdzie: p jest pewna liczba pierwsza
wystepujaca w pierwszej potedze. Wowezas 7(n) = 2 -4 -2 = 16. Wynika
stad, ze: 3% = 27|n oraz 32 -2 = 54|n. Udowodnimy teraz, ze liczba pierwsza
p nie nalezy do zbioru {19, 20, ...,26}. Rozpatrzmy nastepujace przypadki:

1. Niech p = 19. Wéwczas: d7 = 19, dg = 27, d9 = 38 i otrzymujemy
sprzeczno$é z dg = dg + 17.

2. Niech p = 23. Woéwczas: dy = 23, dg = 27, dg = 46 i znéw sprzecznosé
jak wyzej.

Wynika stad, ze d7 = 27 i zachodzi jeden z dwoch warunkdow:
1. Jezeli dg = p oraz dg = 54, to p = 37.
2. Jezeli dg = 54 oraz dg = p, to p = T1.

Nie moze zaj$¢ oczywiscie przypadek: dg = p oraz dg = 2p, gdyz p > 27,
skad 2p > 54. Otrzymujemy zatem, ze rozwigzaniami sa: n = 2-33 - 37 oraz
n=2-3%71L

Podczas pracy nad zagadnieniami zwigzanymi z funckja 7 postawitem so-
bie nastepujacy problem: Niech k£ bedzie pewna liczba naturalng do-
datnig. Ktora z liczb nalezacych do zbioru: {1,2,3,...,k} posiada
najwiecej dzielnikow calkowitych dodatnich?

W tej czesci pracy zaprezentuje algorytm, za pomoca ktérego mozna znalezé
rozwianie tego problemu dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej k. Pomyst
opiera sie przede wszystkim na prostym, ale efektywnym oszacowaniu oraz
optymalizacji wartosdci. Niech p1,pa,...,p;, pi+1 beda kolejnymi najmniej-
szymi liczbami pierwszymi (to znaczy p; = 2, p2 = 3 i tak dalej), ktore
spelniaja jednoczesnie ponizsze warunki:

pip2...p <K,

P1P2 - - - PIPI+1 > k.

Skoro spetniony jest taki warunek, to wiemy, ze dowolna liczba mniejsza lub
réwna k w rozktadzie kanonicznym ma co najwyzej [ réznych liczb pierw-
szych, poniewaz iloczyn [ + 1 najmniejszych liczb pierwszych jest wiekszy
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od maksymalnej wartosci tego zbioru. Oznaczmy szukang liczbe posiadajaca
najwiecej dzielnikéw przez t. Zauwazmy, ze liczba ¢ w rozkladzie kanonicz-
nym nie posiada liczby pierwszej ¢ wiekszej od p;. Jest to oczywiscie nieopta-
calne, gdyz z pewnoscia liczbe ta bedziemy mogli zastapi¢ przez taka potege
liczby p;, ktora jest mniejsza od g, zas iloczyn wyktadnikow powickszonych
o 1 (czyli warto$¢ 7(n)) na pewno wzro$nie. Wystarczy zatem sprawdzié
przypadki, gdy liczba n w rozktadzie ma odpowiednio jeden, dwa, trzy (i
tak dalej...) dzielniki pierwsze. Oczywiscie znéw mozemy odnotowaé proste
obserwacje:

1. Jezeli liczba n ma jeden dzielnik pierwszy, to najwiekszy wykladnik
otrzymamy dla liczby p1, poniewaz jest najmniejsza wsrod wszystkich
liczb pierwszych, wiec mozemy ja "domnazaé¢" najwicksza ilosé razy.

2. Jezeli liczba n ma dwa dzielniki pierwsze, to optymalnym rozwigza-
niem jest wzia¢ iloczyn pipe (dwoch najmniejszych liczb pierwszych),
a nastepnie przemnozy¢ go przez takie potegi liczb p1, p2, aby wartosé
konicowa p'p5? byta najwicksza mozliwa i jednoczesnie mniejsza lub

rowna k.

3. Dla dowolnych ¢ < [ dzielnikéw pierwszych liczby [ postepujemy w
ten sam sposob: iloczyn pips .. .p; mnozymy przez takie potegi liczb
P1,D2, - - -, i, aby iloczyn p{*'...p" byl najwiekszy mozliwy, podob-
nie jak iloczyn (a1 + 1) ... (a; +1). Wystarczy rozwazy¢ odpowiednie
przypadki.

Na koniec pozostaje juz tylko wyznaczenie takiej liczby n, ktéra w opisa-
nych przypadkach osiagneta najwieksza wartosé 7(n).

Okazalo sie réwniez, ze moje rozumowanie moge efektywnie wykorzystaé
do rozwigzywania pewnej klasy zadan, ktére powszechnie uznawane sa za
trudne, gdyz pojawiaja sie na miedzynarodowych olimpiadach matematycz-
nych. Spojrzmy na dwa przyktady:

Ktéra sposrod liczb: 1,2,..., 1983 ma najwieksza liczbe dzielni-
kow calkowitych dodatnich? (IMO 1983 Longlisted Problems)

Niech n bedzie szukana liczba posiadajaca najwiecej dzielnikéw. Wzorujac
sie na przedstawionych przeze mnie obserwacjach pozostaje rozpatrzy¢ na-
stepujace przypadki:

1. Liczba n ma w rozktadzie jedna liczbe pierwsza. Zgodnie z tym, co
pokazalismy wczeéniej, liczba ta jest 219 = 1024, dla ktorej 7(n) = 11.
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2. Liczba n ma w rozkladzie dwie liczby pierwsze. Zatem najwieksza
liczbe dzielnikow otrzymamy wtedy, gdy liczbe 2-3 pomnozymy przez
przez 2° - 32. Otrzymamy wowczas liczbe 26 - 33, ktéra ma doktadnie
7 -4 = 28 dzielnikéw. Rozwazanie pozostatych przypadkéw omijam i
pozostawiam jako ewentualne ¢wiczenie dla Czytelnika.

3. Liczba n ma w rozktadzie trzy liczby pierwsze. Wynika stad, ze opty-
malng strategia jest pomnozenie liczby 2-3-5 przez 22-3-5. Woéwczas
liczba 2332 - 52 ma 4 - 3 - 3 = 36 dzielnikow.

4. Liczba n ma w rozktadzie cztery liczby pierwsze. Postepujac jak wcze-
$niej otrzymujemy, ze liczbe 2 -3 -5 - 7 mozemy pomnozy¢ przez 23 i
otrzymamy najwieksza mozliwa w tym przypadku liczbe dzielnikéw.
Stad liczba 2* - 3 -5 -7 ma 40 dzielnikow. Jest to szukana wartosé
maksymalna.

Jaka jest najmniejsza dodatnia liczba nieparzysta majaca tyle sa-
mo dzielnikéw co liczba 3607 (Baltic Way 2001)

Powyzsze zadanie rozwiazemy przez analogie do poprzedniego. Zauwaz-
my najpierw, ze: 360 = 23 .32 .5 Wynika stad nastepujaca wlasnosé:
7(360) = 4-3-2 = 24. Bardzo tatwo réwniez sprawdzié, ze: 24 = 3 - 23, Wy-
nika stad, ze poszukiwana liczba bedzie iloczynem czterech najmniejszych
liczb pierwszych nieparzystych o wyktadnikach: 2,1,1,1. Na tej podstawie
wnioskujemy, ze szukang liczba jest: 32-5-7 - 11.

Przejdzmy do zadan zwigzanych z funkcja o. Pierwsze z nich pochodzi z bia-
toruskiej olimpiady matematycznej. Przedstawie dwa sposoby rozwigzania.
Pierwszy z nich, firmowy, uczy zastosoawnia waznych twierdzen algebraicz-
nych oraz teorioliczbowych. Dowo6d ten wymaga jednak sporej wiedzy, ktora
prawdopodobnie posiada wiekszo$é¢ olimpijezykéw w wieku licealnym. Dla
0s6b, ktore nie znaja tak duzej bazy twierdzen zaproponuje moje autorskie
rozwiazanie. Jego dodatkows, zaleta jest to, ze dowodzi lepszego ogranicze-
nia! Tre$¢ problemu jest nastepujaca:

Udowodnié, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 zachodzi nie-

rownosé: Zziq) d; < ny/27(n).

Rozwiazanie firmowe. Z nieréwnosci Cauchy’ego miedzy $rednimi (kwadra-
towa i arytmetyczna, lub inaczej - z nieréwnosci miedzy srednimi potego-
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wymi rzedu 1 i 2) otrzymujemy:

SiWd

7(n)

o(n)

7 drugiej strony mamy réwniez:

poniewaz dla dowolnego d?: n? = d?d?, gdzie: d; jest dzielnikiem komple-
mentarnym do d;. Skoro sumowanie po lewej stronie odbywa sie po wszyst-
kich dzielnikach, to po prawej stronie otrzymujemy odwrotnosci wszystkich
dzielnikéw komplementarnych do nich. Wiemy, ze takie przyporzadkowanie
jest jednoznaczne, wiec po prawej stronie znajduja sie odwrotnosci wszyst-
kich dzielnikow liczby n. Dalej dokonujemy prostego szacowania:

T(n

2

N

7(n) oo 9
1 1 1 T
2= 7 27:7'

Zatem otrzymujemy zaleznosé:

T(n) 2
Z d? < 71’—112.
i=1 ' 6

Wstawiajac ja do nieréwnosci otrzymanej na poczatku mamy:

SN

=1

<.
||

Moje rozwiazanie opiera sie na dwoch nieréwnosciach. Sprobujmy zapisaé w
inny sposéb obie strony nieréwnosci. Oczywiscie naturalnym skojarzeniem
jest rozklad kanoniczny liczby n. Jesli n = p{* ... pgk , to oczywiscie:

on)=0+pr+pi+... 4+ (L+pe+p8+ ... +0p%),

poniewaz po rozwinieciu nawiaséw otrzymamy sume liczb bedacych iloczy-
nami liczb pierwszych dzielacych n we wszystkich potegach mniejszych lub
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réwnych ;. Liczbe 1/7(n) mozemy przedstawié jako: \/(aq + 1) ... (ax + 1),
ponadto prawa strona jest przemnozona przez staly rowna v/2. Majac tak
rozpisang nieré6wnosé¢ od razu nasuwa sie hipoteza, ze dla dowolnego p € P,
p >3

(0%
> o <p*Va+l,
i=0
za$ dla p = 2:

8
> 2 <28 /2(8+1).
=0

Jezeli nier6wnosci te beda prawdziwe, to po przemnozeniu ich dla wszyst-
kich p1,po, ..., pr otrzymamy teze zadania. Udalo mi sie wykazaé ogra-
niczenie mocniejsze. Wystarczy, ze w drugiej nier6wnosci stalg 2
zamienimy na g. Ograniczenie to jest rowniez mocniejsze, niz % i
otrzymujemy nieréwnos¢ slaba (najbardziej efektywne ogranicze-
nie)!. Obie nieréwnosci w bardzo prosty sposob dowodzimy przez indukcje

po wartosci wyktadnika. Ponizej przedstawiam szkice dowodéw:

WeZzmy nieréwnosé dla dowolnej nieparzystej liczby pierwszej p. Jesli a = 1,
to:

1—i—p<p\/§
1 1
7<§<f<¢§_1

Zatozmy, ze dla pewnego «a teza jest prawdziwa. Wowczas:

a+1
vV 1
Zp—Zp +p T < p*Va+ 14pt = a“(a];r%—l).

1=0

Zaktadamy hipotetycznie, ze:

Va+1
pott <O‘; + 1) < p*Va+2.

Powyzsza nier6wnosé jest réwnowazna kolejno:

atl +1<va+2

Va+l<pWVa+2-1),

va+1 <
va+2-—-1 p
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Ostatnia rownosé jest oczywiscie prawdziwa, gdyz: kﬁ—l < 3 juz dla
k>1.

Nieréwnoéé dla liczby p = 2 dowodzimy doktadnie w ten sam sposob, co
powyzej. Otrzymujemy zalezno$é:

Ha+1)
— < 2,
Sa+2) -1

ktora jest prawdziwa juz dla a = 1 (obydwa powyzsze wnioski wyciagamy
chociazby z badania przebiegu zmiennosci funkcji, ktérego nie zawartem w
tej pracy), co konczy dowdd. Rownosé zachodzi wytacznie dla oo = 2.

Ostatni problem pochodzi z Olimpiady Matematycznej z Sankt Petersburga.
Na pierwszy rzut oka wydaje sie on trudny do rozwigzania, jednak dowod
jest bardzo przyjemny i prosty. Niech m, n, k£ beda liczbami calkowi-
tymi dodatnimi, a dodatkowo n > 1. Wykazaé, ze:

ok (n) #n™.

Niech n = p§* ... p{"". Zalézmy przeciwnie, ze o*(n) = n™. Skoro zachodzi
réwnosé, to liczba o(n) musi mie¢ w rozktadzie te same czynniki pierwsze,
co liczba n. Oczywiscie o(n) > n, poniewaz liczby: 1 oraz n sa dzielnikami
n. Powyzsze dwie informacje oznaczaja, ze:

o(n) = pfl . .piﬁi,
gdzie: B; > aj = fB; > «a; + 1 dla dowolnego j = 1,2,...,i. Na tej
podstawie wnioskujemy, ze:

U(n)>p?1+1...p?i+l>(1—|—p1+...—f—p'f‘l)...(l—i—pi—i—...—kpf‘i):

p(fél‘i'l _ 1 piai+1 . 1 B
=o(n),
p1—1 pi—1

co oznacza sprzecznosé, gdyz nie moze zaj$¢ nier6wnosé: o(n) > o(n). Z
wlasnosci dowodu nie wprost - teza prawdziwa.
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Nierownosci

Ponizej przedstawiam kilka probleméw zwigzanych z nieréwnosciami zawie-
rajacymi funkcje o oraz 7. Niektore z nich pochodza réwniez z olimpiad
matematycznych z calego swiata. Zachecam do zapoznania sie z nimi oraz
z ich dowodami, poniewaz zawieraja one wiele interesujacych faktow teorio-
liczbowych czesto wykorzystywanych do rozwiazywania zadan zwiazanych
z dzielnikami liczb catkowitych.

Jednym z probleméw, nad ktérymi pochylitem sie podczas two-
rzenia pracy bylo efektywne ograniczenie wartosci funkcji 7(n) dla
dowolnej liczby naturalnej n. Bardzo tatwo jest domys$lié¢ sie ogra-
niczen: 7(n) < 2n oraz 7(n) < 2y/n. Udalo mi si¢ jednak wskazaé
ograniczenie mocniejsze: 7(n) < v/3n.

Wykazemy najpierw pierwsze, intuicyjne ograniczenie. Oczywistym jest fakt,
ze wszystkie dzielniki liczby n mniejsze od niej samej sa mniejsze lub réw-
ne 3, co wynika z definicji dzielnikéw komplementarnych. Przyjmijmy, ze

wszystkie liczby catkowite z przedziatu [1; §] dziela n. Wowczas:
T(n) < g + 1

Jeslin =3, to 7(n) =2 < 5 -3. Jezeli zas n > 3, to:

=~

n _3n
Tn) <1+ —-< —.
(n) <145 <+
Spoéjrzmy na drugie ograniczenie. Jak wskazaliSmy wczesniej - jezeli liczba
n posiada dzielnik d mniejszy od \/n, to posiada réwniez dzielnik komple-
mentarny 5 wigkszy od /n. Przyjmijmy wigc, ze wszystkie liczby mniejsze
lub rowne +/n dzielg liczbe n. Wowcezas mamy /n dzielnikow mniejszych
lub réwnych /n, a zatem takze y/n — 1 dzielnikow komplementarnych. Jak
wiemy z poprzednich rozwazan, sa to wszystkie dzielniki liczby n. Wynika

stad, ze:
(n) <Vn++vn—1<2yn.

Przyjrzymjmy sie zatem trzeciej, ostatniej nieréwnosci. Zatézmy, ze liczba n
posiada dzielnik pierwszy p bedacy liczba nieparzysta i wystepujacy w roz-
ktadzie kanonicznym liczby n w potedze o > 2. Z nieréwnosci Bernoulliego
mamy:

pi=(+p-DE21+(p-121+a,

o Q
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poniewaz p — 1 > 2. Zauwazmy, ze dla a = 1 i liczby pierwszej p > 5 mamy:

VP> a+1=2.

Niech réwniez liczba 2 wystepuje w rozkladzie kanonicznym n w potedze
a > 4. Wowcezas prawdziwa jest nieré6wnosé:

2% > g2,
Mamy stad:
2““—1—2“2(a+1)2+a22(a+1)2,
2024+ 1) > a+1,
V329 >1+4a.

Mnozac zatem stronami powyzszg nieréwnos$é z nieréwnoscia: /p® > 1+«
dla wszystkich liczb pierwszych nieparzystych pi,po, ..., pr wystepujacych
w potegach odpowiednio: aq, g, ..., ay i dzielacych n otrzymujemy:

\/3,2a,p‘1"1 coeppk > (14 a) 1+ ar)... (T4 ag) = 7(2%T .. .ppt) = T(n).

Pozostaje zatem sprawdzi¢ przypadki, kiedy n w rozkltadzie kanonicznym
ma dwojke w potedze trzeciej, drugiej, pierwszej oraz zerowej, a takze gdy
liczba n jest potega dwojki.

Pierwsze cztery przypadki otrzymujemy rozwazajac kolejno zadane nieréw-
nosci:

V323 =v24>1+4+3=4=+16,
V3.22=4/12>1+42=3=109,
V3-2=v6>14+1=2=+/1,

V3> 1.

Otrzymujemy zatem, ze w kazdym z przypadkow:
V3.2 >1+4a.

Zatem mnozac przez potegi pozostatych liczb pierwszych jak wyzej otrzy-
mujemy teze.

Rozpatrzmy zatem przypadek, gdy n = 29. Wykazaliémy powyzej, ze dla
dowolnej liczby catkowitej ¢ > 0 zachodzi:

V320> 1+ q=71(29),
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co dowodzi poprawnosci tego przypadku i koniczy dowod.

Pozostanimy jeszcze przez chwile przy potegach dwojki. Istnieje bardzo pro-
sta, ale jednoczesnie ciekawa zalezno$é, ktorej dowoéd podpowiada uogdlnie-
nie prowadzace do waznego twierdzenia teorioliczbowego. Przyjrzyjmy sie
jej blizej. Wykazemy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n: 7(2" — 1) > 7(n).

Zaltozmy, ze liczba catkowita dodatnia d dzieli n. Wykazemy, ze: 2¢—1|2" —1.
Skoro d|n, to istnieje taka liczba k € Z,, ze: n = kd. Wykorzystujac wzor
skroconego mnozenia (a™ — b") dostajemy:

on 1 —okd _q— (2d)k—1k: [2‘1—1} rf?“].

=0

Widzimy zatem, ze w rozktadzie liczby 2" —1 wystepuje liczba 2¢—1, co kori-
czy dowdd podzielnosci. Zatem, jezeli liczba n ma dzielniki: dy,ds, ..., d;,
to liczba 2" — 1 ma dzielniki: 241 —1,2% —1,... 2% — 1. Oczywiscie nie
muszg byé¢ to wszystkie dzielniki liczby 2™ — 1, stad uzyskujemy wskazana
nier6wnosc.

Jak wspomnialem wczesniej, udalo mi sie wykazaé wniosek ogol-
niejszy. Niech z,a,b beda takimi liczbami catkowitymi dodatnimi, ze alb.
Wykazemy, ze 2% — 1|2® — 1. Postepujemy dokladnie w taki sam sposob, jak
powyzej. Skoro alb, to istnieje taka liczba catkowita dodatnia k, ze b = ka.
Nastepnie ze wzoru skréconego mnozenia otrzymujemy:

k—1
a®—1=[z%—1] [Zx‘”] .
i=0

Stad: % — 1 dzieli 2° — 1, co konczy dowod.

Zauwazmy, ze powyzsze uogoblnienie pozwala nam stwierdzi¢, ze dla dowolnej
liczby calkowitej dodatniej x > 2 zachodzi:

T(z" — 1) > 7(n).

Dowdd przebiega oczywiscie w sposdb analogiczny, jak dla przyktadu z = 2.
Bierzemy kolejno wszystkie dzielniki d liczby n i stwierdzamy na mocy przy-
toczonego powyzej lematu, ze x4 — 1™ — 1.
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Tematy zwigzane z potegami liczby 2 zakonczymy zadaniem z Baltyckiej
Olimpiady Matematycznej (Baltic Way). Dane sa liczby calkowite: a > 1
oraz n > 0 takie, ze a™ + 1 jest liczba pierwsza. Wykazaé, ze: 7(a™ —1) > n.

Rozpatrzmy przypadek, gdy liczba n w rozktadzie kanonicznym posiada
liczbe pierwsza nieparzysta p. Niech wéwczas n = kp dla pewnej liczby
catkowitej dodatniej k. Mamy wowczas:

a"+1=0a"+1=(a"+1)(a"P D —a*P2 4 _—a+1),

co prowadzi do sprzecznosci, gdyz: af + 1|a™ + 1. Wynika stad, ze n jest
postaci 29. Za pomoca indukcji po wartosci ¢ bardzo tatwo dowodzimy za-
danej nier6wnosci.

Jesli ¢ =0, to 7(a — 1) > 1, co jest oczywiscie prawda. Zauwazmy bardzo
prosta zaleznos¢ wynikajaca ze wzoru skréconego mnozenia:

a? —1= <a2q71 — 1) <a2q71 + 1) .

7 zatozenia indukcyjnego oraz powyzszego warunku otrzymujemy, ze kazdy
dzielnik d liczby a2 ' — 1 dzieli liczbe a2’ — 1, za$ takich dzielnikéw jest
co najmniej 297!, Ponadto z otrzymanej zaleznosci mamy réwniez, ze kaz-
dy wspomniany dzielnik d pomnozony przez a4+ 1 dzieli liczbe a®* — 1.
Oczywiscie: d-a? 41> a2 = 1, wiec wszystkie te dzielniki z zalozenia sa
rozne i wraz ze wzrostem wartosci liczby ¢ o jeden, liczba tychze dzielnikow
wzrasta co najmniej dwukrotnie, wiec jest ich co najmniej: 2-2971 = 29, co
byto do udowodnienia.

Zajmijmy sie teraz ograniczeniami wartosci funkcji o(n) przez wartosé n.
Pierwszym z nich bedzie dos¢ intuicyjne, proste w dowodzie ograniczenie
dolne. Otéz, dla dowolnej liczby naturalnej ztozonej n zachodzi:

o(n) >n++vn+1.

Wykazmy to twierdzenie. Jak pokazalismy wczesniej, skoro n jest liczba zto-
zona, to istnieja takie dwa dzielniki dy, ds, ze: n = dids. Sposrod nich jeden
jest wiekszy lub rowny /n, drugi jest mniejszy lub rowny tej liczbie. Zaloz-
my bez straty ogolnosci, ze: d; > +/n. Dzielnikami liczby n sa oczywiscie
liczby: 1 oraz n, zatem prawdziwe jest szacowanie:

on)>n+1+di>n+1++vn>n++/n.
Jedli liczba n jest postaci p®, gdzie: p jest liczbg pierwsza, to oczywiscie:

on)=1+p+p*+...+p*
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Teraz postaramy sie wyznaczy¢ ograniczenie gorne wartosci funkcji o. Pierw-
sze z nich zachodzi dla dowolnej liczby naturalnej n > 2 i przedstawia sie
nastepujaco:

o(n) < ny/n.

Jako n-tq liczbe harmoniczng zdefiniujmy nastepujaca liczbe:

"1
i=1

Wykazemy najpierw, ze dla dowolnej liczby harmonicznej wickszej lub réw-
nej Hy zachodzi szacowanie:

Hn < 10g2 (TL)

Dowd6d przeprowadzimy w sposob indukcyjny. Dla n = 5 powyzsza zaleznosé
jest prawdziwa. Zalézmy, ze dla pewnego n € N, n > 5 zachodzi dowodzona
nieréwnos$é¢. Wowczas:

1 1
H, = H, — <1 e
n+1 n+n+1_0g2(n)+n+1

Nalezy pokazaé, ze:
1
logy(n) + Tt < logy(n +1).

Przeksztalcajac rownowaznie i korzystajac z wlasnosci logarytmu:

1 <1 n-+1
O )
n—+1 82 n

1
1< (n+1)log,y (1—|—n>,

1 n+1
n

Oczywiscie zachodzi réwniez:
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poniewaz ciag ten jest malejacy, a jego granicy jest liczba e. Ograniczenie
jest zatem prawdziwe. Zauwazmy zatem, ze dla dzielnikoéw di,do, ..., dg
liczby n zachodzi:

U(n)idlﬁ-dg—i—...—l—dkidl ds dki 1
n n _n+n+“'+n_§|:d'

Zaleznosé tg pokazaliSmy juz wczesniej. Sumowanie odbywa sie po wszyst-

kich dzielnikach, zatem ulamek % wyznacza nam jednoznacznie dzielnik
komplementarny do d;. Z kazdego sktadnika otrzymujemy zatem odwrotnosé
jednoznacznie wyznaczonego dzielnika komplementarnego, a skoro sumowa-
nie odbywa sie po wszystkich dzielnikach, to dostajemy sume odwrotnosci
wszystkich dzielnikow (gdyz dla kazdego dzielnika istnieje doktadnie jeden
do niego komplementarny i dwa rézne dzielniki nie maja tego samego dziel-
nika komplementarnego). Szacujac dalej:

1
> < Hi < Hy <logy(n) < Vn.
dn

Ostanie szacowanie prawdziwe jest dla n > 16. Dla mniejszych wartosci n
sprawdzamy recznie.

Zauwazmy, ze powyzsze szacowanie jest dosé¢ "grube" dla odpowiednio du-
zych liczb. Postawilem sobie zatem pytanie - czy w powyzszym do-
wodzie mozna dokonaé optymalizacji? Udalo mi sie wskazaé duzo
mocniejsze ograniczenie, ktére zachodzi dla dowolnej liczby natu-
ralnej n > 7. Wéwczas:

o(n) < nln(n).
Przyjmujac oznaczenia jak wczesniej mamy, ze: {dy,ds, ..., d;} = {Z;—l, ot
.+, g-}. Mozemy zatem zapisac:

1 1
—n(—4+—+...+—)<n-H
o(n) n(d1+d2+ +dk> <n- Hy,

poniewaz % — 0 przy  — 400, zatem szacujemy przez k najwiekszych
sktadnikéw. Podobnie jak wyzej wykazujemy indukcyjnie, ze dla dowolnej
liczby n > 2 zachodzi:

H, <0,81 +1In(n).

Dowd6d zachodzi analogicznie, jak powyzej. Zostawiam go jako proste ¢wi-
czenie dla Czytelnika. Teraz, uzywajac nierownosci: 7(n) < 24/n dostajemy:

n - Hy < n(0,81 +In(k)) < n(0,81 +1n(2y/n)) =
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n <0, 81+ 1In(2) + éln(n)> <n (1, 514 ;ln(n)> .

Dla n > 21 mamy: In(n) > 1,51 +% In(n). Sprawdzajac dla liczb mniejszych
dostajemy w efekcie zaleznosé: n > 7.

Wartosci funkcji ¢ mozemy ograniczaé¢ rowniez poprzez wartosci innych
funkcji teorioliczbowych. Nas szczegélnie interesuja zwiazki z funkcja 7.
WykazalisSmy juz nier6wnosé: o(n) < n/27(n). Okazuje si¢, ze zwiazane
jest z nia $cisle réwniez ograniczenie dolne postaci:

a(n) > v/nt(n).

Analogicznie jak poprzednio uzyjemy zaleznosci: {dy,ds,...,dp} = {;—1, ot
-+, -}, gdzie: 7(n) = k. Wowczas zachodzi zaleznosé:

o (g - - B89

d\n 1=

EE8)+ (EEE) - (5] -

Stad uzyskujemy natychmiast:

[y

Zajmijmy sie przez chwile bardziej zaawansowanymi technikami teoriolocz-
bowymi. Zastanowimy sie, ile razy pewne interesujace nas sktadniki po-
jawiaja sie w specyficznych sumach. W tym celu udowodnimi nieréwnosé
zachodzaca dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n:

> a(i) <n’.

i=1

Zauwazmy, ze i-ty skladnik sumy po lewej stronie nieréwnosci jest suma
wszystkich dzielnikéw liczby 4. Jesli rozpiszemy wszystkie te sktadniki w
sposéb jawny, to otrzymamy, ze kazdy dzielnik 1 < d < n pojawia sie w
sumie doktadnie L%J razy. Dzieje si¢ tak wowczas, gdy pewna liczba 1 <

1 < n jest wielokrotnoscia d. Jak tatwo stwierdzié¢, takich wielokrotnosci
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jest doktadnie L%J (pewna liczba d "miesci si¢" w n co najwyzej 5 razy, bo:

d- % =n). Zatem lewa strong nieréwnosci mozemy zapisac jako:

(0 [4) <3 () —un e

1= 1= n

co pociaga za soba teze.

Ostatnia nieréwnos¢ podsumowuje pokazane podczas dowodzenia poprzed-
nich zaleznosci techniki. Wykazemy, ze dla kazdej liczby calkowitej dodatniej

n zachodzi:
n

Zagi)§2n.

i=1
Jak wykazaliémy wczesniej (przy okazji liczb harmonicznych H,,), dla do-
wolnej liczby catkowitej dodatniej ¢ zachodzi:

o(i) 1
i Z d’
d|i
Oznacza to, ze dowodzona nieréwnos¢ przyjmuje postac:
1 1 1< 1
DD B R o
d|1 d|2 dn i=1 d|i

Jak pokazalismy w poprzednim przyktadzie, kazda liczba 1 < d < n pojawia

sie w sumie doktadnie L%J razy. Wykorzystujac ten fakt nierownosé z tezy

mozemy zapisaé jako:
n
1
, 1 L1
1

1=
Zachodzi réwniez oczywisty zwiazek dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej
7

1 |n 1 n n

*.'L*.J <z =

1 Li i1 1

Musimy wiec pokazaé, ze:
n

Z@%<2n.

=1

Przeksztalcajac rownowaznie dostajemy:
n o
1 1 2
2 a2
i=1 i=1
co koniczy dowdd.
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Algorithm 1 Obliczanie o(n)

function DIVIDE(p, k)
if p mod k£ = 0 then
return true
4: end if
return false
6: end function

N

8:
function MAIN( )
10: n, sum
fori=1—ndo
12: sum < 0
forj=1—j-j<ido
14: if DIVIDE(i,j) = true then
sum < sum + j
16: if j-j # i then
sum < sum +1i/j
18: end if
end if
20: end for
print(sum)
22: end for

end function
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Algorithm 2 Obliczanie o(n)

#include <cstdio>
#include <iostream>

using namespace std;

int n;
unsigned long long int sum;

bool divide(int p, int k)
{
if(p % k == 0)
return true;
return false;

}

int main()
{
scanf("%d", &n);
for(int i=1; 1 <= n; i++)
{
sum = 0;
for(int j=1; j*j <=i; j++)
{
if(divide(i, j) == true)

sum += j;
(7% 1= i)
sum += 1i/j;

}
¥
printf("%d: %ld\n", i, sum);
¥

system("pause");

}
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