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Historia odkrywania wieloscianow.

Wielosciany foremne byty znane juz w antyku; od czaséw Pitagorasa posiadano wiedze na
temat trzech pierwszych bryt foremnych. Lecz to Platon jako pierwszy uszeregowat je wedtug
liczb i ksztattéw w swoim dialogu Timajos. Nie wspomniat w nim jednak o dwunastoscianie
foremnym, ktory zostat odkryty przez jego ucznia Teaitetosa.

Wielosciany gwiazdziste byly stopniowo odkrywane w pdzniejszych czasach. W wydane;j

w 1619 roku ,Harmonii swiata” Johannes Kepler nie tylko jako pierwszy w czasach
nowozytnych opisat wszystkie istniejgce wielosciany archimedesowe, ale takze po raz
pierwszy rozwazat wielosciany gwiazdziste. Odkrytym przez siebie wieloscianom nadat
nazwy, ktére na jezyk polski mozna przettumaczy¢ jako ,jez dwudziestoscienny mniejszy”
oraz ,jez dwudziestoscienny wigkszy”. Niemal dwa wieki pozniej - w roku 1810 - Louis
Poinsot niezaleznie odkryt te dwa wielosciany ponownie, a takze opisat dwa inne, nieznane
dotychczas. Rok pézniej 22-letni A.L. Cauchy wykazat, ze nie istniejg inne niewypukte
wielosciany foremne. Tak wiec lista wieloscianéw foremnych zawiera 9 pozycji — 5 wypuktych
i 4 niewypukte. W potowie XIX wieku A. Cayley nadat wieloscianom Keplera-Poinsota
obowigzujgce po dzi$ dzien nazwy — dwunastoscian gwiazdzisty maty, dwunastoscian
gwiazdzisty wielki.

Kepler i Poinsot byli pierwszymi, ktérzy badali wtasnosci wieloscianoéw nazwanych obecnie
ich imieniem. Jednakze ilustracje przedstawiajgce niektdre z nich pojawialy sie juz duzo
wczesdniej. Dwunastoscian gwiazdzisty maty zostat przedstawiony na posadzce bazyliki $w.
Marka w Wenecji. Najprawdopodobniej pochodzi z poczgtku XV wieku (ok. 1425) i do dzis
mozna jg tam podziwiaé. Przypuszczalnie autorem tej wspaniatej mozaiki jest jeden

Z najwybitniejszych przedstawicieli wtoskiego quatrocenta - Paolo Uccello.

Wielosciany gwiazdziste podobnie do swoich dwuwymiarowych odpowiednikéw, czyli
wielokgtéw gwiazdzistych, sg ciekawym przypadkiem wielo$cianéw, gdyz posiadajg rézne
ksztatty przy tej samej liczbie bokdw i kgtow.

W refleksjach na ich temat bedziemy nawigzywaé do rodzajéw i wtasnosci bryt, dlatego na
poczatek przytaczamy odpowiednie definicje.

Definicja 1

Bryta jest to figura przestrzenna spetniajgca nastepujgce warunki:

1) jest ograniczona,

2) jest domknieta,

3) do kazdej kuli, ktérej srodek nalezy do tej figury, nalezy przynajmniej jeszcze jeden punkt
wewnetrzny tej kuli,

4) kazde dwa punkty tej figury mozna potgczy¢ linig famang w niej zawarta.

Najczesciej spotykane bryty geometryczne to wielosciany i bryty obrotowe. Nie wszystkie
figury przestrzenne sg brytami, przyktadem moze by¢ kat wieloscienny (rys. 1-2).
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Definicja 2

Wielos$cian - bryta ograniczong powierzchnig bedgca sumg skonczonej liczby wielokatow.
Wielokaty te sg Scianami wieloscianu, a ich boki jego krawedziami. Jezeli wieloscian

w catosci znajduje sie po jednej stronie ptaszczyzny wyznaczonej przez kazdg z jego scian,
nazywamy go wypuktym.

Przyktadami wielo$cianow sg figury przedstawione na rys. 3-7.

Rys.3% 43 5°

‘ ‘
Rys. 6%, 7°
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Rys. 8%, 9° 10°

Definicja 3

Wieloscian foremny - zwany inaczej brytg platonska jest to wielo$cian wypukty, ktérego
Scianami sg przystajgce wielokaty foremne, i w ktérego wierzchotku zbiega sie taka sama
liczba Scian.

Istnieje pie¢ wieloscianow foremnych — czworoscian, szescian, odmioscian, dwunastoscian
i dwudziestos$cian.

Rys. 114,124 13%, 14*, 15*
czworoscian osmioscian

dwudziestoscian
foremny foremny

foremny

dwunastoscian

- foremny
szescian

Gimnazjum nr 16 im. Kréla Stefana Batorego w Krakowie

Krakéw 2013



Wielosciany gwiaZdziste

Julia Struminska i Arkadiusz Biel

Co sie stanie gdy natozymy na siebie dwa lub wiekszg liczbe wieloscianéw, na przyktad
czworosciany foremne lub osmioscian foremny i szescian? W ten sposéb otrzymamy
wieloscian gwiazdzisty. Przyktady skonstruowanych tak figur ilustrujg rys. 16 i rys. 17.

stella

octangula
Rys.16°17° g

Pole powierzchni stelli octanguli o krawedzi a sktada sie z 24 tréjkatéw rownobocznych o boku i a.

a3

Pole jednego tréjkata rownobocznego jest rowne e

, zatem pole catej bryty réwne jest

3
Zat+/3.
2

Definicja 4

Wieloscian gwiazdzisty - wieloscian, ktérego sciany mozna przedstawi¢ jako wielokaty
gwiazdziste przenikajgce sie, wzglednie wieloscian przedstawiajgcy formy gwiazdziste.
Czesto mianem wielosciandw gwiazdzistych okres$la sie cztery wieloSciany: dwunasto$cian
gwiazdzisty maty, dwunastoscian wielki, dwunasto$cian gwiazdzisty wielki, dwudziesto$cian
wielki. Do wielo$cianéw gwiazdzistych zalicza sie réwniez kompozycje wieloscienne i inne
obiekty spetniajgce warunki definicji wieloscianu.

Kolejnym etapem naszych rozwazan byto zadanie pytania czy jest inny sposéb na uzyskanie
wieloscianu gwiazdzistego. Podczas przeszukiwania ksigzek i Internetu natkneliSmy sie na
proces polegajacy na wydtuzaniu $cian wieloscianéw foremnych. Zabieg ten nazywa sie
powszechnie stellacjg, czyli rozgwiezdzeniem. Nie wszystkie jednak wielosciany mozna
poddac rozgwiezdzeniu, poniewaz przediuzanie bokéw moze nie da¢ nowych przeciet.
Brytami platoriskimi ktérych nie mozna poddac stellacji sg sze$cian i czworo$cian foremny.

Przyktadem wieloscianu gwiazdzistego uzyskanego przez stellacje moze by¢ gwiazda
utworzona przez przediuzanie krawedzi scian dwunastoscianu foremnego. Powstata w ten
sposob bryta nazywana jest dwunastoscianem gwiazdzistym matym.
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Rys. 18 dwunastoscian gwiazdzisty maty

/

Podobnemu procesowi zostat poddany dwudziestoscian foremny, ktéry po stellacji utworzy
wieloscian gwiazdzisty (rys. 18). Ostrostupy tworzgce jego powierzchnie sg dosy¢ ptaskie,
poniewaz kat nachylenia miedzy dwiema $cianami jest do$¢ duzy(7138,19°), tak wiec
nachylenie sciany do podstawy wynosi 47,87°.
Ma ksztatt pokazany na rys. 20.
dwudziestoscian
gwiazdzisty
Rys. 197,20’

-

W kolejnym etapie rozwazan postanowiliSmy sprawdzi¢ czy powtarzanie procesu na
powstatej figurze, utworzy kolejny wieloscian gwiazdzisty. Dzieki odpowiedniemu
rozgwiezdzeniu powstat dwudziestoscian(rys. 20), ktérego $cianami sg trojkaty
réwnoboczne, a cata ta kompozycja opiera sie na pieciu osmioscianach foremnych.
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Rys. 21 dwudziestoscian gwiazdzisty bedacy

kompozycjg 5 o$mioscianéw foremnych

—

Wielosciany gwiazdziste foremne

Nastepnie zaczeliSmy sie zastanawiac czy, jesli z warunku foremnosci usung¢ wypuktosc,
wieloscian gwiazdzisty bedzie foremny. Figure przedstawiong na rys. 18 mozna uznac¢ za
foremng w rozszerzonej definicji, poniewaz jego scianami sg przystajgce wielokaty foremne,
a w kazdym wierzchotku schodzi sie taka sama liczba $cian. Inne wielosciany gwiazdziste
ktére mozna uznac za foremne to dwunastoscian gwiazdzisty wielki(rys. 21)

oraz o$mioscian gwiazdzisty(rys. 16).

Rys 227,
dwunastoscian

Aby zbudowa¢ model dwunastoscianu gwiazdzistego wielkiego, wystarczy ztozyc¢ siatke
dwudziestoscianu i do kazdej $ciany doklei¢ ostrostup prawidtowy tréjkatny. Siatki tych figur
przedstawione sg w zatgcznikach 1 i 2. Podobnie mozna ztozy¢ dwunastoscian gwiazdzisty
malty opierajgc konstrukcje modelu na siatce dwunastoscianu i ostrostupa prawidtowego
pieciokatnego.

PostanowiliSmy sprawdzi¢ czy w wielo$cianach gwiazdzistych zachodzi wzér Eulera
o wieloscianach.

Twierdzenie Eulera o wieloscianach
Miedzy liczbg wierzchotkdw wieloscianu prostego (W), liczba jego krawedzi (K) oraz liczba
jego scian (S) zachodzi nastepujgcy zwigzek: W — K + S = 2.

Po przeksztatceniu rownosci otrzymujemy taki wzor:
W+5=K+2

Dla stelli octanguli S=8, W=8, K=12.

Z prostego rachunku 8+8 # 12+2 wynika, ze ta figura nie spetnia wzoru Eulera.
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Zatgcznik 1°
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Gimnazjum nr 16 im. Kréla Stefana Batorego w Krakowie

Krakéw 2013



Wielosciany gwiazdziste
Julia Struminska i Arkadiusz Biel

Bibliografia
1. Zdzistaw Pogoda, Galeria Wielo$cianow, WUW
2. Praca zbiorowa, Encyklopedia Matematyka, GREG

3. http://mimuw.edu.pl/delta/artykuly/delta0406/wielosciany.pdf

4. http://www.charakteryzacja.pl/wp-content/uploads/2012/10/4-ST-wielo%C5%9Bciany-
foremne.pdf

5. http://www.interklasa.pl/portal/dokumenty/pabich/s5k.html
6. http://polyhedra.republika.pl/kp.html
7. Praca zbiorowa, Encyklopedia szkolna Matematyka, WSiP 1997

8. http://encyklopedia.pwn.pl/haslo.php?id=3899080

Przypisy

'nobrane z http://www.medianauka.pl/kat_dwuscienny_wieloscienny

pobrane z artykutu na wikipedii o wieloécianach

% pobrane z http://matematyka.cproject.pl/

* pobrane z http:/minds.pl/Filozofia-ORF/Ewolucja-pojecia-atomu.html

® pobrane z http://polyhedra.republika.pl/kp.html

® pobrane z szkolamysleniamini.nqg.pl prezentacja o wieloécianach gwiazdzistych

’ pobrane z http://www.swietageometria.info/podstawowe-pojecia?showall=1

®pobrane z http://www.matematyka.wroc.pl/ z artykutu o wielo$cianach gwiazdzistych

°pobrane z http://www.matematyka.wroc.pl/ z artykutu o wielo$cianach platonskich
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