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Problem poczatkowy
Na drugim etapie LXII Olimpiady Matematycznej pojawil sie nastepujacy problem:

Dla kazdej liczby catkowitej n > 3 wyznaczyé najwiekszqg mozliwg dtugosé takiego ciggu
o wyrazach w zbiorze n-elementowym, ze zadne jego dwa sgsiednie wyrazy nie S¢ rowne
a ponadto nie mozna w wyniku wykreslenia wszystkich jego wyrazow z wyjgtkiem czlerech
otrzymad ciggu postaci x,y,x,y, gdzie x # y.

Swoja prace zaczne od przedstawienia firmowego rozwigzania zadania.

Niech ¢, oznacza poszukiwana najwieksza dlugosé. Rozwazmy ciag (aq,as, ..., ax)
o wyrazach w zbiorze n-elementowym, majacy opisang wlasnos¢. Wsrod wszystkich
wartoéci wystepujacych w tym ciagu niech u bedzie ta, ktorej pierwsze wystapienie w
ciagu jest najdalsze; oznaczmy je przez a; = u. Zatem kazdy element rézny od w, ktory
wystepuje chociaz raz w tym ciagu, jest obecny wérod wyrazéow aq, as, ..., a;—1. Wykazemy,
ze element u pojawia sie w ciagu tylko raz.
Przypusémy, ze wyraz a,, = u jest drugim wystapieniem elementu u w rozwazanym ciggu.
Oczywiscie a;11 = w # u, gdyz na mocy warunkow zadania sasiednie wyrazy a; i a;q1
sa rozne. W takim razie m > [ 4 2. Ponadto - na mocy okreslenia v - wsroéd wyrazow
ai, as, ...,a;—1 wystepuje w, czyli a; = w dla pewnego ¢ < [—1. Jednak wowczas skreslajac
wszystkie wyrazy ciaggu z wyjatkiem a;, a;, a;41, a,, otrzymujemy ciag postaci w, u, w, u,
w sprzeczno$ci z zalozeniami zadania. Istotnie wiec wystgpienie elementu u w ciggu
ai,as, ..., ax jest pojedyncze.
Wykreslmy z ciaggu wyraz a; = u. Ponadto jesli wyrazy a;—; i a;11 byty réwne, to
wykre$lmy takze jeden z nich. Otrzymamy w ten sposéb ciag o dlugosci co najmniej
k — 2, w ktérym wystepuje co najwyzej n — 1 ré6znych wyrazéw, i nie zawierajacy dwoch
jednakowych sasiednich wyrazow. Stad wniosek, ze ciagg ten spelnia warunki zadania,
jezeli tylko n — 1 > 3. Zatem dla n > 4 mamy k — 2 < ¢,_1. Przyjmujac co = 3 widz-
imy, ze nieréwnos¢ ta jest prawdziwa takze dla n = 3. Kazdy bowiem ciag o dlugosci co
najmniej 4 o wyrazach ze zbioru dwuelementowego, nie zawierajacy dwoch jednakowych
sasiednich wyrazow, zaczyna sie od podciagu postaci x,y,z,y. Jednak k jest dtugoscia
dowolnie wybranego dozwolonego ciggu o wyrazach w zbiorze n-elementowym. Zatem z
zaleznosci k — 2 < ¢, otrzymujemy ¢, < ¢,—1 +2 dlan =2,3,4,.... Skoro c; = 3, wiec
przez prosta indukcje uzyskujemy ¢, < 2n — 1 dla kazdego n. Na koniec zauwazmy, ze
(2n — 1)-wyrazowy ciag:

1,2,3,...n—1,n,n—1,..,3,2,1
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o wyrazach ze zbioru n-elementowego ma postulowana wlasnosc.
OdpowiedZ: Szukana najwieksza dlugo$é ciaggu wynosi 2n — 1.

Uogo6lnienie problemu

W dalszej czeSci swojej pracy probuje rozwiaza¢ problem w wersji uogo6lnionej, to
znaczy dla sytuacji, gdy inny jest rodzaj sekwencji, ktore nie moga by¢ podciggami ciaggu.
W swojej pracy ciggiem poprawnym bede nazywal ciag, ktory spelnia warunki problemu
w aktualnie rozpatrywanej wersji, za$ ciggiem maksymalnym bede nazywal najdluzszy
ciag poprawny.

Rozwazmy nastepujacy problem:

1.Dla liczb catkowntych dodatnich n,p znaleZé maksymalng dtugosé ciggu o wyrazach
w zbiorze n-elementowym, ktdry nie zawiera podciqggu postaci x,y,x,y, ... oraz zZadne dwa
—_————

p
sqsiednie wyrazy nie s¢ sobie rowne.

Dla p = 2 problem jest trywialny i ciag moze mie¢ maksymalnie 1 wyraz.

Dla p = 3 problem nadal jest trywialny i ciag moze mie¢ maksymalnie n wyrazow.

Dla p = 4 mamy dokladnie to zadanie, ktore pojawito sie na Olimpiadzie Matematycznej.
Dla p > 4 zaczyna sie robi¢ duzo ciekawiej.

Przyjrzyjmy sie blizej sytuacji, gdy p = 6.
Oznaczmy przez d,, poszukiwang najdtuzsza dtugosé ciggu o wyrazach w zbiorze n-elementowym.
Oto wartosci d; dla ¢ < 6 oraz przyktadowy maksymalny ciag.

ody=1(1)

o dy=5(1,21,21)

edy=10(1,2,3,2,3,1,3,1,2 1)

o di=16(1,2,3,23,1,3,4,3,4,1,4,2, 4,2, 1)

o ds=22(1,2,3,4,3,4,2,4,54,5,2,5,3,5, 1,5 13, 1,2, 1)

e dg=29(1,2,3,4,54,53,52,5,6,5,6,26,3,64,6,1,6,1,4, 1,3, 1,2, 1)

Powyzsze wyniki zostaly obliczone przez napisany przeze mnie program, ktory opiera
sie na algorytmie typu brute-force wygladajacy w nastepujacy sposob:

funkcja szukajciagu()
jesli obecny ciagg jest dtuzszy od najdtuzszego ciggu znalezionego do tej pory
zapamietaj nowy najdtuzszy ciag
dla kazdego i nalezacego do {1,2,...,n}
dodaj na koniec ciagu i
jesli ciag jest poprawny
szukajciagu()
w przeciwnym przypadku
usuh ostatni element ciaggu.



Przedstawiona powyzej procedura znajduje najdluzszy poprawny cigg, jaki moze
powsta¢ w wyniku dodawania elementow do zadanego ciggu. Dla kazdego i € {1,2,...,n},
jesli tylko cigg z dodanym na koricu ¢ jest poprawny, to procedura probuje dodawaé
nastepne elementy. Jesli w miedzyczasie podciagg uzyska dlugosé¢, jakiej nigdy wezedniej nie
osiagnal, to 6w ciag zostaje zapamietany. W efekcie kazdy ciag albo zostanie sprawdzony
przez procedure, albo zostanie wykluczony, gdyz iles poczatkowych elementéw tego ciggu
tworzylo ciagg, ktory nie byl poprawny. Zatem faktycznie powyzsza procedura pozwala
poprawnie znajdowa¢ maksymalne ciggi.

Na pierwszy rzut oka wida¢, ze dla p = 6 najwiekszej dlugosci nie da sie wyrazi¢ tak
tatwo jak w przypadku p = 4. Jesli wzor jawny d,, w ogdle istnieje, to najprawdopodobniej
jest on dosy¢ skomplikowany. Jednak okazuje sie, ze d,, mozna oszacowac z gory i z dotu.

Twierdzenie 1.1. Dla okreslonego p > 2 zachodzi nieréwnosé d,, > (p—2)(n—1)+ 1.

Dowdd. Wezmy najdtuzszy poprawny ciag o wyrazach w zbiorze (n — 1)-elementowym
{1,2,...,n — 1}. Powiedzmy, ze ostatni wyraz to i. Jednakze gdy do tego ciagu dodamy
wyrazy n, i, n, i, ..., to otrzymamy cigg o wyrazach w zbiorze n elementowym, ktory spelnia

p—2
warunki rozpatrywanego problemu. Stad tatwo wyciagna¢ wniosek, ze d,, > d,,_1 +p — 2,
a skoro d; = 1, to dla dowolnego n > 1 mamy oszacowanie d,, > (p —2)(n — 1) + 1.
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Warto w tym momencie doda¢, ze gdy znamy jakis odpowiednio dlugi poprawny ciag,
to mozemy od pewnego momentu oszacowac jeszcze lepiej (na przyktad dla p =6, n > 6
mamy d,, > 4n + 5).

Twierdzenie 1.2. Dla okreslonego p > 2 zachodzi nieré6wnos¢ d,, < W + 1.

Dowaod. Zatézmy, ze istnieje poprawny ciag o wyrazach w zbiorze n-elementowym o
dhigosci % + 2. Zauwazmy, ze w ciggu tej dlugosci wystepuje (”_2@& + 1 par
sgsiednich wyrazow. Skoro réznych nieuporzadkowanych par wyrazow jest ”("2_1), to z
zasady szufladkowej Dirichleta wiemy, ze istnieje p — 1 par wyrazéw sasiednich takich, ze
wszystkie sg sobie rowne z dokladnoscia do kolejnosci. Wybierzmy sposrod tych p — 1 par
te, ktora znajduje sie w ciggu najwczesniej. Powiedzmy, ze w tej parze pierwszy wyraz
to x, a drugi y. Mozemy wiec wybraé¢ te dwa wyrazy, oraz sposrod nastepnych p — 2
par wybiera¢ na zmiane x i y, wskazujac tym samym podciag x,y, x, vy, .... ZaktadaliSmy

N———

p
jednak, ze ten cigg jest poprawny, dochodzimy wiec do sprzecznosci.

Zatem faktycznie zachodza nieréwnosci (p —2)(n — 1)+ 1< d, < w + 1

Rozpatrzmy teraz inna wersje problemu:

2. Znalezé najwiekszq mozliwg diugosé takiego ciggu o wyrazach w zbiorze n-elementowym,
ze kazde dwa sgsiednie wyrazy sq rozne i cigg ten nie zawiera podciggu postact x,y, 1y, T.

Twierdzenie 2.1. Maksymalny ciag ma dlugos¢ co najmniej 3n — 2.



Dowdd. Zauwazmy, ze istnieje poprawny ciag tej dtugosci. Oto i on:

1,2,1,2,3,2,3,4,3,4,...n—1,n,n—1,n
O

Twierdzenie 2.2. Istnieje cigg maksymalny taki, ze zaden element nie wystepuje w ciggu
wiecej niz 3 razy.

Dowdd. Wezmy dowolny maksymalny ciag. Zalozmy, ze jakis element wystepuje co
najmniej 4 razy. Nazwijmy ten element X. Nazwijmy element wystepujacy bezposrednio
po drugim X-ie Z. Nasz ciag wyglada mniej wiecej tak:

o X X 7 XX

Zauwazmy, ze przed pierwszym X-em nie wystepuje zaden wyraz réwny Z, gdyz
wowcezas istniatby podciag Z, X, X, Z. Analogicznie po czwartym X-ie nie ma zadnego
wyrazu rownego Z. Ponadto gdyby miedzy pierwszym a czwartym X-em wystepowaty
dwa wyrazy rowne Z, to istniatby podciag X, Z, Z, X. Stad wniosek, ze Z wystepuje tylko
raz w naszym ciagu.

Jesli zastapimy pierwszy X elementem Z, ciag bedzie wygladal w nastepujacy sposob:

2o X 7 XX

W otrzymanym ciggu nadal kazde dwa sasiednie wyrazy sa rézne. Wskutek zamiany
jednego wyrazu nie powstal tez podcigg postaci Z,y,y, Z - gdyby taki podciag powstat,
znaczyloby to, ze przed zamiang y dwukrotnie wystepowal miedzy pierwszym a drugim X-
em co znaczyloby, ze juz wezesniej istnial podciag X, y,y, X, jednak zatozyliémy ,ze nasz
cigg byt poprawny. Nie powstal tez zaden podciag postaci y, Z, Z, y - gdyby faktycznie tak
bylo, oznaczatoby to, ze przed zamiang istniat y przed pierwszym X-em oraz wystepowal
y po drugim X-ie, z czego wynika, ze istnial podciag postaci y, X, X, y. Zatem wskutek
takiej zamiany spowodowalismy, ze element, ktory wcze$niej wystepowal co najmniej 4
razy teraz wystepuje jeden raz mniej, oraz element, ktéry wystepowal raz, teraz wystepuje
dwa razy i ciag nadal jest maksymalny. Mozemy wiec czynno$é te powtarza¢ do momentu,
az kazdy element bedzie wystepowa¢ co najwyzej 3 razy.Faktycznie wiec istnieje ciag
maksymalny taki, ze zaden element nie wystepuje w ciagu wiecej niz 3 razy.
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Twierdzenie 2.3. W ciaggu w ktorym zaden element nie wystepuje w ciggu wiecej niz 3
razy pierwszy i ostatni wyraz sa rozne.

Dowod.Wezmy cigg maksymalny, w ktérym zaden element nie wystepuje wiecej niz
3 razy. Zalozmy przeciwnie, ze pierwszy wyraz ciagu (nazwijmy go X) jest rowny os-
tatniemu. Wéwczas miedzy pierwszym a ostatnim elementem jest wiecej niz n wyrazéow
(wynika to z twierdzenia 2.1). Zatem z zasady szufladkowe]j Dirichleta miedzy pierwszym
a ostatnim wyrazem jaki$ element (nazwijmy go Y') wystepuje wiecej niz raz. Wiemy, ze
X # Y, gdyz X moze wystepowaé co najwyzej 3 razy.Ciag ten zawiera zatem podciag
X, Y)Y X. Jest to jednak sprzeczne z zatozeniem, ze ciag jest poprawny, zatem twierdze-
nie jest faktycznie poprawne.
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Twierdzenie 2.4. Element ktory jest pierwszym wyrazem ciggu bedzie wystepuje w nim
co najwyzej 2 razy.

Dowdd. Zatézmy przeciwnie, ze element, ktory jest pierwszym wyrazem (nazwijmy go
X) wystepuje co najmniej 3 razy. Nazwijmy element, ktory jest drugim wyrazem Z. Ciag
wyglada tak:

X, 7,0 X, X, ..

Podobnie jak za poprzednim razem Z wystepuje w ciggu tylko raz, bo gdyby byto
inaczej to istnialby podciag postaci z,y,y,r. Zauwazmy, ze gdybySmy umiescili Z na
poczatku ciagu, przed pierwszym X-em, to nadal sasiednie wyrazy bylyby rozne i nie
powstalby zaden podciag postaci Z,y,y, Z. Otrzymany podciag bytby wiec poprawny
i dluzszy od maksymalnego - dochodzimy wiec do sprzecznosci, Zatem twierdzenie jest
faktycznie prawdziwe

g

7 twierdzenia 2.4 wynika symetryczne twierdzenie, ze element, ktory jest ostatnim
wyrazem ciagu wystepuje co najwyzej 2 razy.

Twierdzenie 2.5. Cigg o dtugosci 3n — 2 jest najdhuzszym poprawnym ciggiem.

Dowdd. 7 twierdzen 2.2 i 2.4 wynika, ze istnieje ciag maksymalny, w ktorym (n — 2)
elementow wystepuje co najwyzej trzykrotnie, zas 2 elementy (z twierdzenia 2.3 wyraz
pierwszy i wyraz ostatni to 2 rozne elementy) wystepuja co najwyzej 2 razy. Dlugosé
ciggu maksymalnego nie przekracza wiec 3(n — 2) +2-2 = 3n — 2. Zatem ciag podany w
dowodzie twierdzenia 2.1 jest ciggiem maksymalnym.

g

Powyzszy problem mozna uog6lni¢ do nastepujacej wersji:

3.Dla dodatnich liczb catkowitych n, p szukamy najwiekszqg mozliwg diugosé ciggu o
wyrazach w zbiorze n-elementowym, w ktorym kazde dwa sgsiednie wyrazy sg rdézne i nie

wystepuje podcigg postaci: x,y,y, ..., Y, T.
—_—
P

Dla p = 2 przedstawitem dowdd, w ktorym wskazuje doktadna wartos¢ maksymal-
nej dtugosci. Nie istnieje niestety analogiczny dowod dla sytuacji ogoélnej, dlatego bede
szacowal dlugos¢ maksymalnego ciagu d,.

Twierdzenie 3.1. Dla okreslonego p > 3 zachodzi nieréwnosé¢ d, < 3(n — 1) +
p=Dnt2)(n=1) | 4
5 :

Dowdd. Zauwazmy, ze w kazdym poprawnym ciggu pierwsze 2 wyrazy sa rozne (nazwi-
jmy jest X 1Y'). Wérod nastepnych (p—1)n+1 wyrazow jest jakis element, ktory powtarza
sie co najmniej p razy (wynika to z zasady szufladkowej Dirichleta). Element ten jest rozny
od X lub rézny od Y. To znaczy, ze w nastepnych elementach ciggu nie bedzie juz X lub
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nie bedzie Y. Wynika stad, ze d, <2+ (p—1)n+1+d,_ 1 =3+ (p—1)n+d,_1, a wiec

skoro dy =1, to:

dy <3+ (p—Un+d,1 <3+(p—-1)n+3+@p—-1)(n—1)+d,2<...<3+(p—1)n+
n+2)(n—1

34+(p—1)n—1)+..+3+(p-1)-2+1=3n—-1)+ (p— 1)L 11

O
Okazuje sie wiec, ze dlugosé ciggu maksymalnego wynosi 3n — 2.
Twierdzenie 3.2. Dla okreslonego p > 3 zachodzi nieréwnosé d, > (2p — 1)(n — 1):
Dowdd. Zauwazmy, ze istnieje poprawny ciag dtugosci (2p — 1)(n — 1):
1,2,1,2,...,2,1,2,3,2,3,...,3,2,...n—1,nn—1,n,...nn—1n
21 2p1 21
O

4 =)D |

Mamy zatem szacowanie (2p — 1)(n — 1) < d,, < 3(n — 1) 5



