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Tematem naszej pracy jest mato znana Zasada Cavalieriego dotyczaca pordwnywania objgtosci
dwoch bryt. Odkryty$my te metode przypadkiem, gdy wiedzione matematyczna cickawoscia
postanowity$Smy dowiedzie¢ sig jakie jest uzasadnienie wzoru na objgtos¢ kuli, podawanego w
gimnazjum bez zadnych uzasadnien. Najpierw szukalySmy w ksigzkach, lecz tam znalazty$my
tylko niezrozumiate dla nas rozumowanie z granicami ciagdw. Dalsze poszukiwania nie przyniosty
lepszych efektow i gdy prawie stracity$my nadzieje na znalezienie odpowiedzi, z pomoca przyszta
nam nasza nauczycielka matematyki, ktora powiedziata nam o innej, niestosowanej powszechnie
metodzie wyprowadzania wzoru z zastosowaniem Zasady Cavalieriego. Postanowily$my doktadniej
zajac si¢ tym zagadnieniem i doszty$my do wniosku, Ze zebrany przez nas material bedzie dobrym
tematem na pracg konkursowa.

Korzenie tej zasady sigegaja III w. p.n.e. czyli do czaséw Archimedesa- jednego z nielicznych
geniuszy, ktorych tworczos¢ przesadzita na dtugie wieki o losach nauki. Archimedes w swoim
traktacie ,,0 kuli 1 walcu” zawarl dowod, ze

Vi:V:V3=1:2:3

Gdzie V to objetos¢ stozka wpisanego w walec,
V; -objetosé kuli,
V3 -objetos¢ walca opisanego na tej kuli

Archimedes wykazat rowniez, ze potkula 1 walec o takim samym promieniu podstawy i
wysokosci roéwnej X, z ktorego wycigto stozek, ktérego podstawa jest gorna podstawa walca, a
wierzchotkiem $rodek dolnej podstawy maja rowne objgtosci. Mimo, ze Archimedes nie podat
formalnego dowodu swego wniosku, to przedstawil bardzo przekonujace argumenty: potraktowat te
bryly jako puste naczynia i nalal do nich wody. Okazato sig, ze taka sama ilo§¢ wody wystarczyta
do napetnienia obu naczyn.

Powyzsza metoda do wyznaczania objgtosci kuli zostala formalnie uzasadniona i uogoélniona
dopiero w XVIII w. przez ucznia Galileusza- wtoskiego matematyka Bonaventurg Cavalieriego. Od
tamtej pory teoria zwiazana z obliczaniem pdl 1 objetosci figur 1 bryt znana jest jako twierdzenie
Cavalieriego.

Twierdzenie Cavalieriego-wersja dla plaszczyvzny:

Jezeli dwie figury:Fi1i F2zawarte miedzy dwiema prostymi rownoleglymi | i k przetniemy
rodzing prostych rownoleglych do 1 i k, otrzymujqc na kazdym przecieciu z figurami F1i F2 odcinki
rownej dlugosci, to figury F1i F2 majq rowne pola”™

Najprostsza prezentacja tego twierdzenia moze by¢ prostokat i rownolegtobok o rownych
podstawach.
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Prostokat i rownoleglobok maja rowne podstawy 1 wysokosci, zatem réwne pola.



Twierdzenie Cavalierego-wersja dla przestrzeni:

. Jezeli dwie bryly: Bii B2, ograniczone dwiema rownoleglymi plaszczyznami l i k przetniemy
rodzing plaszczyzn rownolegtych do 1 i k i na kazdym poziomie w przecieciu z brytami Bi1 i B2
otrzymamy przekroje o rownych polach, to te bryly majq rownq objetos¢.”

Zalozenie twierdzenia nazwijmy Warunkiem Cavalieriego.

Nizej przedstawiamy trzy problemy, w ktorych rozstrzygnigciu wykorzystujemy Zasadg
Cavalieriego

Problem 1 — wzdér na objeto$¢ kuli:

Rozwazmy kulg o promieniu R i bryle B, ktéra powstala z walca o promieniu podstawy
dlugosci R 1 wysokosci 2R, z ktérego wyjeto dwa stozki o wspdlnym wierzchotku, znajdujacym sig
w punkcie, ktory jest srodkiem symetrii walca. Podstawa jednego ze stozkéw pokrywa si¢ z dolna
podstawa walca, a podstawa drugiego z gérng .

Wykazemy, ze kula o promieniu R i bryta B speiniaja Warunek Cavalieriego, co oznacza, ze maja
réwne objgtosci.

Umieszczamy obie bryly migdzy dwiema rownolegtymi plaszczyznami /1 k
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Przekrojami bryly B i ptaszczyzn [ 1 k sa okregi, ktorych pole réwne jest zero.
Przekrojami kuli z ptaszczyznami /i k sa punkty, ktdrych pole rowniez rowne jest zero, dlatego
Warunek Cavalieriego dla obydwu bryt w przecieciu z / i k jest spetniony.

Wykazemy teraz, ze na dowolnym poziomie migdzy plaszczyznami /i k przekroje bryl maja
rowne pola.
Rozwazmy pola przekrojoéw kuli i bryty B ptaszczyzna p réwnolegta do /1 k w odlegtosci 4 od
srodka kuli
Przekrojem plaszczyzny p 1bryly B jest pierscien kotowy ograniczony okrggami o promieniu R i
promieniu 7
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Czworokat ABCD jest kwadratem o boku dtugosci R
Odcinek EF jest rownolegly do odcinka DC, wigc trojkat AEF jest prostokatny
Odcinek AC jest przekatna kwadratu, wigc katy EAF i EFA maja miarg 45°
Z tego wynika, ze trojkat AEF jest prostokatny rownoramienny, wigc A= r
Pole kota ograniczonego okrggiem o promieniu r jest rtowne

P= nr’= wth’

Pole kota ograniczone okrggiem o promieniu R wynosi
P,= nR?

Pole pierscienia kotowego Py jest réwne
Py= 7R’ mth’= 1( R*-h?)

Przekrojem P; kuli o promieniu R i ptaszczyzny jest koto o promieniu x

Pole tego przekroju jest rowne
P.=n(R*-h%)

Zatem pole pierscienia jest rowne polu kola o promieniu x, spetniony jest Warunek Cavalieriego

Na podstawie Zasady Cavalieriego bryta B i1 kula o promieniu R maja rowne objgtosci
Wprowadzmy oznaczenia

Vs- obj. Stozka

Vw- obj. Walca

Vg- obj. Bryty

Zauwazmy, ze Vg=Vw-2Vs , czyli mamy:



V= nR* * 2R-2(1/37R* * R)= 2nR*-2/3nR*= 4/37R?

Wykazali$my, ze objetos¢ kuli o promieniu dtugosci R wynosi 4/31R’

Problem 2-masa obierzyny-obreczy:

Wyobrazmy sobie, ze kula ziemska jest kulg w sensie matematycznym o promieniu dtugosci
R=6 378 140 m.

Obieramy ja nozykiem o dtugosci Scm wzdhuz réwnika, tak jakby$my obierali jabtko.
Zdejmujemy jedna taka obierzyng-obrecz i chcemy obliczy¢ jej masg.

Zeby obliczyé mase takiej obierzyny najpierw potrzebna bedzie jej objetosé, zeby moc skorzystaé
ze wzoru m=V * g

Gdzie gestos¢ ziemi ¢= 1800kg/m’

Wykazemy, ze bryta bedaca ,,obierzyna” i kula o promieniu / spetniaja Warunek Cavalieriego,
gdyz wowczas ich objgtosci beda réwne.
Umieszczamy je migdzy dwiema rownoleglymi ptaszczyznami /i k stycznymi do kuli

0 promieniu 4.

Dla ptaszczyzn / i k przecinajacych ,,obierzyng” przekrojami sa okregi, ktorych pole wynosi zero
Czgscia wspOlna ptaszczyzn /1 k 1 kuli o promieniu /4 sa punkty, ktorych pole réwniez réwne jest
zero, zatem Warunek Cavalieriego dla kuli 1 ,,0bierzyny” w przecigciu z / i k jest spetniony.
Zbadamy teraz czy jest on spelniony dla dowolnej ptaszczyzny p rownolegtej do ptaszezyzn /1 k
Prowadzimy plaszczyzng p w odleglosci x od srodka kuli ziemskiej i kuli o promieniu £
Obliczymy najpierw pole P: przekroju kuli o promieniu / z ptaszczyzna p

Rozwazmy tréjkat prostokatny:
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Pole Pi, to pole kota o promieniu r.
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa r’=h*-x" wigc:

Bl=TC! hZ-X2 )

Obliczymy teraz pole P; pierScienia kotowego, ktory powstaje w wyniku przecigcia ,,obierzyny”
ptaszczyzna p. Pole pierscienia kotowego jest rdznica pol: kota o promieniu R; i kota o promieniu
R, czyli P2=TCRZZ-TERW2

RI - promien zewnetrznego okregu

RH -promien wewnetrznego okregu

R promien ziemi

Z twierdzenia Pitagorasa mamy:

R =R%- x




Podobnie z twierdzenia Pitagorasa, mamy:
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Znajac R. 1 R,, mozemy obliczy¢ pole P2 pier§cienia kotlowego:
P,=n(R*-x*)-n(R*-h?)
P,=n(R*-x*-R*+h?)

BQ=TC! hZ-X2 )

P;=P, wigc dowiedlismy, ze spetniony jest Warunek Cavalieriego, co oznacza, ze objgtos¢
,»obierzyny” jest rowna objetosci kuli o §rednicy Scm (24)

Mozemy juz obliczy¢ objetos¢ ,,obierzyny”, gdyz jest ona rowna objetosci kuli o promieniu
2,5 cm, wigc:

V=4/3nh’

V=~ 4/3%3,14%0,025

V= 0,0000655m’

Znajac objegtos¢ skorzystamy ze wzoru
m= V*g

m ~ 0,0000655* 1800[m**kg/m’=kg]
m = 0,118kg

m ~ 11.8dkg
Jak wida¢ obierzyna ta jest niezwykle lekka, co jest sprzeczne z naszg intuicja.

Zaskakujacy jest rowniez fakt, ze objeto$é ,,obierzyny” (4/3rh’) zalezy wylacznie od dlugosci
nozyka, nie zalezy za$§ od promienia kuli, z ktorej zdejmowana jest obierzyna.




Problem 3- cykloida:

Nastepnym zagadnieniem, w ktorym znalazty$my ciekawe zastosowanie Zasady Cavalieriego
jest cykloida, a doktadnie obliczenie pola pod cykloida. Cykloida jest krzywa, bgdaca torem
ustalonego punktu lezacego na obwodzie kota, ktore toczy si¢ po prostej ruchem jednostajnym bez
poslizgu.

Obliczeniem pola pod cykloida zajmowat si¢ Gilles de Roberwal, ktory w 1636 roku wykazat, ze
pole to jest trzy razy wigksze od pola kola, ktore utworzyto cykloidg.
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Dowod obejmuje kilka etapow, a zastosowanie zasady Cavalieriego znajduje si¢ w jednym z
etapow.

Rozwazmy potowg obszaru pod cykloida i zamknijmy ten obszar w prostokacie ABCD jak na
rysunku

A B

Z prostokata ABCD wytnijmy polowg kota o $rednicy BC i ,,doklejmy” ja do boku 4D prostokata
ABCD.




Powstata w ten sposob figureg dalej nazywac bedziemy tukowcem ABCD, a prostokat ABCD —
baza lukowca ABCD. Zwr6émy uwagg, ze pole lukowca jest rowne polu prostokata, z ktdrego ten
tukowiec powstal, w opisany wyzej sposob.

Luk cykloidy o koncach w punktach 4 i C dzieli lukowiec ABCD na dwie figury, ktore nazywac
bedziemy tréjliniowcami. Mamy zatem dwa trojliniowce: trdjliniowiec ABC i trojliniowiec ACD.
Wykazemy, ze te trdjliniowce maja rowne pola. W tym dowodzie powotamy si¢ na Zasade
Cavalieriego.

Prostokat ABCD, dzielimy na 4 przystajace prostokaty jak na rysunku nizej, sa to prostokaty
APWD, POTW, QRST, RBCS. Nastgpnie na kazdym z utworzonych prostokatow budujemy
tukowece. Luk cykloidy o koncach w punktach 4 i C, przecina potokregi ograniczajace utworzone
tukowce odpowiednio w punktach 4, E, F, G, C.
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Dalej przez kazdy z punktow E, F, G prowadzimy proste rownolegte do odcinkéw AB 1 DC. Proste
te przecinaja potkole o srednicy 4D w punktach H, [, J, za$ péikole o srednicy BC w punktach
K L M.

Odcinek HE, zawarty w trojliniowcu ACD, ma dlugos$¢ réwna podstawie prostokata APWD,
ktory jest baza tukowca APWD. W tréjliniowcu ABC odcinek GM ma dtugo$¢ réwna podstawie
prostokata RBCS, ktory jest baza tukowca RBCS. Poniewaz prostokaty APWD 1 RBCS sa
przystajace, to odcinki HE 1 GM, nalezace odpowiednio do trdjliniowcéw ACD 1 ABC, sa rdwne.
Analogicznie dowodzimy réwnos¢ dlugosci odcinkoéw [F 1 FL oraz rowno$¢ dlugosci odcinkdéw
JG1iEK.

Podzielmy teraz prostokat ABCD na osiem prostokatow przystajacych i przez punkty wspolne
cykloidy 1 brzegéw odpowiednich lukowcdw, powstatych na bazie kazdego z o$miu prostokatow,
prowadzimy proste rownolegte do odcinkow AB i DC.




Analogicznie, jak przy poprzednim podziale prostokata ABCD, dowodzimy réwnos¢ odpowiednich
odcinkow w trojliniowcu ACD i trojliniowcu ABC. Mamy zatem réwnosci:

|H1E1| = |G1M1 >
|HE|=|GM|,
|11F1|:|F1'L1' >
\IF| =|FL].

Podobnie jak przy poprzednim podziale prostokata ABCD, w tréjliniowcu ACD znajdujemy taka
sama ilo$¢ odcinkow réwnoleglych do odcinkow 4B 1 DC i réwnych odpowiednim odcinkom w
trojliniowcu ABC.

Wyobrazmy sobie dalej, ze prostokat ABCD dzielimy w opisany wyzej sposob na n
przystajacych prostokatéw i na kazdym prostokacie budujemy tukowiec. Nastepnie przez kazdy
punkt wspdlny cykloidy i brzegéw utworzonych jak wczesniej lukowcdw prowadzimy proste
rownolegte do odcinkow AB i DC.

W tréjliniowcu ACD znajdziemy taka sama ilo$¢ odcinkéw rownolegtych do odcinkéw AB 1 DC i
rownych odpowiednim odcinkom w tréjliniowcu 4BC.

Niech teraz n zmierza do nieskonczono$ci. Konstruowane jak wezesniej odcinki w tréjliniowcu
ACD 1w trojliniowcu ABC, bedace réwnolegte do odcinkéw 4B 1 DC, pokryja cata powierzchnig
obydwu trojliniowcow, przy czym dla kazdego odcinka w tréjliniowcu ACD znajdziemy w
trojliniowcu ABC doktadnie jeden odcinek rownej dtugosci.

Wykazali$my, ze trojliniowce ACD i ABC spetniaja Warunek Cavalieriego, zatem na mocy
Zasady Cavalieriego maja rowne pola.

Powro¢my do problemu pola pod cykloida. Rozwazmy jeszcze raz prostokat ABCD. Wykazemy, ze
pole trojkata ABC jest dwa razy wigksze od pola potkola o §rednicy BC.
Wprowadzmy oznaczenia:

P, ,sc-pole trojkata ABC,

Po . -pole prostokata ABCD,
P, -pole polkola o srednicy BC,
P - pole tukowca ABCD

tukowca
Niech |BC| =2h , wowczas pole potkola wynosi P, = %ﬂhz .

Dhugos$¢ odcinaka AB jest rowne potowie obwodu kota o §rednicy |BC| =2h, gdyz jest to droga,
jaka pokonuje ustalony punkt na kole tworzacym cykloidg.

. o 1 11
Pole trojkata ABC jest rowne: P, ,,- = 5|AB| : |BC| =5 5272%1 2h=7h’.
Mamy zatem rownos$¢ P, ,,- = 2P, , z ktorej wynika, ze Po ,,.,=4P, 1 poniewaz

P,

tukowca
Poniewaz pole tukowca ABCD jest cztery razy wigksze od pola potkola o $rednicy BC i poniewaz
trojliniowce ACD 1 ABC maja réwne pola, co oznacza, ze pole trdjliniowca ABC jest potowa pola
tukowca ABCD, to pole trojliniowca ABC jest dwa razy wigksze od pola pétkola o $rednicy BC.

Z ostatniej przestanki wynika, ze obszar pod potowa cykloidy (pod tukiem o koncach w
punktach A4 1 C) sktada si¢ z trzech rownych czgs$ci, z czego jedna czgs$¢ stanowi powierzchnia
potkola. Stad juz bezposrednio wnioskujemy, Ze pole obszaru pod cykloida jest trzy razy wigksze
od pola kola, ktore utworzylo t¢ cykloide.

=PO cp,tO =4P,.

tukowca

10



Zasada Cavalieriego jest zasada uniwersalna: moze by¢ wykorzystywana zaréwno w zadaniach
matematycznych (poréwnywanie pol i1 objgtosci, cykloida) jak i w zyciu codziennym (przykiad z
obraczka). Jest rowniez tatwa do zrozumienia dla mtodszych uczniéw, gdyz do wykorzystywania
jej potrzebna jest jedynie podstawowa wiedza matematyczna i wyobraznia.

Niniejsza pracg wykonaly$Smy w oparciu literatur¢ podana na koncu pracy, jednakze niektore
zagadnienia sa naszym wtasnym dzietem. W zadaniu na obliczenie pola obszaru pod cykloida
samodzielnie udowodnity$my rownos¢ pol: trojliniowca ACD 1 trdjliniowca ABC. W tym samym
zadaniu wykazaty$my, ze pole trojkata ABC jest dwa razy wigksze od pola potkola o srednicy BC.

Praca z zastosowaniem Zasady Cavalieriego data nam duzo satysfakcji, a co najwazniejsze dala
nam odpowiedz na nurtujace nas pytanie o uzasadnienie wzoru na objetos$¢ kuli.
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