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SKAD POMYSL?

Podczas lekcji fizyki rozwigzywaliSmy
zadania z ruchu po okregu, w tym réwniez
ciekawe zadania dotyczace zegaréw 1 ruchu ich
wskazowek. Typowe zadania tego rodzaju dotycza
ruchu obiegowego wskazowek, ale mnie
zainteresowala zmienno$¢ odleglosci miedzy ich
koncami. Zauwazytam, ze odleglos¢ miedzy
koncami wskazowek mozna potraktowacé jako
wektor przemieszczenia miedzy punktami,
ktorych wektorami polozenia sg wskazowki
minutowa 1 godzinowa.

RozwiazywaliSmy kilka takich przykladow
korzystajac z twierdzenia Pitagorasa oraz
twierdzenia cosinusow.




Nauczyciel wspomnial, ze trudno bedzie
wskazac¢ w ten sposob ogdlny wzor na zaleznoéé
odleglos$ci miedzy koncami wskazdéwek od czasu i
wspomnial, ze wskazowki mozna traktowad jak
wektory wirujace 1 moze ewentualne
zastosowanie liczb zespolonych przyniosto by
efekt. Poniewaz nadeszly ferie §wigteczne
miatam czas poznac rachunek liczb zespolonych,
ktory nie sprawil mi ktopotéw — Internet byt dla
mnie zrodlem wiedzy o wlasnoS$ciach tych liczb 1
réznych ich postaciach — kanonicznej,
trygonometrycznej 1 wykladniczej. Aby sie
dowiedzie¢ czego$ wiecej o wektorach wirujacych
odwiedzitam biblioteke, wypozyczylam ksigzke z
elektrotechniki, gdzie byta informacja na ten
temat 1 zabralam sie do pracy.




Na kolejne zajecia zaniostam alternatywne
rozwigzania nauczycielowi, ktéry byt mile
zaskoczony, docenil méj trud 1 zaproponowat aby
jeszcze raz nowa metoda rozwiazaé zadania z
niemieckiego zbioru zadan H. Lindnera. Udalo
sie je tatwo rozwiazac¢ rachunkiem liczb
zespolonych przy czym w jednym rozwigzaniu
znalaztam blad autora (zadanie 217). M6j pomyst
na zadania dotyczace wskazowek zegara tak
bardzo spodobat sie panu od fizyki, ze
zaproponowal mi napisanie pracy na konkurs
prac matematycznych.

Ponizsza praca jest owocem moich starah o
znalezienie ogolnej metody podejécia do zadan ze
wskazowkami zegarow.




LICZBY ZESPOLONE:

Liczby zespolone mozna interpretowac jako
punkty na plaszczyznie z = a + ib gdzie a
oznacza wspolrzedna tej liczby z na osi
rzeczywiste] (na osi odcietych),a b wspolrzedna,
liczby z na osi urojonej (na osi rzednych). a
nazywamy czescig rzeczywista, liczb zespolonej z,
b czescig urojona liczby zespolonej z

a=rez ; b=imz




. Wlasnosci liczb zespolonych:
1) Postac¢ kanoniczna(algebraiczna):
z=a+1b
z- liczba zespolona
a- czeSC rzeczywista liczby zespolonej } e R
b- czes¢ urojona liczby zespolone;j
1- jednostka liczby zespolonej (12 =-1)

> dla takiej postaci liczby zespolonej mozemy okreélié modut:
| Z l =’\th.2 o bz

» rowniez dla takiej postaci liczby zespolonej mozemy zapisaé
liczbe sprzezong;:

z=a—bi




2) Postac¢ trygonometryczna:
z = a + bl w postaci trygonometrycznej <=>

z= |z|(cosp + ising )

lz|= ya®+b?

¢ - argument liczby zespolonej (umowa: ¢>0 gdy kat ¢ zakreélony jest
przeciwnie do ruchu wskazoéwek zegara; ¢<0 gdy kat ¢ zakre§lony jest
zgodnie z ruchem wskazéwek zegara)

cosp=a/l|z|
sing=b/|z]

Gdy ¢€(0, 21) to ¢ jest argumentem gléwnym.




3) Postac¢ wykladnicza:

z = a + bl w postaci wykladniczej <=>z = |z]|e ¢

¢- argument liczby zespolone;j
|z| - modut liczby zespolone;j
e~ 2,718...

Pojecie wektora wirujacego: Poniewaz wyrazenie

A = |Ale ' przedstawia odcinek o dlugoéci A, ktéry
tworzy z dodatnim kierunkiem osi liczb rzeczywistych kat
o, wiec wyrazenie A = | A|e 't reprezentuje odcinek A
wirujacy ze stalg w czasie t predkoscig katowa .
Wskazowki zegara stanowia doskonaly przyklad takich

wirujacych wektorow i dlatego mozna liczby zespolone
zastosowac do rozwigzywania zadan fizycznych.




Twierdzenia, ktore moga sie przydaé do
rozwigzywania zadan z zegarami:

> twierdzenie cosinusow:

c2=a%?+b?-2abcosy

~ twierdzenie Pitagorasa:

- to szczegdlny przypadek twierdzenia cosinuséw, gdy
Y = 7/2 to ¢ = a? + b?

cos /2 =0




Zaleznosci, ktore moga sie przydaé do

rozwigzywania zadan fizycznych za pomoca liczb
zespolonych:
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PRZYKEADOWE ZADANIA Z LICZBAMI
ZESPOLONYMI:

Zadanie 1. Znajdz takie liczby rzeczywiste a 1 b, aby
zachodzila ré6wnosé:

a(2+31)+b(4-51)=6-21
Przyktadowe rozwiazanie:
a(2+31)+b(4-51)=6-21
(2a+3ai)+(4b-5bi)=6-21
(2a+4b)+(3ai-5b1)=6-21
2a+4b=6 =mmmmm) 5=(6-4b)/2 = 3-2b
3a-5b=-2
3(3-2b)+5b=-2
9-6b-5b=-2
-11b=-11
b=1
a=3-2=1
a=b=1




Zadanie 2. Przedstaw w postaci algebraiczne;j
nastepujace liczby zespolone:

o (2+) (4-1)+(1+21) (3+41) =
=(8-21+41-1?)+(3+41+61+81%)=
=[8+2i-(-1)]+[3+10i+(-1)]=
=(9+21)+(-5+101)=
=(9-5)+(21+101)=

=4+12i

o [(3+1)(7-61)] /(3+1)=
=[[(8+1)-(7-61)] /(3+1)]-[(3-1)/(3-1)]=
=[9 (7-61)] /9=

=17-6i




Zadanie 3. Przestaw w postaci algebraicznej kwadraty z
nastepujacych liczb zespolonych :

a1,

b) 'ia

o 8+61,

4 -11+601,
e) -1b5-81,

ad.a. 1>=-

ad.b. (-1)?’=-1

ad.c. (8+61)?’= 64+961-36=28+961

ad.d. [-(11-601)]*=121-1320i-3600=-3479-1320i=-(3479+13201)
ad.e. [-(15+81)]*=225+2401-64=161+2401




Zadanie 4. Przedstaw nastepujace liczby zespolone w postaci
trygonometryczne;j :

a)4d—4 =~J 42+ 4% - (cosp +1sin@) = ¥ 32 cose +y 32 ising

|
b) N2+12 ]i=\[-ﬁ)2+\[§2 + (coso +1 sing) =\ 2+2 - ( coso
+1 sing) = 2cos@ + 21 sing

Zadanie 5. Przedstaw nastepujace liczby zespolone w postaci

wyktadnicze;j :

a) z = 2[cos(n/3) + 1 sin(n/3)]

7= 2 @i

b) z =14 = 4cose + 4isin ; cosp= 0 1 ¢= 1/2




MOJE ZAGADNIENIE:

Jak zalezy od czasu odleglo§¢ miedzy konicami wskazowek-
godzinowe]j 1 minutowej w zegarze.

Ar(t)=?

r: - dlugosé¢ wskazowki minutowej
- I2- dlugoéé wskazowki godzinowej
At — odleglosé miedzy koncami
wskazowek

B, g o
|




Aby wykazaé, ze do obliczen odlegloéci miedzy koficami
wskazowek zegara mozna uzy¢ liczb zespolonych
pokaze, ze warto$é |.r| wektora okreélajacego réznice
miedzy wektorami 1z i 71 wskazéwek zegara (godzinowe;j
1 minutowe]) obliczona geometrycznie 1 rachunkiem
liczb zespolonych jest taka sama:

a) obliczam |A—I"| metodg geometryczna ( wektorowa) :

—_— — — —tr

—_— —
Is=711 +AY=> AT =T2— T

—

Wspblrzednymi wektora Ar sg Axi Ay (Xe—X11 yz —y1)

(Ar)?= (AX)* + (A y)?

1

AT= \](AX)“* +(ay? (ar =‘\j (xz—x1)* + (y2-y1)? )




—




b) obliczam |a r| jako modut liczby zespolonej (wskazdéwki
zegara traktujemy jako wektory wirujace na plaszezyznie
zespolonej):

rn=rcosatimsineg 2 n=xi+1y:

I: =12 cos (-B) + 1 r. sin (-B)
r:=1r:co8B-1r:8inB 2 r:=x.—1y:

AT=YT:—Tu

AT =Xe—1y: — X1 — 1y:
Ar_:X.‘z—Xl—i(}71'|'}72) 1 Y1>O, Y2<O
Ar=X—X1 +1(y2-Yy1)

i
la ¢ |=—f (xe—x1)* + (y2-y1)?
AT=|ar| cbdu!
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WSKAZOWEK ZEGARA ZE ZBIORU ZADAN:

/

TYPOWE ZADANIA DOTYCZACE

wskazdéwka minutowa po raz pierwszy dopedzi
|
|
|
i
|
|
1
|
l

godzinowg?

Zadanie 215. Po jakim czasie od godz. 4:00







Zadanie 216. Ktora jest godzina jezeli po przekrocZeniu
poludnia obie wskazowki tworza dokladnie kat prosty?







Zadanie 217. Z dwoch zegaréw, ktore jednoczesnie wskazujg
godzine 12%, jeden spieszy o 1,5s w ciggu kazdej minuty.
Jaki czas musi uptynagé, aby oba zegary ponownie,
jednoczesnie wskazaly godzine 12007

|

| | a
2250y doltadi 4 Regar  SpIeSGC
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Zadanie 218. Obie wskazowki pewnego zegara wskazujg
godzine 1290 Po jakim czasie pokryja sie wskazéwki po raz
|
|




i

COmm %

: 4 | |
Jj(d:)rm) /( L i ~!L

1RE COm in

S Ah S S

/fi oo | | || W‘__:” 9 | L




44 1. Mechanik fester Korper

212. Bei einer Fluggeschwindigkeit von 420 km/h legt die Nabe der
Luftechraube wihrend jeder Umdrehung die Strecke 3,6 m zuriick.
Welche Drehzahl hat die Luftschraube?

213. Die Spitze des Minutenzeigers einer Turmuhr hat die Geschwin-
digkeit 1,5 mm/s. Wie lang ist der Zeiger?

214. Eine Taschenuhr 148t sich als ,,KompaB‘ benutzen. Wenn
man den kleinen Zeiger in Richtung zur Sonne hilt, liegt die Siid-
richtung stets in der Mitte zwischen der 12 und dem kleinen Zeiger.
Wie 146t sich dies erkléiren?

215. Wieviel Minuten nach 4 Uhr holt der Minutenzeiger den
Stundenzeiger zurm ersten Mal ein?

216. Wieviel Uhr ist es, wenn nach Uberschreiten der Mittagszeit
beide Zeiger gensau einen rechten Winkel bilden? ‘

217. Von zwei Uhren, die gleichzeitig auf 12 Uhr zeigen, geht die
eine je Minute um 1,5 s vor. Welche Zeit wird vergehen, bis beide
Uhren wieder gleichzeitig auf 12 Uhr zeigen?

218. Beide Zeiger einer Uhr stehen auf der Zwolf. Nach welcher
Zeit decken sich die beiden Zeiger zum zweiten Mal?

219. (Bild 98) Zwei auf eine Transmission wirkende Treibriemen
laufen mit der Geschwindigkeit vy = 8 m/s bzw. va = 5 m/s. Die
Durchmesser der Riemenscheiben unterscheiden sich um 15 cm.
Welche Durchmesser und welche Drehzahl haben die fest mitein-
ander verbundenen Scheiben?

Bild 98 Bild 99

220. Bei einem TUnfall geht die Riemenscheibe eines Motors zu
Bruch. Ein Stiick ihres Umfanges (d = 12 cm) fliegt 656 m senk-
recht in die Hohe. Welche Drehzahl hatte der Motor?

221. (Bild 99) Zur Bestimmung der Geschwindigkeit eines Geschos-
ses wird dieses durch zwel Pappscheiben geschossen, die im Ab-
stand von 80 cm auf gemeinsamer Welle mit der Drehzahl n =
1 500 1/min rotieren. Welche Geschwindigkeit ergibt sich, wenn die
beiden DurchschuBstellen um 12° gegeneina.nde.r versetzt sind?




PODSUMOWANIE I WNIOSKI:

- Podsumowanie:

Tematem mojej pracy jest ,,Zastosowanie
rachunku liczb zespolonych do rozwigzania zadanh
dotyczacych ruchu wskazowek zegara”. W pracy
przedstawilam ogdlne objasnienie co to sg liczby
zespolone oraz jakie sa rézne ich postaci i
wlasno$ci. UmieScitam tu réwniez wyjasnienie
pojecia wektora wirujacego, ktorego znajomosé jest
niezbedna do omawiania mojego zagadnienia,
poniewaz wskazowki zegara to wlasnie wektory
wirujace. Korzystalam takze z twierdzenia
cosinusow, twierdzenia Pitagorasa oraz réznych
zaleznosci trygonometrycznych. Dzieki tej pracy




zyskalam nowe do$wiadczenie, nabylam nowg,
wiedze jak rowniez z tatwoScia, rozwiazuje teraz
zadania na lekcjach matematyki dotyczace
wektorow, funkcji 1 katow.

- Wnioska:

1y Zastosowanie liczb zespolonych pozwala
tatwo uzyskac ogélne rozwigzania zadan
dotyczacych zegarow.

2 Bardzo podobne moga, by¢ rozwigzania zadan
dotyczacych ruchu i wzajemnych odlegloéci
planet Ukladu Slonecznego.
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