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Przygotowujac si¢ do réznego rodzaju konkurséw poznawalismy na lekcji matematyki oraz
na Koétku matematycznym liczby np. lustrzane, doskonate, blizniacze, kwadratowe, pierwsze,
trojkatne 1 inne. Poznali$my ich wtasnosci 1 rozwigzywali$my zadania.

My w naszym referacie chcieli$my blizej zajac sig liczbami trojkatnymi.

W swym dziele dotyczacym teorii liczb — jakby$Smy obecnie nazwali zawarte tam
wiadomosci — Nikomachos z Gerazy(I-11 w. n. e.) przytacza wszystko, co o liczbach wiedzieli
pitagorejczycy, a najprawdopodobniej rowniez sam Pitagoras.

Pitagorejczycy przedstawiali liczby jako oddzielne punkty i — przez taczenie ich

w odpowiednie grupy — wykrywali twierdzenia, badz tworzyli nowe pojecia.

Oto rysunek przedstawiajacy liczbeg trojkatna jako zbidr punktow ptaszczyzny.

Liczba przedstawiona na rysunku jest liczba 21.

Jest to liczba o ciekawych wlasciwosciach. To tzw. liczba trojkatna, poniewaz jej punkty
zgrupowane 1 ustawione odpowiednio daja ksztatt trjkatna rownobocznego.

Kolejne liczby trojkatne bedziemy oznaczac przez t, .

Kolejny numern |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10 |11 |12...
Liczba trojkatnat, |1 |3 |6 [10 [15 |21 |28 |36 |45 |55 |66 |78...

Latwo zauwazy¢, Ze kolejne liczby trdjkatne mozna obliczy¢ dodajac do nich kolejne liczby
naturalne.

Np. 1+2=3
3+3=6
6+4=10
10+5=15

Jak jednak obliczy¢ np. setna z kolei liczbg trojkatna?

Nikt przeciez nie bedzie liczyt ,,na piechote”.
Ponizej wige przedstawiamy wzor, przy czym t, to liczba trdjkatna, a n to odpowiadajacy jej
numer.

th = n(n+1)/2
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Wz6r wyprowadzono na podstawie wtasnosci kolejnych liczb naturalnych od 1 do n.
Wzér ten znano w starozytnosci. (prawdopodobnie ten wzor wymyslit maty C. F. Gauss
nudzac si¢ na lekcji matematyki) Podstawiajac kolejne liczby naturalne 1, 2, 3, 4..., 12,
otrzymamy liczby trojkatne zapisane w tabeli na poprzednie;j stronie.

Obliczmy wigc, 30-ta, 50-ta i 100-na liczbg trojkatna.

n=30
15*30*(30+1) = 465
Odp.: Trzydziesta liczba trojkatna jest liczba 465.

n=50
15*50%(50+1) = 1275
Odp.: Pigcdziesiata liczba trojkatna jest liczba 1275.

n=100
¥%*100*(100+1) = 5050.
Odp.: Setna liczba trojkatna jest liczba 5050.

Diofantos (druga pot. Il w.) nazywany w $redniowieczu ,,0jcem algebry” opisal liczby
trojkatne w dziele ,,Arytmetyka” oraz wskazal na prawdziwo$¢ nastepujacego twierdzenia:
,»Jesli dowolna liczbg trojkatnag pomnozymy przez 8 i powigkszymy o 1 (oznaczone jako
"@"), to otrzymamy liczbg bedaca kwadratem liczby naturalnej tj. liczbg kwadratowa”. th«8+1
Pokazemy to na rysunku:
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Dzig¢ki temu mozemy stwierdzi¢ czy dana liczba jest liczbg trojkatna, czy nig nie jest:

Jesli po pomnozeniu danej liczby przez 8 i powigkszeniu o 1 otrzymamy kwadrat liczy
naturalnej, jest to liczba trojkatna np.

6*8+1=49=7

28*8+1 = 225 = 15
66*8+1 = 529 = 237
1176*8+1 = 9409 = 972
9453*8+1 = 75625 = 275°

Piszac powyzsze przyktady zastanawiali$émy si¢: Jak obliczy¢, ktorg z kolei liczbg
trojkatng jest dana liczba? WymysliliSmy co$ takiego:

Najpierw pomndzmy liczbg przez 8 i dodajmy do niej 1, zeby powstal kwadrat liczby
naturalnej. Nastgpnie obliczmy jej pierwiastek 2-go stopnia, odejmijmy od tej liczby 1
I podzielmy przez 2:
A wzor wygladalby tak:

n = (Vt,.8+1-1)/2
Obliczmy, ktora z kolei liczba trojkatna jest: 6, 28, 66, 1176, 9453

(V6*8+1-1)/2 = (V49 -1)/2 = (7-1)/2 = 3
Odp.: 6 jest 3-cia liczba trojkatna.

(V28*8+1-1)/2 = (V225 -1)/2 = (15-1)/2 = 7
Odp.: 28 jest 7-ma liczba trojkatna.

(Ve6*8+1-1)/2 = (V529 -1)/2 = (23-1)/2 = 11
Odp.: 66 jest 11-ta liczba trojkatna.

(\1176*8+1-1)/2 = (\9409 -1)/2 = (97-1)/2 = 48
Odp.: 1176 jest 48-ma liczba trojkatna.

(V9453*8+1-1)/2 = (75625 -1)/2 = (275-1)/2 = 137
Odp.: 9453 jest 137-ma liczba trojkatna.



Wiasciwosci liczb trojkatnych

e Kazda liczba naturalna o parzystej liczbie cyfr, ktorych pierwsza potowa to same
dwojki, a druga to same jedynki jest liczba trojkatna.

Np. 21,2211, 222111, 22221111, 2222211111,... sa takimi liczbami, wigc sa to liczby
trojkatne

tes = 2211 = 12*66*(66+1) jest, wigc 66-ta liczba trojkatna.
tess = 222111 = 12*666*(666+1) jest, wigc 666-ta liczba trojkatna.
teses = 22221111 = 12*6666*(6666+1) jest, wigc 6666-ta liczba trojkatna.

e Suma dowolnych dwoch kolejnych liczb tréjkatnych jest kwadratem liczby naturalne;j

(tn+tn+l)

Przyktad:  1+3=4=2?
3+6 =9 = 3°
6+10 =16 = 4°

Ogolnie: t, = 1/2n (n+1)

thss = o (N+1) * ((N+1)+1)
thttne = 1/2n(n+1) + HYo(n+1)*(n+2) = (n+1)*(1/2n + 1/2(n+2)) =
(n+1)(1/2n+1/2n+1) = (n+1)(n+1) = (n+1)?

e Roéznica kwadratow dowolnych dwoch kolejnych liczb trojkatnych
to jest t2n+1 - t2n jest sze$cianem liczby naturalne;.

Przyklad: 32-1°=9-1=8 8=23
62-32=36-9=27 27=3°

e Suma sze$cianow kolejnych liczb naturalnych jest kwadratem liczby trojkatne;.
1P+2°+ .. +n =t

Przyklad: 1+ 8+27=36=6"= (t3)°
Istnieja liczby trojkatne bedace kwadratami liczb naturalnych.
Np. 36 = 67 = (t3)?

Liczby o powyzszej wlasnosci znane byly juz matematykowi szwajcarskiemu
Eulerowi (1707-1783); wykazat on, ze liczby postaci

Yao((3+2 2)"-(3-2V 2)"?
dla dowolnej liczby naturalnej n sa liczbami trojkatnymi bedacymi kwadratami liczb

naturalnych oraz, ze kazda liczba trojkatna bgdaca kwadratem da sig przedstawi¢ w tej
postaci.



Przyktad:
n=1

Ya((3+2V2) - (3-2V2)Y)? = Yap(3+2V2-3+22)? = Y35(42)? = H5,*32 = 1 = 12 jest liczba
trojkatna

n=2

Yo((3+2N2)%-(3-2Y2)%)? = Ygp((9+12V2+8)-(9-1212+8))? =
Yap(17+1272-17+12V2)% = Y35(24V2)% = 36 = 67 jest liczba trojkatna

Poznajac blizej liczby trojkatne mieliSmy okazje poszerzy¢ nasza wiedze¢ na ten temat

1 przesledzi¢ skomplikowane dla nas zapisy i nazwy. Ciekawe sa przeksztalcenia
algebraiczne. NauczyliSmy si¢ stosowania wzordéw skroconego mnozenia na kwadrat sumy
i kwadrat r6znicy.

Poznali$my nazwiska wielu matematykdéw oraz gloszone przez nich teorie.

Zagadnienia teorii liczb byly ciekawe i1 przyznamy, ze matematyka jest faktycznie
krolowa nauk.
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