Wykorzystanie macierzy w programowaniu liniowym
Mateusz Pater

* \WSTEP

Poszukujac odpowiedzi na pytania stawiane przez ekonomoéw, natrafia si¢ na pewne problemy
natury matematycznej, odzwierciedlajace poszukiwane przez nas rozwigzania rzeczywistych
zagadnien z naszego zycia codziennego. Czesto poszukuje si¢ warunkéw optymalnych -
ekonomicznie optacalnych, by dokona¢ wytworu jakiego$ dobra konsumpcyjnego przy jak
najmniejszych kosztach, a co za tym idzie — jak najwigkszych zyskach. Gospodarka bowiem
nastawiona jest raczej na racjonalny rozwoj i wzrost poziomu zycia obywateli, anizeli zacofanie i
popadanie w dtugi.

Optymalizacjg probleméw matematycznych zajmuje si¢ tzw. programowanie matematyczne.
W mojej pracy pragne przyblizy¢ czytelnikowi jeden z rodzajow programowania matematycznego —
programowanie liniowe, stosowane do rozwigzywania uktadow rownan i nieréwnosci liniowych,
oparte na dziataniach na tablicach liczb, czyli macierzach, od ktorych opisywania rozpoczng. Jako, ze
jestem bardzo nieufny do twierdzen zapisywanych w ksigzkach i tablicach matematycznych,
wszystkie z przedstawionych tutaj postaram si¢ sprawdzi¢. Nast¢pnie przejde do zastosowania
macierzy w rozwigzywaniu probleméw producentdéw, czyli dowiemy sig¢, co nalezy zrobié, jakich
obliczen dokona¢, zanim zaczniemy oczekiwaé zyskow z naszej pracy.

Praca ta to pewnego rodzaju kompendium; chcialem, by kazdy laik mogt przejs¢ od niewiedzy
na temat macierzy do rozwigzywania zadan optymalizacyjnych, dlatego staratlem si¢ opisa¢ wszystko
w taki sposob, by mojg prace mozna byto czytac jak cickawa ksigzke. Zapraszam do lektury.
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* MACIERZ

Macierza nazywamy prostokatng tablice obiektow matematycznych, czyli zespodt liczb lub
funkcji ustawionych w m wierszy i n kolumn, co oznacza si¢ jako
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lub w nawiasach kwadratowych. Liczby a,, nazywamy elementami macierzy, a zapis am, oznacza, ze
dany element znajduje si¢ w m-tym wierszu i n-tej kolumnie. Wezmy macierz A (2), ktéra ma tyle
samo kolumn co wierszy (m = n) — jest zatem macierza kwadratowg stopnia m, czyli w tym
przypadku 2. Np. elementem a,, bedzie liczba 3:
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X Zastosowania macierzy

Macierze s3 waznym narzedziem algebry, ktore powstato dopiero na przetomie XIX i XX
wieku, bo wczesniej po prostu nie byto potrzebne i nikt nie wpadt na pomyst pogrupowania liczb w
taki sposob, by utworzyly tablice. Czesto sa stosowane przez fizykow, technikow i informatykow w
wielu obliczeniach. Rachunek macierzowy znajduje szerokie zastosowanie podczas rozwigzywania
ukladéw rownan liniowych, opisu zjawisk w mechanice kwantowej czy badaniu uktadow



elektronicznych. Niektore z nauk uzywajg tablic tylko w celu odpowiedniego pogrupowania danych
elementow, za to gtownie matematyka i fizyka uzywaja ich do skomplikowanych obliczen.
Rozpocznijmy wigc nasza przygode z macierzami:

X Wyznacznik macierzy

Pojecie najbardziej nas interesujace — wyznacznik macierzy A, to liczba oznaczana symbolem
det A badz | A |. Wyznacznik mozna liczy¢ tylko z macierzy kwadratowej, zalezny jest on od warto$ci
jej elementow i przyporzadkowany jest danej macierzy A, jest jej wielkoscig charakterystyczng. Liczy
si¢ go nastepujaco (zgodnie z tzw. metoda Sarrusa):
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Juz ttumacze: by odnalezé wyznacznik macierzy kwadratowej stopnia m, nalezy obliczy¢
iloczyny elementow lezacych ,,po przekatnej” tablicy, rozpoczynajac od a;; () i przechodzac po
skosie w dot do am, (i), nastgpnie przesuwajac si¢ o jedng kolumng w prawo nalezy zrobi¢ to samo, i
tak az do ostatniej kolumny, przy czym, dla tatwiejszego liczenia, mozna dopisac sobie za symbolem
wyznacznika kolejne kolumny (w przypadku (3) dopisatem oczywiscie kolumne pierwsza i druga).
Nastepnie iloczyny te sumujemy (w przypadku macierzy stopnia 3 otrzymujemy 3 iloczyny) i od nich
odejmujemy sumg iloczynow elementow lezacych po przekatnych liczonych od dotu - od an; () do ay,
(9) itd.

Nalezy pamigta, ze metod¢ Sarrusa stosujemy tylko dla macierzy postaci 2x2 oraz 3x3,
bowiem jest to metoda ,,skrocona”. Poprawny sposob odnajdywania wyznacznika poznamy poznie;j.

Ponadto, wyznacznik z macierzy o jednym elemencie (stopnia pierwszego) rowny jest temu
elementowi: |a | = a.

Wyznaczniki posiadaja ciekawe wlasnosci, ktore warto zapamigta¢, gdyz ulatwiajg ich
obliczanie, np.:

a) przestawienie dwoch dowolnych wierszy (kolumn) zmienia warto$¢ wyznacznika na

przeciwna
1 2 0 1 2 0 1 0
A=|-2 3 2|8B=|1 0 -1jc=|-2 2 3 (4)
1 0 -1 -2 3 2 1 -10

pierwotna macierz A: |A|=-3+4+0-(0+0+4)=1-4=-3

przestawiony drugi wiersz z trzecim: |[B|=0+4+0-(0+(-3)+4)=4-1=3

przestawiona druga kolumna z trzecig: |[C |[=0+0+4—-(4+(-3)+0)=4-1=3

b) przestawienie wszystkich wierszy na miejsce kolumn i odwrotnie, bez zmiany ich
porzadku (tzw. transpozycja) nie zmienia wyznacznika

A= AT = (5)
3 4 2 4

|A|=4-6=-2
|AT|=4-6=-2



€) jezeli w wyznaczniku sg dwie kolumny (dwa wiersze) identyczne, to jego warto$¢ jest

rowna zeru
1 2 1
A=1 2 1 ©6)
-1 -2 -1

[Al=2+(2) + () (2+(2) + () =0

d) jezeli w macierzy wystgpuje kolumna (wiersz) ztozona z samych zer, to wyznacznik tej
macierzy jest rowny zeru
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e) jezeli wszystkie elementy dowolnego wiersza (kolumny) macierzy pomnozymy przez K, to
wyznacznik rowniez zostanie pomnozony przez K

2 3 2
A= (8)

10 2.= 2.(-10)
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|A|=-30-1=-31,k=2

|B|=-60-2=-62,|B|:|A|=k=2

f) jezeli do elementow dowolnego wiersza (kolumny) dodamy albo odejmiemy elementy
innego wiersza (kolumny) albo elementy innego wiersza (kolumny) pomnozone przez t¢
sama liczbe, to warto$¢ wyznacznika nie zmieni si¢

0O 0 1 0-1 0+2 1+0
A=|1 1 2| - B=| 1 1 2 9)
-1 2 0 -1 2 0

detA=0+0+2-(-1+0+0)=2+1=3
i po dodaniu trzeciego wiersza do pierwszego wiersza macierzy A:
detB=0+-4+2—-(-1+(-4)+0)=-2+5=3=det A

X Inne pojgcia zwigzane z macierzami

Sume elementéw tworzacych gléwna przekatng (diagonale) tablicy kwadratowej A
nazywamy $ladem tr(A):

) a,
da, > (10)
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Na przyktad sladem macierzy (7) jest liczba 0 + 2 + 4 + 6 = 12. Wilasnoscig §ladu jest jego

niezmienno$¢ przy przestawianiu (transponowaniu) macierzy. Sprawdzmy zatem, czy jest to prawda,
by nie mie¢ watpliwosci:

a b c a d

M=|d e f| > N=M"=|b e
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: (11)
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tr((M)=a+e+i, tr(N) =a+e+i

Podwyznacznik, inaczej minor danej macierzy to kazdy wyznacznik okreslony tablica
kwadratowg powstalg przez wykreslenie pewnej liczby wierszy oraz kolumn z macierzy pierwotnej,
odpowiadajacy temu elementowi aj, np. wykreslajac kolumne czwarta i wiersz czwarty z macierzy
(7), otrzymujemy podmacierz stopnia 3, ktorg oznaczamy symbolem My, w tym przypadku My,
poniewaz wykreslilismy z macierzy A wiersz 4 (i) | kolumng 4 (k). Minorem jest det My, = 0.

01 2
M, =0 2 3 ;
0 3 4 (12)

Najwyzszy ze stopni niezerowych minoréw (poniewaz kazda macierz mozna podzieli¢ na
wiele podmacierzy) nazywa si¢ rzedem R(A) macierzy A, ktora nie musi by¢ kwadratowa, poniewaz
to dopiero minor okresla jej rzad. Okreslenie rzgdu macierzy znajduje zastosowanie w odnajdywaniu
ilo$ci rozwigzan uktadow rownan.

Obliczanie rzedu macierzy (12), nazwijmy ja A:

a) |A|=0 = R(A) <m=3, w takim razie dzielimy macierz na minory stopnia m-1
=2

b) wybieram minor, ktérego wyznacznik chce obliczy¢, np. wykre§lam pierwszy
wiersz i pierwsza kolumne

) |An|=2-4-3-3=8-9=-1#0 = R(A)=2

d) jezeli okazaloby sie, ze wybrany przez nas minor rowny jest zeru, nalezy szukac
dalej wsérod minorow 2x2, az do skutku, dopiero gdy sprawdzimy wszystkie z nich
i kazdy z nich si¢ wyzeruje, mozemy uznac, ze rzad macierzy rowny jest 1 (chyba
ze jest to macierz skladajaca si¢ z samych zer, wtedy R(A)=0)

Dopelnieniem algebraicznym Ay, elementu aj macierzy A nazywamy liczb¢ rowna
iloczynowi minora Mj, odpowiadajacemu temu elementowi przez (-1)"*:

A =DM, (13)

Wezmy macierz A (14) i obliczmy dopetnienia algebraiczne elementow jej drugiego wiersza, co
wykorzystamy w pozniejszych obliczeniach, otrzymujac ciekawa informacje:

-4 -3 -2
A=|-1 0 1 (14)
2 3 4



a) by obliczy¢ dopehienia, nalezy pamieta¢ o uprzednim obliczeniu warto$ci
odpowiedniego minora — liczac dopetnienie dla elementu a,;, bede liczyt minor
M1, czyli wykre$le wiersz drugi i kolumne pierwsza, przez co otrzymam
podmacierz ztozong z -3, -21i 3, 4

b) A= (1) [3-4-3-(2]=-(-12+6)=6

€) Ap=(1)*?-[4-4-2-(-2)]=-16+4=-12

d) Ax=(-1)""-[4-3-2-(-3)]=-(-12+6)=6

Obliczmy teraz sume S iloczynow tych elementow i ich dopetnien algebraicznych oraz wyznacznik
macierzy A:

S=-1-6+0-(-12)+1-6=0

detA=0+(-6)+6—-(0+(-12) +12)=0-0=0
Czy to przypadek? Suma ta rowna jest wyznacznikowi! Sprawdzmy, czy tak samo bedzie z inng
macierza B:

(15)

DNlw N
NI, DN

a) Bu= ('1)1+1 -[0,5] =05

b) By = (-1)*" - [0,25] = -0,25

c) $S=05-05+0,75(-0,25) = 0,25 — 0,1875 = 0,0625
d) detB=0,5-0,5-0,75-0,25=0, 25— 0,1875 = 0,0625

Okazuje sig, ze dla danej macierzy sumy iloczynow elementéw dowolnego wiersza (kolumny)
tej macierzy i ich dopelnien algebraicznych majg te sama warto$¢, a warto$¢ ta jest wyznacznikiem
danej macierzy! I dopiero to jest prawidtowa, ogdlng definicja wyznacznika:

> a, A, =const =det A (16)

k=1

W ten sposob oblicza si¢ wyznacznik macierzy o stopniu wigkszym od 3, gdy nie mozna juz
zastosowac ,,skroconej” metody Sarrusa. Jezeli nie wierzycie, moge to udowodni¢ na przykladzie
macierzy czwartego stopnia:

0 1 2 3012
-2 2 1 3|22 1
det W = =7 (17)
4 0 -1 2[4 0-1
-2 3 3 -4-23 3

Metoda Sarrusa: detW =0+ (-4) +72+0—(0+ 0 + (-12) + (-64)) =68 + 76 = 144
Metoda dopeknien:

a) wybieram elementy pierwszego wiersza

b) Wy =(-1)""-[8+6+0-(-9+12+0)]=14-3=11

€) Wi = (-1)"2 - [-8 + (-4) + 36 — (6 + (-12) + (-16))] = -(24 — (-22)) = = -46

d) Wiz=(-1)"*-[0+(-8) +36—(0+(-12) + (-32))] =28 + 44 =72

e) Wyu=(-1)"-[0+4+12—(0+6+24)] =-(16 —30) = 14

f) S,=0-11+1-(-46)+2-72+(-3)- 14 =-46 + 144 — 42 =56

wynik sprzeczny z otrzymanym metodg Sarrusa

g) wybieram elementy pierwszej kolumny



h) Wll =11

i) Wyu=(1)*"[4+12+0-(9+6+0)]=-(16-15)=-1

§) Wa=(-1)*" - [-4+18+ (-18) - (-9+ 9+ (-16))] = -4 + 16 = 12

K) Wi =(-1)""-[2+0+6—(0+(-3)+8)]=-(8-5)=-3

) S$,=0-11+(-2)-(-)+4-12+(-2)-(-3)=2+48+6=56

wynik sprzeczny z otrzymanym metodg Sarrusa, ale zgodny z otrzymanym
metodg dopetnien, zatem =

S$;=5,=56#144

co dowodzi, jezeli twierdzenie (16) jest prawda (co zgadzato si¢ dla wezesniej liczonych macierzy), ze
det W = 56, a metoda Sarrusa ma zastosowanie tylko w przypadku macierzy do stopnia 3 (0 czym
takze juz moéwilem).

Wréo¢my jednak do naszej macierzy W (17). Czy musiatem tak si¢ glowi¢ nad obliczeniami i
marnowa¢ modj czas na dokonywaniu tylu operacji matematycznych? Otéz nie! Tablice sg tak
przyjaznym obiektem matematycznym, ze pozwalajg na swoje okreslone przeksztalcenia, utatwiajace
ich ,,obrébke” — mowie np. o wiasnosci (9) macierzy. Jezeli mialbym przed soba macierz stopnia
wiekszego niz 3, nie bawitbym si¢ w metode dopehien, tylko probowatbym przeksztatcic moja
macierz w taki sposéb, by byto mi tatwiej liczy¢ jej wyznacznik. Dlatego sprobujmy dokonaé tego z
powyzsza macierzg W:

01 2 -3 1] 0 1 2 -3
2 2 1 3| |-2+0 2+1 1+2 3-3

IWI = = (18)
4 0 -1 2 4 0o -1 2
2 3 3 -4 | =2 3 3 -4

Probuje otrzymaé w mojej macierzy jak najwigcej zer, by tatwiej bylo liczy¢ (skraca¢) dopetnienia
algebraiczne danych elementow. W powyzszym przeksztatceniu dodatem do drugiego wiersza wiersz
pierwszy. W otrzymanej macierzy dokonuje kolejnego przeksztatcenia — do wiersza drugiego dodaj¢
tym razem wiersz ostatni:

0 1 2 -3 0 1 2 -3

2 3 3 0| |-2+2 3-3 3-3 0+4

|W| = = (19)
4 0 -1 2 4 0o -1 2

-2 3 3 4 —2 3 3 —4

Nastepnie od elementdéw ostatniej kolumny odejmuje elementy pierwszej kolumny pomnozone przez
pot:
o 1 2 -3 |0 1 2 3-0,5-0
W] = O 0 0 4,10 0 O 4-0,5-0
4 0 -1 2| |4 0 -1 2-05-4
3

2 3 3 -4 |2 3 -4-05-(-2)

(20)

Dzigki odpowiednim operacjom otrzymuj¢ coraz wigcej elementdw o warto$ci zero, caly czas
przestrzegajac praw rzadzacych tymi dzialaniami, dzigki czemu wyznacznik si¢ nie zmienia.



0 1 2 3 g é 2 j
|WI = 000 4 4 0 -1 0 (21)
4 0 -1 0
-2 3 3 -3 —2+£-4 3+£0 3+£(—1) —3+1-0
2 2 2 2

Teraz dodatem do czwartego wiersza potowe wartosci elementow wiersza trzeciego. Moze wydawac
si¢, ze przeksztalcanie macierzy trwa dlugo, jednak na pewno jest obarczone duzo mniejszym
prawdopodobienstwem dokonania biedu rachunkowego niz liczenie ,,na piechotg”, gdyz caty czas
widzimy, co liczymy, a przeksztatcen tych dokonujemy jedno po drugim (tylko tutaj zajmuje to duzo
miejsca, poniewaz zapisuj¢ wszystkie moje obliczenia, by dla czytelnika widoczne bylo, co robig).

01 2 3 0 1 2 3
00 0 4 0 0 0 4

|WI = = (22)
4 0 -1 0 4 0 -1 0
0 3 25 -3 |[0+0 3+1 25+2 -3+3

Ostatecznie otrzymuj¢ wyznacznik, w ktorym nie optaca dokonywac si¢ wigkszej iloSci przeksztatcen.
Dopiero teraz, po uprzednim przygotowaniu mojej macierzy, przystepuje do liczenia wyznacznika:

2

1 3
0 4
|W| = 0 1 0:O-A21+0-A22+O-A23+4-A24 (23)
4 45 0

o ~ O O

Wiemy juz, ze by obliczy¢ wyznacznik macierzy kwadratowej o stopniu m > 3, nalezy zsumowac
iloczyny elementow macierzy z wybranego wiersza (kolumny) oraz odpowiadajagce im dopelnienia
algebraiczne, zatem nasze rozwigzanie przyjmuje posta¢ (23), ostatecznie rownajaca si¢ dzieki
przeksztatceniom tylko jednemu czynnikowi, ktory to rowniez bedziemy mogli tatwo obliczy¢:

|W|=4Ay;=4-(-1)""-[0+0+32-(0+0+18)]=4-14=56

Jak wida¢, ostateczne rownanie jest o wiele krotsze — bardziej ekonomiczne — optymalne dla
nas, poniewaz zamiast liczenia czterech, czy nawet w celu sprawdzenia o$miu dopetien, obliczamy
tylko jedno (w tym przypadku). A wynik otrzymujemy oczywiscie taki sam, jak najbardziej
prawidlowy.

Czy nie jest ekscytujace to, ze macierze majg tak ciekawe wlasnosci i np. pomimo tego, ze
catkowicie je przeksztalcamy, to ich wielko$¢ charakterystyczna, w koncu tak skomplikowanie
obliczana, wcale si¢ nie zmienia? A to dopiero poczatek — zastosowania macierzy w zyciu codziennym
bowiem sg ogromne! To wlasnie dlatego zainteresowalem si¢ tym pojeciem i postanowilem je wam
zaprezentowaé. Bo ,,na oko” macierz (17) i (23) nie sg takie same, a jednak juz det (17) rowny jest det
(23). Zapraszam do dalszej lektury — jeszcze niejedng zaskakujaca niespodzianke przygotowatem.



Jedng z kolejnych wlasnosci macierzy jest fakt, ze suma P iloczynow elementéw dowolnego
wiersza (kolumny) i dopetien algebraicznych odpowiednich elementow innego wiersza (kolumny)
réwna jest zeru. By to sprawdzi¢, wezmy wigc jeszcze raz macierz (15) i obliczmy:

(15)

Mlw Nl
NI, DN

a) mam juz dopetienia elementow kolumny pierwszej By; = 0,5 i B,y =-0,25

b) P=a;, Bjgtay By= 0,25 : 0,5 + 0,5 : ('0,25) =0

c) dzigki tej wlasnosci mozemy obliczyé pozostate dopetnienia w inny sposob niz
zazwyczaj, np. wlaczajac je w uktad rownan:

a, B11 +a, Bz1 =0
aule
a11821 + a12822 =0= Bzz ==
a, (24)
0,5-(-0,25
0502
0,25

Sprawdzmy zatem, czy rzeczywiscie By, jest rowne 0,5:
B, = (-1)*? - [0,5] = 0,5.

Dla macierzy (15) jest to prawds. Im wigcej whasnoSci macierzy znamy, tym bardziej rozjasnia nam
si¢ umyst — niektore z wielkosci charakteryzujacych dany minor czy wyznacznik da si¢ obliczy¢
réwniez inaczej, niz z definicji. Jako, ze jak dotychczas wszystkie podane przeze mnie twierdzenia,
odnalezione w ksigzkach i tablicach matematycznych byly zgodne z prawds, ciekawie byloby
odnalez¢ takie twierdzenie, ktéremu mozna zaprzeczy¢ kontrprzyktadem... Bedziemy probowac wigc
dalej. Tymczasem, sprawdzmy, czy P i powigzane z tym inne parametry zgodza si¢ dla innej,
niepelnej macierzy:

0 0 2
A=10 a, 1 (25)
2 1 1

a) najpierw oblicze dopelnienia algebraiczne wiersza pierwszego

b) A= ('1)1+1 : [3.22 - 1] zan-—1

¢) Ap=(-1)"?-[0-2]=2

d) Az = (-1)1+3 : [0 - 2322] =-2ay,

e) skoro P bgdzie zerem — zatoze to (biore wiersz pierwszy z drugim)

f) P:A11'0+A12'a22+A13'1:0:>2a22+(-2a22):0

g) jest to prawda nie do podwazenia, poniewaz element a byl nieznany, zatem
powyzsze twierdzenie o sumie iloczynow elementdéw i dopelnien jest prawdziwe;
a co, jezeli chciatbym si¢ dowiedzied, ile wynosi az,?

h) obliczmy najpierw wyznacznik tej macierzy metoda Sarrusa

|) detA=0+0+0—(4a22+0+0):-43.22

J) teraz poréwnajmy obliczony wyznacznik z definicja

k) S= All -0+ All -0+ A13 -2= -48.22 = 2 ('2322) = '4&22

I) znowu otrzymaliSmy tozsamos$¢ — jak na razie wszystkie twierdzenia nadal sg
prawda; jak jednak znalez¢ ten nieznany element?



m) otdz utozymy uktad rownan sumy P wiersza 1-2 i kolumny 1-2

_ A11'0 +A12'a22+A13'1 =0
A0 +A-a,+A;-1=0 (26)
ay(A,—A)+A,—A, =0

n) obliczamy potrzebne dopetnienia
0)A;=-(0-2)=2

P) A1 =axp—1

q) podstawiamy i obliczamy

a,(2-2)=a,-1+2a,
1=3a, (27)

a, =

w |-

r) sprawdzmy zatem, czy nasze a,, spetnia wszystkie zatozenia:

det A=-4-1/3=-4/3

S=2-(-1)**-(0-2-1/3)+1-0+1-0=2-(-2/3) =-4/3
Wszystko si¢ zgadza, zatem, po kilku obliczeniach, odnalezli$my brakujacy element naszej macierzy.
A moze to tylko efekt przypadku? Sprawdzmy, jakie det A otrzymaliby$my, podstawiajac za a na
przyktad 1:

detA=0+0+0-(4+0+0)=-4

det A = '4a22 =4
Okazato si¢, ze otrzymane przez nas det A spelnia warunki z poprzedniego zadania, ze det A = -4ay,!
A co, gdyby za ten element podstawi¢ -2?

detA=0+0+0-(-8+0+0)=8

det A = '43.22 =8
Rowniez jest to prawda. Zatem z tego zadania ptyng dwa interesujace wnioski:

1. Wyznacznik macierzy jest silnie uzalezniony od wartosci jej parametréw, co potwierdza
charakter wyznacznika jako obiekt reprezentujacy dang macierz.

2. W powyzszym przypadku otrzymane z uktadu roéwnan a,; = 1/3 bylo tylko kandydatem do
wstawienia do macierzy, poniewaz spetniato ten jeden uklad réwnan (co udato sie tylko
dzigki temu, ze A;; — Ay = 0). Dla innych rownan sumy P koncowy wynik byt
tozsamoscig, co byto oczywiste — nie majac przeciez zadnych konkretnych warunkow
zadania, nie mogliSmy wiedzie¢, jaki element wstawi¢ do $rodka naszej tablicy...

X Rodzaje macierzy

Tablice mozna podzieli¢ na tak wiele rodzajow, ze wzgledu na przyjete kryterium, ze az
trudno to sobie wyobrazi¢! Sama Wikipedia podaje ich az 19, jako ,,niektére typy macierzy”. Ja
postaram sie przedstawi¢ te macierze, ktorych nazwy zdefiniowano w konkretnym celu, by wyraznie
charakteryzowaty ich posta¢, oraz sprawdzg, czy podziat taki miat sens.

Ksztalt

Ze wzgledu na ksztalt (ilo$¢ wierszy a ilo§¢ kolumn) macierze mozna podzieli¢c na
prostokatne — kiedy liczba wierszy m rézna jest od liczby kolumn n, oraz na kwadratowe — to taka
macierz, dla ktorej m = n, i liczba ta zwana jest stopniem macierzy kwadratowej. Jak juz wiemy z
poprzednich stron, interesujg nas najbardziej macierze kwadratowe, z ktorych mozna liczy¢



wyznaczniki. Interesujacg macierza kwadratowg jest tablica sktadajaca sie tylko z jednego elementu,
ktéra mozna nazwac jednostopniowa — jej wyznacznik rOwny jest temu elementowi.

Wartos¢ wyznacznika

Jezeli det A = 0, to macierz kwadratowa A nazywamy macierza osobliwa (zdegenerowana),
poniewaz jej wyznacznik jest nicodwracalny - (det A)™, a wigc 1/0 nie istnieje, natomiast jezeli det A
jest rozny od zera, to macierz ta jest macierza nieosobliwg (niezdegenerowang). Stowo ,,0sobliwy” w
jezyku polskim znaczy ,,jedyny w swoim rodzaju” — rzadko si¢ bowiem zdarza, by wyznacznik
macierzy wynosit zero. Popatrzmy na te dwie tablice kwadratowe:

4 -2 -3 -6
A= B= (28)
2 -1 -1 2
Na pierwszy rzut oka nie wydaje sig, by ktéras z nich miata det = 0. Sprawdzmy wiec:
detA=-4-(-4)=0

detB =-6—(6) =-12
Zatem macierz A jest macierzg osobliwg, a macierz B nicosobliwa.

Stanmy wiec przed zadaniem tego typu: wiedzac, ze macierz C jest macierza osobliwa,
odnajdz elementy Cy; Oraz Css:

c, -1 -2
C=|-1 -1 2 (29)
0 1 c,

Wiemy zatem tylko tyle, ze det C = 0. Z poprzednich zadan wiemy réwniez, ze szukane przez
nas parametry moga by¢ naprawdg rdézne; niekoniecznie zadanie to ma jedno rozwigzanie. Moge
jednak co$ przypuscié, znajac wlasnosci macierzy, a konkretnie wiasno$¢ (6) — jezeli w macierzy
wystepuja dwa takie same wiersze, to macierz ta ma wyznacznik rowny zeru, czyli jest macierza
osobliwa. Zatem, gdyby$my za Cy; przyjeli -1, to det C na pewno wynidstby 0. A skoro tak, to za Cs3
mozemy wzig¢ wtedy kazda liczbe rzeczywista. I rzeczywiscie, ten sam wynik otrzymuje z rownania
(30):

-1 -1 -2
detC=|-1 -1 -2/=0

0 1 c4
Cy+0+2-(0+2+¢c,)=0=0=0 (30)
c,=-1
Cy el

A co wtedy, gdy cy; jest inng liczba niz skojarzona z wlasnoscia -1? Przepis na wspotczynniki
przez nas szukane znajdziemy oczywiscie uktadem réwnan wyznacznika z metody Sarrusa oraz z
definicji, ktore sg rownowazne:

detC= —c,C;; +0+2-(0-2C, +Cy,) =0

(31)
Sm:l = Cllcll - C21 =0

Z pierwszego réwnania otrzymujemy, ze:
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—C;,Cy +2+2C, —C;, =0
—Cy(1+¢yy) +2(1+¢,)=0

(32)
(_C33 +2)(1+ C11) =0
Cp=—-2vC,=-1
Ale za to z drugiego:
C.= C21 — _(_C33 + 2)
11
Cu —Cy3 +2 (33)
C,=-1 gdy cC;;#2
Z potaczenia obu ostatecznie wynika, ze:
c,=-1 [c,=-1 c,=-1
11 v N 11 (34)
Cu=—2 |Cnel \{2} C, €0 \{2}

Jak wida¢, otrzymali§my Cs3 jako zbior wszystkich liczb rzeczywistych z wylaczeniem
dwojki!, ktora nie spetnia rownania (33), poniewaz nie dzielimy przez zero, o czym warto sobie od
czasu do czasu przypomnie¢. Wynik (34) pokazuje wigc nam, jak wazne jest to, by w obliczeniach
uzywac jak najwiecej uktadow rownan, poniewaz, gdy sa one sobie rownowazne, a ktore§ z nich
zawiera jakie§ dodatkowe zastrzezenie co do naszych niewiadomych, to z rozwigzania uktadu
dowiemy si¢ o wiele wigcej niz z rozwigzania pojedynczego rownania.

Lecz czy nie jest prawda, ze biorac za Cs; jakakolwiek liczbe, gdy €13 = -1, to det A bedzie
rowny 0?7 Przeciez tak mowi wlasno$¢ macierzy, ktora juz wezesniej omawialisSmy. Co wigc daje nam
ta dwojka?

1 -1 -2 -1 -1 -2 Ix] -1 -2
IX|=|-1 -1 —=2| |Y|=|]-1 -1 -=2| |z|=|-1 -1 -2 (35)
0 1 -2 0 1 f()| 0o 1 2

By sprawdzi¢ wszystkie moje watpliwosci, najpierw wzigtem macierz X, w ktorej za C;; podstawitem
jedynke, dla ktorej wedtug obliczen macierz ta powinna by¢ nieosobliwa, a za Cs3 przyktadows liczbe
r6zng od 2, zatem policzg:

| X|=2+2-(2-2)=4+4=8
| co — zgadza sig! | X | r6zne od zera, zatem macierz jest nieosobliwa. Sprawdzmy jeszcze, czy dla Cyy
= -1 naprawd¢ niewazne jest, jakg liczb¢ wezmiemy za Css:

[ Y [=f(x)+2-(2+f(x)) =0
No i owszem — zatem (34) spetnia warunki zadania. A teraz macierz, na ktorg wszyscy czekamy — za
C11 podstawitem losowa liczbg |X|, a za 33 dwojke:

|Z|=-2)x|+2—-(-2)x|+2)=0
Odnalezli$my Cgs, dla ktorego macierz ta zawsze bedzie miata wyznacznik rowny zeru! Okazuje si¢
zatem, ze petna odpowiedz do naszego zadania jest dwucztonowa:

c.=-1 c.ell
H albodla { (36)
Cyy €l Cyy =

Odpowiedz (30) nie byta ktamstwem, ale nie byla tez calkowitg prawda, tak jak (36). Zagadka
tego zadania doprowadzita mnie do pewnych przemyslen. Przyjrzyjmy si¢ jeszcze raz macierzy Z. Jej
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trzecia kolumna ma elementy o warto$ciach rownych wartoSciom odpowiadajgcych im elementow z
kolumny drugiej pomnozonym przez dwa. Mozna pomysle¢, ze to co§ oznacza... Zatem czyzbym
otrzymat jaka$ nowa wlasnos$¢ wyznacznika? Sprawdzmy, jak jest z innymi macierzami:

a b 2a
g h
A=|c d 2c| B= (37)
-3g -3h
e f 2e

det A = 2ade + 2bce + 2acf — 2ade — 2acf — 2bce =0
det B =-3gh+3gh=0

» Wiasnie dokonalem odkrycia nowej wlasnos$ci macierzy, z ktdrg wczesniej nie spotkalem
si¢ w zadnej literaturze! Okazuje si¢, ze macierz, w ktorej jeden z wierszy (kolumn) zawiera elementy
bedace iloczynami elementéw innego wiersza (kolumny) przez taki sam wspotczynnik K, to macierz
ta jest macierzg osobliwa. «

Niech dowodem bedzie (37) oraz | Z | z (35). Wiedzac o tej wlhasnosci wczesniej i
wykorzystujgc ja w poprzednio liczonym przeze mnie zadaniu, od razu wpadtbym na obie poprawne
odpowiedzi. Jak widzimy, jest ona uogoélnieniem wtasnos$ci (6), ktéra moéwi o tym, ze det A = 0 wtedy
gdy w macierzy istnieja dwa wiersze (kolumny) identyczne. Odnaleziona przeze mnie wlasno$¢ mowi
za to o elementach mnozonych przez wspélczynnik K, ktorym przeciez moze by¢ jedynka — co
miatoby wlasnie zastosowanie w przypadku identycznosci wierszy (kolumn), oraz zero — wtedy wiersz
(kolumna) jest ztozony z samych zer, czyli automatycznie det A = 0. Moja wlasno$é-twierdzenie jest
wigc uniwersalna.

Powr6¢my do dalszego rozpatrywania rodzajow macierzy na podstawie konkretnych
kryteriow. Kolejnym z nich bedzie:

Budowa wewnetrzna

Tutaj trafimy na wiele interesujacych macierzy. Zacznijmy od tych rozréznianych na
podstawie $ladu (przypominam — §lad to suma elementow gtownej przekatnej tablicy kwadratowej).
Sa wigc macierze ,,zwykte”, w ktorych $lad rézny jest od zera, oraz tzw. bezSladowe, o ktorych

moéwimy, gdy tr(A) = 0:
-3 2 3 0 11
A=9 5 0| B= 11 (38)

-2 1 -2 T 0

Macierz A sktada si¢ z liczb, jest macierza kwadratowa, zatem mozemy policzy¢ jej slad: tr(A) = -3 +
5 -2 =0, z czego wynika, ze A jest macierza bezsladowa (cho¢ $lad jednak jaki§ ma). Macierz B
sktada sie z liczb oraz... z drugiej macierzy kwadratowej, ktora jest elementem by,. Mozna bowiem
tworzy¢ macierze zagniezdzone, poniewaz macierz to tak naprawde liczba — interesuje nas tylko jej
wyznacznik. Tak czy inaczej, na gtdéwnej przekatnej macierzy B lezg same zera, zatem tr(B) = 0, wigc
macierz ta rowniez jest bezsladowa.

Kolejnymi przydatnymi macierzami sa macierz zerowa oraz jednostkowa. Macierz zerowa O
to taka macierz prostokatna, ktorej wszystkie elementy rowne sa zeru. Macierz jednostkowa | za to jest
takg macierza, ktorej elementy potozone na glownej przekatnej sg samymi jedynkami, a pozostate sg
zerami. Jako, Zze macierze te majg okre$lone wyznaczniki, mnozenie przez nie innych macierzy
wyglada w ten sposob: AO=0A =0, Al=1A=A.
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Macierzg symetryczng nazywamy taka macierz kwadratowg, ktorej elementy potozone
symetrycznie wzgledem glownej przekatnej sa sobie réwne. Macierz symetryczna po transpozycji
nadal ma taki sam wyglad, tzn. S" = S.

1 x 2 0

g = x -2 3 f )
V2 3 3 «
0 f a 9

Macierz trojkatna to taka macierz kwadratowa, ktorej wszystkie wspotczynniki lezace nad
badz pod przekatna gléwna sa zerami. Jej wyznacznikiem jest iloczyn elementéw tworzacych $lad:

1 -2

-1

det T = (40)

o O o N
o O W B+

3
1
0

Macierz diagonalna to macierz kwadratowa, ktorej wszystkie elementy oprocz tworzacych
gléwnag przekatna sa zerami (macierze jednostkowa i zerowa sg jej szczegélnymi przypadkami).
Skrotowo macierz takg zapisuje si¢ A = diag(ayy, @z, ..., @mm)-

Operacje na nich dokonane

Ze wzgledu na operacje, jakich dokonuje si¢ na macierzach, rowniez mozna je podzieli¢ na
kilka grup. Macierza, z ktorej bedziemy robi¢ inng macierz, nazwa¢ mozna pierwotng. Macierza
transponowang (przestawiong) nazywamy taka macierz, ktora uleglta transpozycji, czyli zastgpieniu
jej wierszy kolumnami i na odwrot:

2 3
2 -1 2 T
A= A =|-12 (41)
3 2 4
’ 2 -4

Macierz dopelnien algebraicznych to macierz D, ktéra ma doktadnie takie same wymiary jak
macierz A 1 sklada si¢ z dopeklien algebraicznych odpowiadajacych elementom macierzy A
potozonym w tych samych miejscach tablicy:

1 1 1 2 0 -2
A=|2 0 2| >D=|2 -6 4 (42)
3 -1 -3 2 4 -2

Z macierzy A obliczytem Ay = dyy = (-1)"* - [0 — 2] = -2 i tak dalej znanym nam juz
sposobem, przez co otrzymatem macierz D dopetien algebraicznych macierzy A. Jest nam ona
potrzebna do tego, by otrzyma¢ macierz odwrdocong (odwrotng) wzgledem macierzy A, co za chwile.

Macierza dolaczona zwiemy takg macierz A° = D', czyli transponowang macierz dopehien
algebraicznych macierzy A, wigc:
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-2 2 -2

D'=A°=|0 -6 4 (43)
-2 4 2
Macierz odwrécona A" to macierz, ktéra spelnia rownanie A - A* = A™- A = | = 1. Macierz

odwrotna istnieje dla kazdej macierzy nieosobliwej. Odnajdujemy ja, korzystajac ze wzoru:

-1 A® T -1
A :thzD (det A (44)
e

Dlatego tez macierz musi by¢ osobliwa (det A nie moze by¢ zerem), by miala odpowiadajaca jej

macierz odwrocong. Dla naszej macierzy (42) musimy znalez¢ wyznacznik:
detA=-6-2-(2-6)=-4 = (det A)* =-0,25

Zatem, by otrzymaé macierz odwrotng do macierzy A, musimy pomnozy¢ elementy macierzy D'

dotaczonej do macierzy A przez odwrotno$¢ wyznacznika macierzy A, czyli:

111
2 2 9 2 2 2
A‘l——%- 0 6 4 |=|0 g -1 (45)
2 4 -2
i, 1
W 2

Sprawdzmy teraz, czy faktycznie macierz, ktorg otrzymali$my, jest macierza odwrotng do macierzy A,
korzystajac z rownania odwrotnosci A - A* = I. O mnozeniu macierzy jeszcze nie mowilismy, ale
jako, ze macierz reprezentowana jest przez wyznacznik, rownanie powyzsze mozemy uznac za | A | - |
Al =1, zatem:
-4-[3/8+1/4-(3/8+1/2)]=-4-(-1/4)=1

Tak wigc otrzymana przez nas macierz (45) jest macierzg odwrotng do macierzy A (42). Z rownania
powyzszego wynika rowniez, jak widze, pewna wlasno$¢ macierzy odwréconych, a mianowicie, ze
det A* = (det A)™, poniewaz -1/4 = 1/-4.

Mysle, Ze obeznanie si¢ z takimi rodzajami macierzy w zupetno$ci nam wystarczy do
rozwiagzywania zadan kazdego rodzaju. Znajac okreslone wilasnosci tablic, mozemy tatwo liczy¢ ich
wyznaczniki oraz odnajdywaé okre§lone elementy. Pozostaje nam jeszcze pozna¢ mozliwosci dziatan
na macierzach i przejdziemy wreszcie do rozwigzywania zadan.

@ DZIALANIA NA MACIERZACH

Macierze, tak jak zwykte liczby, mozemy dodawaé, odejmowaé, mnozy¢ przez liczby lub
przez inne tablice; mozemy je rowniez transponowac (o czym juz mowiliSmy) i dokonywaé na nich
innych operacji. Nalezy jednak pamigta¢ o tym, ze dziatania matematyczne na macierzach nie rzadza
si¢ tymi samymi prawami, co zwykte liczby, na przyktad iloczyn macierzy A - B to nie to samo co B -
A, chociaz2 -3=3" 2.
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Dodawanie i odejmowanie
Sumowaé¢ mozemy tylko macierze tego samego rozmiaru mxn. Dodawanie polega na
sumowaniu elementow ay oraz by z macierzy A + B, w wyniku czego otrzymujemy macierz C, w

kt(’)rej Cik = ajx + bi.
01 -3 -2 -3 -1
A+B= + - (46)
2 3 -1 0 1 3

Réznica macierzy jest sumg dwoch macierzy, z ktorych ta druga, ktora cheielismy odja¢ od
pierwszej (odjemnikowa), zostata uprzednio wymnozona przez -1, to jest kazdy z jej elementow zostat
pomnozony przez -1. Pro$ciej: Cix = aj — Dik.

A-B=A+(-B)=|1|-|1|=1]|+-1|= 0 (47)

Rownosé
Macierz A rowna jest macierzy B wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element ay rowny jest
elementowi by

10 2] _ 102
1o 9 3] |09 3 (48)
A=B

MnozZenie przez liczbe

Iloczyn macierzy A przez liczbe € daje macierz, w ktorej kazdy z elementow zostat
wymnozony przez to ¢: CA = Ac = c[ay] = [caik], o czym wspominali$my wczesniej i nie trzeba tego
komentowac.

lloczyn macierzy

Najwazniejsze z dziatan na macierzach, okreslone wlasnymi prawami, m.in. AB # BA.
Mnozy¢ mozna tylko macierze o okreslonych wymiarach, mianowicie liczba kolumn pierwszej
macierzy musi by¢ réwna liczbie wierszy drugiej macierzy, co schematycznie mozna zapisac jako:

Amn ) Bno = C:mo (49)

poniewaz w wyniku mnozenia macierzy A i B otrzymujemy catkiem nowa macierz C, ktorej ilos¢
wierszy rowna jest iloSci wierszy macierzy A, a ilos¢ kolumn — kolumnom macierzy B. W wyniku
mnozenia dwoch macierzy otrzymujemy elementy Cro, ktore odpowiadajg wartoScig sumie iloczynow
odpowiednich elementéw m-tego wiersza macierzy A i o-tej kolumny macierzy B, co zapisujemy
jako:
n
Cro = Za‘mxbxo (50)

x=1

Co duzo tatwiej zrozumie¢ w praktyce, poniewaz iloczyn macierzy graficznie wyglada tak:
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o ik |
A-B=rblagtbj ah+bk ai+bl 1)
c dijcg+dj ch+dk ci+dl
e f

eg+fj eh+ Ttk ei+el

Nalezy pamictaé, ze macierz pierwsza (A) musi znajdowac si¢ na dole po lewej stronie, a macierz
druga (B), musi by¢ na gorze. Macierz C (wynik mnozenia) otrzymujemy w prawej dolnej czesci
naszego ,,krzyza”. Czyli na przyktad, dla mniejszych macierzy:

1 2
0 -1

A"3"1 211 0 2)
0 -1/0 1

cy=1-1+2:-0=1

C12=1'2+2'(- )=O

C21=0'1+('1)'0:0

C22=O'2+(-1)'(-1)=1

Okazato sig¢, ze mnozac dwie takie same macierze A = B, otrzymalem macierz jednostkowa
AA = A% = l,y,, czego si¢ nie spodziewatem. Sprawdzmy, czy tak samo jest dla innej macierzy:

1 =2
3 -1

D' =555 2 ©3)
3 16 -5

Nie, wynik (52) byt tylko przypadkowy. Zatem nie istnieje wiasnos¢ méwigca o wyniku iloczynu
macierzy kwadratowej A przez nig samg — jest to ,,zwykle” mnozenie macierzy. Sprawdzmy, jak
iloczyn macierzy wplywa na zmiane¢ wyznacznika:

a) macierz (52)

|Al=-1
|AZ|=1
|A*[D]A]=-1
b) macierz (53)
|ID|=1+6=7

| D? | =25+ 24 = 49

|ID?|:|D|=49:7=7
Widze pewng zaleznos¢, jednak jeszcze nie wiem, jak jg opisaé. Sprawdze wigc kolejny iloczyn, juz
nie tych samych macierzy:
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4
AB=T— 7% 9 1 (54)

-1 2 3|14 -1 4

|A|=-42
|B| =24
| AB | = -1008

|AB|:(|A|-|BJ)=-1008: (-1008) = 1
Otrzymatem co$ ciekawego! Iloraz wyznacznika iloczynu macierzy A i B przez iloczyn
wyznacznikow macierzy A i B dal nam jedynkg. A co bedzie, jezeli do poprzednich obliczen, gdy
podnositem do potegi drugiej macierz A oraz D, réwniez w mianowniku wstawi¢ iloczyny
wyznacznikow?

a) (52):|A?|:|AP=1:1=1

b) (53):|D?|:|Df=49:49=1

»Udalo si¢! Dokonujac roznych obliczen, znowu doszedlem do kolejnego, na pewno
przydatnego wniosku, a mianowicie, ze iloraz wyznacznika macierzy AB, powstalej z iloczynu
macierzy A i macierzy B, oraz iloczynu wyznacznikow macierzy A i macierzy B rowny jest jeden,
czyli: <

_GetAB ) . et AB=det A detB (55)
det A-det B

Twierdzenie to ma zastosowanie réwniez wtedy, gdy mnozymy macierze osobliwe, w wyniku
Czego zawsze otrzymamy macierz osobliwg:

1 2 1
12 41 1
3 6 2 2 2
AB=g 53717 3 “P g a1 1 (56)
2 0 410 20 10 369 9
3 8 6[23 46 7

a) detA=0,detB=0,detAB=0
b) detC=0,detD=0,detCD =0

Prawdziwos¢ tego twierdzenia wynika z faktu, iz wyznacznik jednoznacznie charakteryzuje
dang macierz, tzn. ze mnozac macierz A razy macierz B, rdwnocze$nie mnozymy wyznacznik
macierzy A razy wyznacznik macierzy B.
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@ UKLADY ROWNAN A TABLICE PROSTOKATNE

Macierze znajdujg zastosowanie zawsze wtedy, gdy mamy do czynienia z uktadami réwnan.
To dzigki macierzom potrafimy rozwigzywac szybko uktady rownan z duza liczbg niewiadomych,
ponadto istnieja takie zadania, ktorych inaczej po prostu nie da si¢ rozwigzaé.

X Uktady z jednym, istniejagcym rozwigzaniem

Najtatwiejszy z mozliwych uktad réwnan, do rozwigzania ktérego nie trzeba zna¢ nawet teorii
rachunku macierzowego, to uktad dwoch rownan liniowych:

{a1x+bly =G

(57)
a,X+h,y=c,

dla ktorego rozwigzanie przybiera posta¢ (sg to tzw. wzory Cramera):

X =—x —_Y 58
W y W (58)

gdzie W to wyznacznik charakterystyczny (gtowny) uktadu, obliczany jako:

& Db

W =
a, bz

(59)

a W, i W, to wyznaczniki, ktore powstaja po wycigciu z uktadu kolumny odpowiednio iksowej oraz
igrekowej, za ktorych miejsce wstawia sie kolumne c:

C
& G (60)

Oczywiscie, tak jak bylo z odnajdywaniem wyznacznika macierzy metoda Sarrusa, i tutaj
rozwigzywanie uktadu rownan wyglada w ten sposéb tylko dla okre§lonych wymiarowo macierzy —
ilo§¢ niewiadomych musi by¢ rowna iloSci rownan, jakie znajduja si¢ z nimi w ukladzie. Rozwigzmy
wiec takie zadanie:

X+Yy+22=2
X-2y=-4 (61)
3X+2=3

Mozna obliczy¢ je znanymi nam metodami podstawiania i np. dodawania stronami, ale my mamy
lepszy sposdb — macierzowy. Zmieniam moje rownanie na tablice:

X y z
1 1 212

1 -2 0|4 (62)
3 0 13
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Mogg teraz obliczy¢ W, W,, W, oraz W,. Zatem — do dzieta:
a) W obliczam z macierzy kwadratowej, zawierajacej w sobie wspotczynniki stojace przy
niewiadomych x, y, z
byw=-2-(-12+1)=9
c) Wy obliczam z macierzy powstalej przez zastgpienie kolumny iksowej przez kolumng z
liczbami (oddzielong pionowa kreska), W, i W, analogicznie
d)Wy=-4-(-12-4) =12 = x=12:9=4/3
e)Wy=-4+6-(-24+2)=24 = y=24:9=28/3
HW,=6-12—-(-12+3)=-9 = z=-9/9=-1
Sprawdzmy teraz, czy to prawda, wstawiajac nasze rozwigzania do pierwszego roéwnania:
4/3+8/3+2-(-1)=12/3-2=4-2=2
Co zgadza si¢ z roéwnaniem, zatem otrzymaliSmy rozwigzanie ukladu (61), uzywajac metody
macierzowej, ktora, jak wida¢, zajeta tylko 4 linijki obliczen, a nie wiadomo jak dtugo liczyliby$my to
,»ha piechote”... Przejdzmy jednak do zadan trudniejszych.

X Liczba rozwigzan uktadu réwnan liniowych

W literaturze istniejag dwa rownowazne sposoby na odnalezienie liczby rozwigzan ukladu
rownan liniowych. Przedstawie je oba, zaczynajac od tego ogdlniejszego:

Jezeli wyznacznik uktadu réwnan rézny jest od zera, to uktad taki nazywamy oznaczonym,
poniewaz ma tylko jedno rozwigzanie w postaci wzorow Cramera. Uktad taki rozwigzywalismy
powyzej (62).

Jezeli W = 0, wtedy musimy sprawdzi¢, jak wygladaja wyznaczniki niewiadomych, tzn. W,
W, itd., jesli jest ich wigcej. Jezeli cho¢ jeden z nich nie jest zerem, to nasz ukltad réownan jest
sprzeczny, czyli nie ma rozwigzan, co zapiszemy dla uktadu dwoch niewiadomych jako:

W=0AW,=0vW, =0) <= Xx,yed (63)

Za$ jezeli wszystkie z wyznacznikow sa zerami, to uklad ten jest albo sprzeczny, albo
nieoznaczony, czyli ma nieskonczenie wiele rozwigzan. Zalezne jest to od postaci rownan.

Rozwiazmy teraz, w oparciu o t¢ wiedze, zadanie z parametrem: dla jakich wartosci parametru
k uktad rownan (64) ma jedno rozwigzanie, nieskonczenie wiele lub jest sprzeczny?

2%, +3X, — X, =—6
—kx, —2x, =3 (64)
3%, +4X, +X; =K

a)W=-4+4k—(6-3k)=-10 + 7k

b) odpowiedzZ zalezy od warto$ci W, zatem: jezeli W # 0, to uktad ma jedno rozwigzanie > -

10+ 7k#0 =k #10/7
¢) kiedy k = 10/7, to mamy dwie mozliwosci, zatem liczymy wyznaczniki niewiadomych:

6 3 - 2 -6 -1 2 3 -6
W, =3 -2 0| W =]k 3 0 W=k -2 3 (65)
k 4 1 3 k1 3 4 &

d) W =12-12 - (2k +9) = -2k — 9
e) W, = 6+ k*— (-9 + 6k) = k* — 6k + 15
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f) Wyg = -4k + 27 + 24k — (36 + 24 — 3k?) = 3k? + 20k — 33
g) okazato si¢, ze parametr k znajduje si¢ przy kazdym wyznaczniku, zatem otrzymamy
najprawdopodobniej jakas sprzecznos¢, ale sprawdzmy, ile wyniosa poszczegolne
wyznaczniki, podstawiajac za k = 10/7:
h) Wy, =-2 - 10/7 -9 =-20/7 - 63/7#0
i) Wyo = (10/7)* — 6 - 10/7 + 15 = 100/49 — 420/49 + 735/49 # 0
§) Wy = 3(10/7)? + 20 - 10/7 — 33 = 300/49 + 1400/49 — 1617/49 #0
k) wszystkie wyznaczniki oprocz glownego sa rozne od zera, zatem nasz uktad réwnan jest
niepodwazalnie sprzeczny; odpowiedz koncowa brzmi:

dla k # 10/7 uktad jest oznaczony

dla k= 10/7 uktad jest sprzeczny

nie istnieje k, dla ktorego uktad jest nicoznaczony

Zadanie nie nalezato do najciekawszych (tym bardziej, ze dane wymyslilem sam), jednak
ukazato sposob, w jaki nalezy postepowal z tego typu zagadnieniami. Sprawdzmy jednak, czy
otrzymane przeze mnie wyniki sa prawidtowe.

a) zak podstawiam 0, otrzymuje W = -10, W,y = -9, W,, = 15, W,3 = -33, zatem:

b) x;=0,9, X, =-1,5, X3 = 3,3 — uktad ma jedno rozwigzanie

c) za k podstawiam 10/7 — nie dzielimy przez zero, nie otrzymamy wyniku, zgadza si¢ z

odpowiedzig

Drugi sposéb odnajdywania liczby rozwigzan uktadu jest znacznie ciekawszy i nie ma
ograniczenia co do stosowalnosci, tak jak powyzszy, gdy rozwigzan nie znajdywalismy dla det W = 0.
Twierdzenie Kroneckera-Capelliego méwi, ze uklad réwnan jest rozwigzywalny tylko wtedy, gdy
rzad macierzy W wspolczynnikow uktadu réwny jest rzedowi macierzy uzupetnionej U, zawierajacej
oprocz elementdow niewiadomych rowniez elementy bedace w rownaniu wyrazami wolnymi. Macierz
W jest zawsze macierzg kwadratowsa, a macierz U wyglada chociazby tak, jak (62).

Gdy rzedy tych macierzy réwne sa liczbie niewiadomych n, to uktad rownan ma doktadnie
jedno rozwigzanie. Gdy rzad jest mniejszy od n, to ukltad ma nieskonczenie wiele rozwiazan,
zaleznych od n — r parametrow.

Rozwigzmy wigc uktad réwnan:

X+3y—-4z=4
3X+2y-z=1 (66)
X—4y+72=5

Najpierw musimy wiec zbudowa¢ macierz wspotczynnikow W oraz uzupetniong U i znalezé
rzedy tych macierzy:

1 3 -4 1 3 -4 4
W=|3 2 -1 uU=(3 2 -11 67)
1 -4 7 1 -4 75

R(W): detW=14-3+48—-(-8+4+63)=0 = R(W)<3
biorg wiec losowy minor 2x2:

=2-9=-7%0 (68)

zatem R(W) =2
R(U): biorg¢ losowy minor 3x3:
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3 4 4
2 -1 1|=-15+16+56—-(16+21-40)=41+19=60=0 (69)
-4 7 5

zatem R(U) = 3.
Mamy z tego, ze R(W) # R(U), wiec nasze rownanie jest nierozwigzywalne, czyli X, y, z naleza do
zbioru pustego. Réwnowazne jest to z tym, ze skoro det W = 0, to uktad jest sprzeczny lub
nieoznaczony, w tym wypadku jednak wiemy z gory, dzieki twierdzeniu Kroneckera-Capelliego, ze
jest to uktad sprzeczny.

Odnajdywa¢ niewiadome mozna réwniez na inny sposob, nie tylko wzorami Cramera, trzeba
jedynie by¢ obeznanym z mnozeniem macierzy oraz tworzeniem macierzy odwrotnej. Wezmy teraz
przyktad:

2y+2z=0
X—2=2 (70)
X—y+2z=-6

Chcac zamieni¢ powyzszy uktad rownan na posta¢ macierzowa, mozemy zapisa¢ uktad réwnan jako
roéwnanie macierzowe, tzn. przybierze ono posta¢ AX = B, gdzie A to macierz wspotczynnikow, X to
kolumna ztozona niewiadomych, a B to kolumna wyrazéw wolnych.

0o 2 2 X 0
A=|l1 0 -1 X=|y| B=]| 2 (71)
1 -1 2 z —6

Szukajac rozwigzan kolumny X, musimy podzieli¢ rownanie przez A lewostronnie, w wyniku czego
otrzymujemy, ze X = A'B, zatem najpierw odnalezé musimy macierz odwrotng do macierzy A, a
nastgpnic wymnozy¢ ja przez B. Przypominam, ze macierz odwrotng maja tylko macierze
nieosobliwe, zatem najpierw zaczng od obliczenia det A.

detA=-2-2—(4)=-8
Macierz odwrotng znajdziemy ze wzoru A™* = D'(det A)™*

1 -3 -1 1 6 -2
D=|-6 2 2|=>D'=-3 2 2 (72)
2 2 =2 1 2 -2

Majgc transponowang macierz dopetnien algebraicznych (czyli macierz dotaczong), odnajde macierz
odwrotna, mnozac kazdy z elementow przez -1/8:

A= — (73)

|
s DI Mo
(B

0| 0|lw |k
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Na mocy twierdzenia (55) sprawdzam, czy macierz ta faktycznie jest macierza odwrocong macierzy
A:

det A = 1/128 — 3/128 — 3/128 — 1/128 — 1/128 — 9/128 = -16/128 = -1/8

det A*-detA=-1/8--8=1
Co zgadza si¢ z definicjg macierzy odwrdconej. Moge wreszcie przystapi¢ do odnalezienia macierzy
X:

(74)
0
2
1 _6
X=AB=; —
1 3 10
8 4 4
301 1
8 4 4
1 1 1
- - — |2
8 4 4 |
Otrzymalismy macierz X. Poréwnujac (74) z (71), otrzymujemy tatwo wynik zadania:
x=0
y=2 (75)
z2=-2

Ktory ze sposoboéw rozwigzywania zadan jest najlatwiejszy badz najkrotszy? Trudno zdecydowaé. Tak
czy inaczej musimy zna¢ twierdzenie Kroneckera-Capelliego oraz wzory Cramera, jesli chcemy
rozwigzywac uktady rownan. Ale koniec tego gadania — pora na ciekawe zadanie:

@ OBALAMY TWIERDZENIE Z TABLIC MATEMATYCZNYCH

Nawet w porzadnych tablicach matematycznych, w czesci dotyczacej uktadéw rownan, mozna
napotka¢ twierdzenie nastepujacej tresci:

,»GAy wyznacznik gtéowny uktadu i wszystkie wyznaczniki niewiadomych réwne sq zeru, to dany
uktad rownan ma nieskonczenie wiele rozwigzan” [zrédto 7, s.49].

Z mojej wiedzy wynika jednak co innego. Sprawdzmy zatem stusznos¢ tego, co podaje si¢ w
polecanych dla maturzystow i studentow ksigzkach. Twierdzenie powyzsze obali¢ mozna bardzo
prostym uktadem réwnan z parametrem:

{—2kx —6ky =-8
(76)

3kx +9ky =12
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Obliczam wyznacznik gtéwny uktadu W oraz Wy i W,

2k -6k
= =-18k? +18k?>=0
3k 9k
-8 -6k
W, = =72k +72k =0 (77)
12 9k
-2k -8
W = =24k +24k =0
Yo l3k 12

Na mocy powyzszego twierdzenia student powiedzialby, ze skoro wszystkie wyznaczniki tego uktadu
roéwnan réwne sg zeru, to uktad ten ma nieskonczenie wiele rozwiazan. Sprawdzmy:
ak=1
jako Ze roOwnania te sg rOwnoznaczne, bowiem by otrzymaé z pierwszego rownanie drugie,
wystarczy pomnozy¢ je przez -3/2, do obliczen uzyje tylko jednego z nich
2:1-x-6-1-y=-8

-2Xx — 6y = -8
Xx=4-3y
zgadza si¢, podstawiajac za Y dowolna liczbe otrzymujemy nieskonczenie wiele
rozwigzan
b) k=-2
2 (-2)'x-6-(-2)'y=-8
4x + 12y = -8
X=-2-3y
zgadza sig¢, dla k = -2 za y rOwniez mozemy wstawi¢ dowolng liczbe
k=0
2:0-x-6-0-y=-8
0=-8

sprzeczne! zero przeciez nie jest rowne -8

Zatem twierdzenie z tablic matematycznych jest nieprawdziwe (niedoktadne), poniewaz dla
wyznacznikow rownym zerom uklad réwnan wcale nie musi by¢ nieoznaczony, co udowodnitem
powyzej. Poprawna tre$¢ tego twierdzenia znajduje si¢ pod twierdzeniem (63), na poprzednich
stronach mej pracy, a mowi ona, ze:

wJezeli wszystkie z wyznacznikow sq zerami, to ukiad ten jest albo sprzeczny, albo
nieoznaczony, co zalezne jest od postaci rownan.”

@ PRZYKELADOWE ZADANIE

W ostatnim rozdziale mojej pracy dotyczacym teorii rachunku macierzowego postanowitem
przedstawi¢ rozwiazanie kolejnego, ciekawego zadania, z ktérego otrzymam jeszcze jedng wilasnosé
macierzy, na ktora natrafitem podczas uktadania ré6znych tablic i sprawdzania ich wyznacznikow.

Mamy trzy liczby, a, b i ¢, migdzy ktérymi zachodza zaleznosci (78). Odnajdz je:

a=2(c-b)+1 a+2b-2c=1
b+a=3c+3 =<a+b-3c=3 (78)
c-2a=2 2a+0b+c=2
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Tak jak poprzednio, uktadam macierz niewiadomych oraz macierz uzupetniona:

1 2 -2 1 2 21
Ww=;1 1 3]U=|1 1 -3 3 (79)
-2 0 1 -2 0 1 2

Sprawdzam rzad macierzy W, co sprowadza si¢ do odnalezienia jej wyznacznika:
detW=1+12-4-2=7#0 = R(W)=3=R(U),
poniewaz W jest minorem macierzy U. R(W) = R(U) = 3 = n niewiadomych, zatem nasz uktad ma
jedno rozwigzanie.
Przedstawmy nasze macierze jako WX = C, z czego obliczymy, ze X = W'C, gdzie C to

macierz zlozona z kolumny wyrazéw wolnych. Poszukujemy zatem macierzy odwrotnej do macierzy
W:

1.2 4
1 5 27 |7 17 71
W-lzl. 2 -3 4| = 5 3 1 (80)
7 41 1 7 7 7
. . 2 4 1
L7 7 7
Sprawdzmy, czy faktycznie jest to macierz odwrotna:
(81)
1 2 =2
1 1 -3
4 -2 0 1
W W =
12 4100
7 7 7
S 3 1o 1 o
7 77
2 4 1
- -— —-——{0 0 1
7 7 7

Mnozac WW™ otrzymamy réwniez macierz jednostkowa. Zatem Otrzymana przeze mnie macierz jest
macierzg odwrotng do W. To samo otrzymamy, liczac wyznaczniki, zgodnie z twierdzeniem (55) oraz
z definicja macierzy odwrotne;j:

detwW=7

det W' =1/343 - (3—4 +80—24 +4—10) = 49/343 = 1/7

det W - det W = det W*W = det WW™ = det |

Wpadtem na pewien pomyst. Skoro iloczyn wyznacznikow dwoch macierzy rowny jest

wyznacznikowi iloczynéw tych macierzy, to czy wazne jest, w jakiej kolejno$ci wymnozymy te
macierze? Przeciez det W to liczba, zatem ulega przemienno$ci mnozenia. Czy mozliwe jest wigc, by
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det AB = det BA, co wynikaloby z mojego twierdzenia (55)? Odejdzmy na chwile od zadania i
sprawdzmy moja teze dla kilku macierzy:

1 1 -2 4
A= B= (82)
-1 - 4 8
Najpierw sprawdzimy macierze osobliwe. Czy wyznacznik ich iloczynu bedzie réwny zeru?
Wymnézmy AB i BA, a nastgpnie obliczmy wyznaczniki A, B, AB i BA:

-2 4 1 1
-4 8 -1 -1
AB = BA = (83)
1 1|-6 12 -2 4, -6 -6
-1 -16 -12 -4 8|-12 -12

detA=-1+1=0

detB=-16+16=0

detAB=72-72=0

detBA=72-72=0
Okazuje sie, ze dla macierzy osobliwych wyznacznik ich iloczynu AB jest rdowny wyznacznikowi
iloczynu BA. Ponadto, jak tatwo zauwazy¢, diagonala oraz $lad macierzy AB i BA sg takie same. Jak
bedzie dla macierzy trzeciego stopnia, ponadto nieosobliwych?

0 1 -1 2 -1 0
cC=|—2 2 o|D=|1 2 2 (84)
1 2 1 2 0 -1

Obliczam zarowno CD, jak i DC, a nastgpnie wyznaczniki C, D, CD i DC, §lad oraz dokonam analizy
elementow diagonali (przekatnej gtownej) CD i DC:

CD - (85)
0 1 -1 0
-2 2 0| 6 6 4 1 2 21-2 9 1
1 2 1] 2 3 3 2 0 -1] -1 0 -3

detC=4+2+2=8
detD=4-4-1=-1
detCD=-18+16+54-36+12—-36 =-8
detDC=-54+4+18+24=-8
tr(CD)=-1+6+3=8
tr(DC)=2+9-3=8

diagonale rdzne
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Okazato si¢, ze moje domysty byly prawdziwe! Przy okazji odkrylem jeszcze jedng wiasnosé
macierzy! Podsumujmy wigc:
»1. det AB = det BA = det A - det B, co udowodnitem rozwigzujac trzy powyzsze
przyktady €
» 2. tr(AB) = tr(BA), co wida¢ z w/w przyktadow <«

A powracajac do naszego zadania... W (81) obliczylismy W™, wigc mozemy wreszcie
odnalez¢ rozwiazanie, mnozac W™ przez C:
(86)

W'C-=

~N N NN e

Z czego wynika, ze a = -13/7, b =-2/7, a ¢ = -12/7, co faktycznie spetnia uktad (78).

W ten sposob zakonczyliSmy nauke o macierzach. PoznaliSmy wzory Cramera, twierdzenie
Kroneckera-Capelliego, wlasno$ci macierzy (w tym 4, ktoére sam ,,wynalaztem”), nauczyliSmy si¢
rozwiazywac zadania, rowniez z parametrem, oraz rozszerzyliSmy (albo — obaliliSmy) twierdzenie z
tablic matematycznych. Nadeszta pora wreszcie dowiedzie¢ si¢, czym zajmuje si¢ matematyczne
programowanie liniowe, co jest najwazniejsza rzeczg, o ktdrej chciatem wam opowiedziec.

@ PROGRAMOWANIE MATEMATYCZNE

Jest to teoria optymalizacji problemow matematycznych, zazwyczaj z dziedziny ekonomii,
ktére mozna uja¢ w sposob ilosciowy. Znajduje zastosowanie rowniez w agrotechnice, przemysle,
analizie gospodarczej, kontroli zapasow i programowania ich produkcji, analizie ruchu drogowego itd.

v" Optymalizacja — wyznaczenie sposrod dopuszczalnych rozwigzan danego
problemu rozwigzania najlepszego ze wzgledu na przyjete kryterium.

v" Ekonomia — nauka, ktora zajmuje si¢ badaniem gospodarowania,
produkcja, wykorzystaniem i konsumpcja dobr przez cztowieka.

v" Sposob ilosciowy — to taka metoda badawcza, w ktorej cechy badanego
uktadu okresla si¢ za pomocag liczb (np. ilosciowo posiadam dwie roze, ktore
jakosciowo maja ceche: kolor czerwony).

Zagadnienie optymalizacyjne, dotyczace efektywnego wykorzystania albo rozmieszczenia
ograniczonych srodkéw w celu otrzymania jak najwigkszego zysku przy jak najmniejszym naktadzie
pracy, sprowadza si¢ do wyznaczenia wartosci N zmiennych x;, X,, ..., X,, dla ktorych z gory okres§lona
funkcja zalezna od tych n zmiennych f(xy, X,, ..., X,) osiaga maksimum lub minimum (czyli to czego
szukamy), przy natozeniu na zmienne pewnych warunkdw, uzalezniajgcych jedne od drugich, rowniez
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mogacych by¢ funkcjami. W ekonomii zazwyczaj obliczen dokonuje si¢ na liczbach dodatnich, zatem
jednym z wielu mozliwych dodatkowych zastrzezen, wprzegnigtych w uklad réwnan, bedzie
chociazby x;>0,dlai=1,2,...,n.

Istnieje wiele metod programowania matematycznego: programowanie nieliniowe, sieciowe,
stochastyczne, dynamiczne i inne, jednak najbardziej rozwinigtym z nich jest programowanie liniowe,
znajdujace liczne zastosowania w praktyce.

X Programowanie liniowe

Pojecie

Programowanie liniowe zajmuje si¢ rozwigzywaniem takich rzeczywistych problemow
decyzyjnych, w ktorych rozpatrywane zalezno$ci migdzy obiektami w postaci zbioru funkcji sa
funkcjami liniowymi wielu zmiennych, oraz warunki zadania réwniez sg postaci liniowej, jako
réwnosci badz nierownosci. Stowo ,,programowanie” wskazuje na schemat postgpowania — zadania
optymalizacyjne rozwigzuje si¢, wykonujac pewne, opracowane wczesniej algorytmy.

v" Funkcja liniowa — funkcja liczbowa, ktéra dla jednej zmiennej okre$lona
jest wzorem f(x) = ax + b; niewiadoma jest pierwszego stopnia (x').

v Algorytm — doktadny opis postepowania prowadzacy do rozwigzania
okreslonego zagadnienia ,.krok po kroku”.

Zagadnienie optymalizacyjne tej postaci polega zatem na odnalezieniu wartosci zmiennych Xy,
X2, ..., Xn, dla ktorych funkcja f(Xq, Xp, ..., Xn) = CiXg + CXp + ... + CpX, osiaga maksimum (lub
minimum), co jest zapisywane jako:

f (X %5500, X ) = max(min) (87)
przy zatozeniu, ze zmienne spetniaja warunki:

A%+ a;,X + .+ 4 X, <b,

88
X3 Xgpee X, 20 )

dlaj=1,2, ..., m, gdzie m to ilo§¢ rownan typu (88), z jakimi mamy do czynienia. Litery c,, aj, bj sa
parametrami tych funkcji, ktore omowig¢ za chwile. Zapewne zastanawiacie si¢, w jakim celu dla
jednej funkcji podaje sie tyle warunkow i wprowadza si¢ nowe oznaczenia. Wynika to z postaci
macierzowej zadan optymalizacyjnych, ktéra poznacie na nastgpnych stronach mojej pracy, oraz z
prostej potrzeby otrzymania jak najbardziej odpowiedniego rozwigzania.

X Oznaczenia i definicje

Zespot zaleznosci, na podstawie ktdrych wyznacza si¢ optymalne rozwigzania (decyzje),
nazywa si¢ modelem matematycznym. Zatem gdy zalezno$ci te maja charakter liniowy — nasz model
matematyczny (87) i (88) zwany jest modelem programowania liniowego, w skrocie PL.

Zmienne decyzyjne to zmienne (niewiadome), ktorych szukamy, by podja¢ dana decyzje
optymalizacyjna: X, X, ..., X,. Decyzja X — rozwigzaniem dopuszczalnym naszego zadania jest
kolumna zmiennych decyzyjnych w postaci macierzy o wymiarach nx1 (tak samo bylo w (71), gdy
szukaliSmy rozwigzania uktadu rownan):
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X=]" (89)

Funkcja celu to funkcja f, dla ktorej szukamy maksimum (minimum). Jej wspotczynniki
(parametry) cy, Cy, ..., C, zwane sg po prostu wspolczynnikami funkcji celu. Wartos¢ funkcji celu f,
dla ktorej szukamy max (min), zwana jest kryterium optymalno$ci z — moze to by¢ np. zysk, ktory
chcemy miec¢ jak najwigkszy, a zalezy on od wielu warunkow.

Nieréwnosci (88) zwane sg warunkami:

a) ograniczajacymi (pierwsza nier6wnos¢, ktora moze sktadaé sie z kilku linijek, w
zaleznosci od m warunkow)
b) nieujemnos$ci (nieréwno$¢ druga)

Programowanie liniowe zajmuje si¢ nie tylko nierowno$ciami (np. pracownik moze wykonac
prace w ciagu 10h, ale moze zrobi¢ to krocej, czyli np. X < 10), ale takze rownosciami. Nalezy
pamigetac, ze gdy z tresci zadania wynika, iz pewien warunek ograniczajacy ma posta¢ rownania:

;% +a,%, T+ 3, X, =D, (90)
To w uktadzie mozemy zamieni¢ go na par¢ nieroOwnosci:
a X +a,x, +..+a,Xx <b, oD
—a, X —a,X, —..—a,X <-b
Réwnowaznos¢ (90) 1 (91) mozna przedstawi¢ na prostym przyktadzie:
ax=b=ax<ba-ax<-b
a=-5 (92)
b -b b
X=——=>(X>2—AX<—)=>X=——
5 -5 5 5

Pomimo mozliwos$ci zaistnienia ogromnej ilosci zmiennych decyzyjnych oraz warunkéw
ograniczajacych, bardzo tatwo zamieni¢ uktad nieréwnosci optymalizacyjnych na prosta nier6wnos¢
macierzows, ktéra dla nas bedzie juz bardziej zrozumiata. Wyglada ona mianowicie tak: AX < b,
gdzie A to macierz wspotczynnikow funkcji ograniczajacych (a,) postaci mxn, X to macierz decyzji
(juz przeze mnie omOwiona), a b to macierz wyrazow wolnych b; postaci mx1:

(A, a, ... a,| [b]
b

A= a.21 ay, b = :2 93)
aml amn bm

Wprowadza si¢ rowniez macierz C, ktdra jest macierzg wspotczynnikow funkcji celu postaci
nx1; korzysta si¢ rowniez z macierzy transponowanej C' postaci 1xn:
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C=|"|C=[c ¢ - ¢c] (94)

Wiedzac juz, jak wygladaja elementy poszczegdlnych macierzy, mozemy sprowadzi¢ nasze
zadanie optymalizacyjne PL (87)-(88) do formalnej postaci:

f(X,X,,... X ) = C"X — max(min)
dla (95)
AX<b
bevo
Istnieje jednak pewien problem. Jezeli (95) to uktad nieréwnosci, wnioskujemy z tego, iz
rozwiazaniem naszego zadania bedzie zazwyczaj nieskonczony zbiér liczb (oczywiscie ograniczony),

a my przeciez szukamy konkretnych wartoéci zmiennych decyzyjnych! Nie ma si¢ jednak czym
martwi¢. W modelu PL pojawiajg si¢ w zwiazku z tym kolejne pojecia:

Zbiér decyzji wyznaczonych z uktadu (95) nazywamy zbiorem decyzji dopuszczalnych i
oznaczamy literg D. Jego elementy okreslamy mianem decyzji dopuszczalnych (kandydatéw do
rozwigzania).

Zadanie modelu PL sprowadza si¢ do wskazania najlepszych — optymalnych decyzji, czyli
takich elementow Xop, ze dla kazdego X € D, w przypadku maksymalizacji warto$ci funkcji celu,
f(Xopt) = f(X), @ minimalizacji — znak odwrotny. Kazda decyzj¢ Xop: spetniajaca ten warunek nazywamy
decyzja optymalna, a wartosci f(Xo) zwiemy optymalna wartoscia funkeji celu. Zbior decyzji
optymalnych, oczywiscie Doy C D.

Gdy ilo$¢ zmiennych decyzyjnych n (ilo$¢ kolumn macierzy A) rowna jest liczbie ograniczen
m (ilos¢ wierszy macierzy A), to D sktada si¢ z jednej decyzji, ktora, gdy spetnia wszystkie warunki
zadania, moze zosta¢ zaliczona do Dy Kiedy dla n zmiennych mamy rézna od n ilo$¢ ograniczen m,
to maksymalng ilo$¢ mozliwych rozwigzan okresla wzor:

nl

= (96)
m!(n—m)!

Przy czym, jesli niewiadomych mamy wigcej niz rownan, to uktad ten jest nieoznaczony,
wigc albo nie ma rozwigzan, albo ma ich nieskonczenie wiele. Programowanie liniowe opracowalo
metode odnajdywania rozwigzan takich ukladoéw, poprzez sztuczne tworzenie nowych réwnan
zerowych.

Macierza bazowa B, ukladu réwnan (nieréwno$ci) AX = b nazywamy taka nieosobliwg
macierz mxm, gdzie m = R(A), | =1, 2, ..., ki jest to tablica utworzona z kolumn macierzy A oraz
wybranych wierszy (w takiej samej kolejnosci), czyli po prostu minoréw macierzy A, ktorych ilos¢
okreslona jest wlasnie powyzszym wzorem. Przyktad:
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2
a=|-1 3| B=|t “lB |t ?lgot? 97)
- . Yl 3]t loo3] C o3

mxn,

Wazne jest zdefiniowanie pojgcia macierzy bazowej, poniewaz w celu rozwigzania uktadu
nierdwnosci potrzebujemy mie¢ macierze kwadratowe, a to dlatego, ze skoro AX = b, to szukany
przez nas X = A™'b (dzielenie lewostronne). Dla A niekwadratowego mamy kwadratowe macierze
bazowe, wiec Xp| = B, bg,. Elementy rozwigzania bazowego Xg, t0 zmienne bazowe.

W takim razie, przystepujac do zadania optymalizacyjnego, najpierw liczymy liczbe
rozwigzan K (chyba, ze od razu widzimy, ze m = n), a nastgpnie na podstawie otrzymanej liczby
macierzy bazowych ustalamy kolejne rozwigzania dopuszczalne, ktore analizujemy.

Nie musimy si¢ ba¢ znaku nieréwnos$ci, poniewaz w przypadku rozwigzywania zadan PL

wystarczy sztucznie doda¢ do nierdwnosci tak zwana zmienng oslabiajaca (bilansujaca), nieznang i
tak naprawde mato nas obchodzaca, a dzigki ktorej nierdéwno$é zostaje przeksztalcona w rownosé:

a) aX +a,x, <b

(98)
b) ax, +a,X, +X; =b
co mozna zrobi¢, poniewaz np.:
a)2-3+3-2<14
b) 6+6+2=14 (99)

X3

X Wykorzystanie macierzy w programowaniu

Istnieje wiele metod rozwigzywania problemow programowania liniowego, np. uzywanie
tabeli simpleksow czy graficzne szukanie wierzchotka wieloboku zbioru D. W niektorych z nich nie
korzysta si¢ z macierzy w ogodle, w innych zamiast na tablicach dokonuje si¢ dziatan na wektorach. W
mojej pracy postanowitem przytoczy¢ metode dla nas najtatwiejszg, oparta na Szukaniu decyzji X
poprzez mnozenie macierzy i tym podobne operacje, ktore wykonywac nauczyliSmy si¢ wczesnie;.

Programowanie liniowe jest bardzo rozwinigtym 1 skomplikowanym pojeciem
Matematycznym, ale pokaze na prostych przyktadach, jak tatwo mozna rozwigzywaé zadania tego
typu. Zacznijmy od, co prawda niezbyt realnego, ale unaoczniajacego problem zadania z sektora
ustug:

Firma dostawcza do rozsylania przesylek zatrudnita dwoch nowych pracownikow, ktorzy
razem rozwozili dziennie nie wiecej niz 120 przesytek czekajacych na oddanie, przy czym pierwszy z
nich byt w stanie rozwiez¢ ich 60, a drugi 90. Pierwszy przynosit firmie zysk 6zt od przesyiki, a drugi
5zk. Tle przesytek powinni dostawaé do dostarczenia, by firma zarobita na tym najwiecej?

Rozpoczniemy od zapisania zadania i uktadu nierownosci:

f(X,y) =6Xx+5y - max
X+y <120

X <60 (100)
y <90

(X, y=0

gdzie x to ilos¢ dostarczanych przez pierwszego pracownika przesytek, a y — przez drugiego. Teraz
przeksztatcimy (100) w uktad rownan dzigki odpowiedniemu dodaniu zmiennych bilansujacych:
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X+Yy+U =120
X+ u, =60
(101)
y+ u, =90
X, Y,u;,U,,u; =0
Mozemy teraz uktada¢ nasze rownanie macierzowe:
X
A x| b
1 110 0]y]| [120
1 0 01 O0(uy|=|60 (102)
0100 1fju, 90
[ Ys |

Rzad macierzy A wynosi 3. Liczba zmiennych programowania (kolumn macierzy A) n = 5, liczba
ograniczen (wierszy) m = 3, zatem maksymalna liczba rozwigzan bazowych wynosi:

5! 12345 _20_,
35-3)! 1.2.3.1.2 2

(103)

Teraz okresli¢ musimy macierze bazowe B, ktore sa minorami 3x3 macierzy A (i jest ich 10). Oto
wszystkie mozliwo$ci (indeks dolny przy B to numery kolumn):

(104)
1 11 110 110
1)B_=[1 0 0[2B_=|1 0 1[3)B_=|1 0 0
0 1 0] 0 1 0] 0 1 1
[1 1 0] 1 1 0]
#HB,=|1 0 1|5B_=|1 0 0
0 0 0f 0 0 1]
1 0 0] 1 1 0] 110
6)B,=|1 1 0[7)B_={0 0 1[8B,_=|0 0 0
0 0 1] 1 0 0] 1 0 1
1 0 0] 1 00
9B,=(0 1 0[10)B, =0 1 0
1 01 0 0 1

Jest ich duzo, ale to nam nie przeszkadza, poniewaz cze¢$¢ z nich mozemy od razu odrzuci¢ jako nie
dajace odpowiedzi: na pewno sg to 4 i 8, poniewaz sg to macierze o wyznaczniku réwnym zero (co
wiemy z wlasno$ci macierzy), wigc nie odnalezliby$Smy ich odwrotnosci (przypominam, ze szukamy
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Xg = By "bg)). Zapewne niektore z pozostatych macierzy dadza nam sprzeczny wynik, ale teraz jeszcze
tego nie wiemy. Zatem pora odnalez¢ rozwigzanie kazdego rownania bazowego:

1) najpierw szukamy macierzy odwrotnej, pézniej mnozymy ja przez odpowiednig macierz
wyrazo6w wolnych i otrzymujemy wartosci odpowiednich zmiennych

(105)
X123 = 8123_1 ’ b123
00 1] [o 1 0
B, = 111 1 0 -1 =0 0 1
det|1 0 1A 1 -1
0 1

otrzymaliSmy sprzecznos$¢, poniewaz U; miato by¢ wigksze lub rowne 0, zatem X;,3 na
pewno nie wezmiemy do Dgy

2) w taki sam sposOb postepujemy z wszystkimi pozostalymi macierzami bazowymi,
pamigtajac o poprawnym wpisywaniu branych do réwnania zmiennych

3) finalnie, tworzymy tabelke, na podstawie ktorej odnajdziemy szukang przez nas decyzje

optymalna:
(106)
| X y u; U, Us Z=6Xx +5y

123 60 90 -30 0 0 sprz.

124 30 90 0 30 0 630

125 60 60 0 0 30 660 |
135 60 0 60 0 90 360

145 120 0 0 -60 90 Sprz.

234 0 90 30 60 0 450

245 0 120 0 60 -30 sprz.

345 0 0 120 60 90 0

Jak widzimy, najwigkszy zysk (660zl) firma osiagnie, jezeli pracownik pierwszy dostanie do
rozwiezienia 60 przesyltek, a pracownik drugi — rowniez 60. Analizujac tabelg koncowa, odnalezlismy
naszg macierz decyzji X, odpowiedz do zadania brzmi wiec:

60
X= f(x,y) =660 107
{60} (X,Y) (107)

Mysle, ze ten przyktad pokazuje, jak bardzo znajomos$¢ operacji na macierzach przydatna jest
w odnajdywaniu decyzji optymalnych. Powoli zmierzamy ku konicowi lektury... Przed nami jeszcze
jedno zadanie, juz trudniejsze i bardziej realistyczne (cho¢ nadal wymyslone przeze mnie).

@ PRZYKELADOWE ZADANIE

Pewna piekarnia zaopatruje w pieczywo pie¢ pobliskich sklepow, w ktérych codziennie
wystepuje zapotrzebowanie na:
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1) 25 bochenkow chleba

2) 20 bochenkow

3) 14

4) 6

5) 10
Przy czym zazwyczaj czgs$¢ z nich nie jest kupowana. Piekarze sa w stanie wtozy¢ do matego pieca 30
bochenkow chleba razowego i zytniego, do $redniego 35 bochenkow razowego i pszennego (réznice te
wynikajg z wielko$ci bochenkow oraz stosowanej ilosci produktéw), a do duzego 45 bochenkow
kazdego rodzaju. Na chlebie zytnim piekarnia zarabia 2zt, na razowym 2,50zt, a pszennym 2,60zt. Tle
pieczywa i jakiego rodzaju powinna produkowac piekarnia, by jej zyski byly jak najwigksze?

Zacznijmy od napisania uktadu nieréwnosci:

f(r,z,p)=2,5r+2z+ 2,6 p — max
r+z+p<25+20+14+6+10 Y

r<30+35+45%

p<45+35° (108)
7<30+45®

r,z,p=0

gdzie r to ilos¢ produkowanego chleba razowego, z zytniego, a p pszennego, nierownos¢ (1) okresla
zapotrzebowanie na chleb w pigciu sklepach, (2) méwi o zdolnosci piekarzy do wyprodukowania
chleba razowego, (3) chleba pszennego, a (4) zytniego. Ustawiamy elementy naszych nieréwnosci w
odpowiednim szyku oraz dodajemy zmienne ostabiajace:

r+z+p+u, =175
r+ u, =110
p+ u, =80 (109)
Z+ u,=75
r,z,p,u;,u,,u,u, >0

Nasz uktad réwnan jest gotowy do rozwigzywania. Macierz A wspotczynnikow funkcji
ograniczajacych:

(110)

, O O K
O O K
o o o+
o o+ ©
o +— O O
_ O O O

1
1
0

_0 _

Rzad macierzy A wynosi 4, zatem szukamy macierzy bazowych B o wymiarach 4x4, ktorych bedzie:

7 _1.2:34.567 .
47 -4 1.2.3-4.1.2-3

(111)
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Jest to ogromna liczba — trudnos$¢ zadania jest do$¢ duza, pomimo tego, ze macierz A wyglada na
bardzo tatwa do rozwigzania, gdyz sklada sie¢ z samych jedynek i zer. Widzimy teraz, ze pomimo
matej ilosci siedmiu zmiennych i czterech rownan, do odnalezienia rozwiagzania optymalnego potrzeba
bedzie naprawd¢ duzo czasu. Tutaj z pomocg ludziom przychodza komputery — dzigki nim zadania
tego typu bardzo prosto rozwigzaé (o ile ma si¢ odpowiedni program), albo inne metody, np. tablica
simpleksow, ale o nich nie bedziemy dzisiaj mowic.

Tymczasem, wracajac do naszego zadania — oto wszystkie macierze bazowe B, jakie mozemy
otrzymac:

(112)
1234 1235 1236 1237 1245 1246 1247
1256 1257 1267 1345 1346 1347 1356
1357 1367 4456 1457 1467 1567 2345
2346 2347 2356 2357 2367 2456 2457
2467 2567 3456 3457 3467 3567 4567

Te z nich, ktore na podstawie analizy na pewno mozemy odrzucié¢ (det B, = 0 oraz macierz ostatnia, bo
nie otrzymamy w niej zadnej zmiennej potrzebnej do rozwiazania), od razu wykreslitem. Ostatecznie
zostato nam do obliczenia 19 rozwigzan bazowych, na podstawie ktorych odnajdziemy optymalna
decyzje piekarzy. Pomijam obliczenia, poniewaz nie o nich w tej chwili chcialbym mowic;
zamieszczam wyniki:

(113)
| r z p U U, Us Uy z

1234 110 75 80 -190 0 0 0 sprz.
1235 -80 75 80 0 190 0 0 sprz.
1236 110 75 -110 0 0 190 0 sprz.
1237 110 -115 80 0 0 0 190 sprz.
1246 110 75 0 -110 0 80 0 sprz.
1256 0 75 0 0 110 80 0 150
1267 110 -35 0 0 0 80 110 sprz.
1347 110 0 80 -115 0 0 75 sprz.
1357 -5 0 80 0 115 0 75 sprz.
1367 110 0 -35 0 0 115 75 sprz.
1467 110 0 0 -35 0 80 75 sprz.
1567 75 0 0 0 35 80 75 187,5
2345 0 75 80 -80 110 0 0 sprz.
2356 0 75 0 0 110 80 0 150
2357 0 -5 80 0 110 0 80 sprz.
2456 0 75 0 0 110 80 0 150
2567 0 75 0 0 110 80 0 150
3457 0 0 80 -5 110 0 75 sprz.
3567 0 0 75 0 110 5 75 |19 |

Otrzymalem bardzo wiele sprzecznych z warunkiem nieujemnosci wynikow, jednak odnalaziem
decyzj¢ optymalna:

0

X=10

75

f(r,z,p)=195 (114)

Przy czym nalezy zwréci¢ uwagg na to, dlaczego otrzymaliSmy dla dwoch zmiennych wynik zero —
przeanalizujmy odpowiedz:

Rzuca sie¢ w oczy fakt, ze piekarnia wyprodukuje tylko chleb jednego rodzaju — pszenny, ktory
faktycznie powinien przynie$¢ najwicksze zyski (mial najwyzsza ceng), ale dlaczego tak jest? — ano
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dlatego, iz zapotrzebowanie na chleb w pigeciu sklepach wynosito najwyzej 75 bochenkow
jakiegokolwiek rodzaju chleba dziennie, a piece maty, $redni i duzy mogly wyprodukowac dziennie
110 bochenkow chleba razowego, 80 pszennego lub 75 zytniego. Nie znajac metody macierzowe;,
,»prosci” ludzie rozpatrywaliby to zagadnienie PL w taki sposob: skoro chleb pszenny przyniesie nam
najwicksze zyski, sprobujmy wyprodukowac go jak najwiecej, a dopiero pozniej zabierzmy si¢ za
pieczenie chleba tanszego. No i faktycznie, tym razem udatoby im si¢. My jednak musieliSmy to
sprawdzic.

Bo gdyby mozliwo$¢ produkcji chleba pszennego byla mniejsza niz zapotrzebowanie na
chleb, dowiedzieliby$my sie, jakiego innego pieczywa i ile upiec (oczywiscie w pierwszej kolejnosci
bylby to drozszy od zytniego razowy), a gdyby piece tej piekarni nie miaty tak wielkich pojemnosci,
otrzymaliby$Smy jeszcze wigcej réznych wynikow, z ktéorych mieliby§my odpowiednia ,,mieszanke”
chlebéw do zrobienia.

Tak moéwi analiza tego zagadnienia, ale czy faktycznie otrzymamy inne wyniki, gdy zmienimy
odpowiednie parametry? Dlaczego by tego nie sprawdzi¢?

Zmienmy warunki naszego zadania:

r+z+p+u, =100
r+ u, =90
p-+ u, =60 (115)
Z+ u, =150
r,z, p,u;,u,,u,u, >0

Zmienitem tylko elementy macierzy b w naszym réownaniu AX = b, wigc ilo$¢ rozwigzan bazowych
(113) pozostaje taka sama, zmieniajg si¢ tylko odpowiednie warto$ci w komorkach tej tabeli:

(116)
| r z p U u, Us Uy z
1234 90 150 60 -200 0 0 0 sprz.
1235 -110 150 60 0 200 0 0 sprz.
1236 90 150 -140 0 0 200 0 sprz.
1237 90 -50 60 0 0 0 200 sprz.
1246 90 150 0 -140 0 60 0 sprz.
1256 -50 150 0 0 140 60 0 sprz.
1267 90 10 0 0 0 60 140 245
1347 90 0 60 -50 0 0 150 sprz.
1357 40 0 60 0 50 0 150 256
1367 90 0 10 0 0 50 150 251
1467 90 0 0 10 0 60 150 225
1567 100 0 0 0 -10 60 150 sprz.
2345 0 150 60 -110 90 0 0 sprz.
2356 0 150 -50 0 90 110 0 sprz.
2357 0 40 60 0 90 0 110 236
2456 0 150 0 -50 90 60 0 sprz.
2567 0 100 0 0 90 60 50 200
3457 0 0 60 40 90 0 150 156
3567 0 0 100 0 90 -40 150 sprz.

Prosze zwroci¢ uwagg na to, jak pigknie dodatnie elementy speilniajag warunki zadania, w
szczegolnosci spojrzcie na to, ze bochenkow zawsze jest wyprodukowanych nie wiecej niz sto, gdy
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uktad nie jest sprzeczny — rozwigzywanie zadan tg metodg zatem jest jak najbardziej poprawne.
Otrzymalismy wiec nowy wynik:

40
X=|0| f(r,z,p)=256 (117)
60

Teraz, przy nowych ograniczeniach, piekarnia sprzeda 40 bochenkéw chleba razowego i 60
pszennego, poniewaz takie dobranie przysporzy najwickszych zyskoéw, co rowniez wynikato z
wczesniejszej, bezobliczeniowej analizy tego zadania.

Wiasnie to chcialem pokaza¢, wczesniej przygotowujac was do obliczania macierzy
odwrotnych, wyznacznikéw, rozwigzywania uktadow rownan, mnozenia tablic itp. Nie zostaty one
stworzone ot, tak, bez celu, poniewaz matematykom si¢ nudzito — znajdujg powazne zastosowanie w
rozwiazywaniu zadan optymalizacyjnych, z ktorymi kazdy w koncu kiedys sie zetknie w swoim zyciu,
albo zaktadajac wlasng firme i programujac wydatki, albo sporzadzajac dla siebie diete, albo szukajac
najlepszego dla siebie rozwigzania jakiego$ innego problemu ilosciowego. Macierze w tym wspaniale

pomagaja.
@ JAK ROBIC, BY ZAROBIC

Juz naprawde ostatniag rzecza, jaka chce wam przedstawié, jest zagadnienie czysto
ekonomiczne, ktore przysparza nam samym najwigkszy problem i by¢ moze jest jedynym powaznym
zadaniem programowania liniowego w naszym zyciu. Chcg wam powiedzie¢ (jak mowi tytul tego
rozdziahu) ,,jak robi¢, by zarobi¢”.

Podczas rozmow z wielu ludzmi czynnymi zawodowo czgsto natrafialiSmy wspolnie na
problem wiecznego braku pienigdzy na wiasne potrzeby. Nie dos$¢, ze moi znajomi twierdzili, ze
zarabiaja zbyt malo, to jeszcze mieli tak wiele wydatkow — a to rachunki, a to co$ jest potrzebne
dzieciom do szkoty, a jedzenie, $rodki czyszczace... Zbierato si¢ tego bardzo duzo i okazywalo sig, ze
resztka pienigdzy, ktora zostawala z wyplaty, nie wystarczyta na zakup nowego mebla, ozdoby,
ubrania... Ale co si¢ dziato z tymi pieniedzmi, skoro powinny kumulowac¢ si¢ na koncie i po pewnym
czasie uzbierataby si¢ odpowiednia suma do wykorzystania? Wyparowywaly?

Moim zdaniem, przyszta pora na nauke oszczedzania! Piszac t¢ prace, wpadtem na pomyst,
dlaczego by nie zastosowac programowania liniowego do planowania wydatkow i oszczgdno$ci?
Dzigki niemu na pewno kazdy z nas bylby w stanie dopasowa¢ indywidualne potrzeby do wtasnych
zarobkow, a posiadanie takiego ,,planu” zobowigzywatoby nas do odpowiedniego postepowania i
pomagatoby w przestrzeganiu postanowien, ktore sami by$my sobie wyznaczyli. Zrobmy wigc krotka,
planowana miesi¢czng liste wydatkéw nastolatka (dorosli mieliby wigcej do liczenia):

Finanse

nie wigcej niz 400zt miesigcznie

Rachunki i inne wydatki

telefon max. 50zt, jedzenie min. 200zt, autobus min. 80zt

Pragnienia (do pdzniejszej analizy)

dzinsy 160zt, koszula 100zt, laptop 3000z, wyjscie do kina 40zt, stolik 300zt

Oczywiscie nie zamieszczam na tej liscie rachunkoéw za media czy inne tego typu, poniewaz

tymi sprawami zajmujg si¢ rodzice — powyzsza lista to wlasne wydatki nastolatka oraz pragnienia, na
ktore teoretycznie dostaje ,,tylko” 400zt miesigcznie.
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Do funkcji celu okreslajacej oszczednosci zalicze finanse minus rachunki. Szuka¢ bede tym
razem maksymalnych ilo§ci mozliwych do kupienia przez nastolatka przedmiotéw badz uslug. Juz
przeksztatcony uktad rownan tego zadania wygladaé bedzie tak:

f(r)=400—r > max, r=r+r,+1,

L+r,+r,+U, =400
I+ U, =50
(118)
-, + u, =-200
-+ u, =-80
.1, 1,Uy, U, U,,Uuy 20

gdzie r; oznacza rachunek danego rodzaju (i = 1 dla telefonu, 2 dla jedzenia, 3 na autobus).

Nie bedzie to pospolite zagadnienie PL, poniewaz szuka¢ bedg konkretnych ilo$ci
konkretnych pragnien, ktére beda mozliwe do spehnienia, przy czym najlepiej, gdyby byto ich jak
najwiecej. Dokonam tego jednak po otrzymaniu decyzji.

Jezeli macie zastrzezenia co do réwnania trzeciego i czwartego ze (118), przedstawie
transformacj¢ jednego z nich:

a)r,>200 | -(-1)
b) —r, <-200 (119)
c) —r,+u,=-200
Jest to prawda, poniewaz np. dla r, = 300 i u, = 100 (co spetnia warunek nieujemnosci):
a) 300> 200 zd. pr.

b) -300 <-200 zd. pr.
c) -300 + 100 =-200 zd. pr.

Mozemy i§¢ wiec dalej z obliczeniami. Maksymalna ilo§¢ rozwigzan bazowych okreslona
wzorem (96): 7!/(4!3!) = 35. Tworze tabelke rozwigzan, wykre§lajac niepotrzebne:

(120)
1234 1235 1236 1237 1245 1246 1247
1256 1257 1267 1345 1346 1347 1356
1357 1367 1456 1457 1467 1567 2345
2346 2347 2356 2357 2367 2456 2457
2467 2567 3456 3457 3467 3567 4567
Przypominam, w jaki sposob oblicza si¢ rozwigzania bazowe:
h
r ) B ° D T
X1237 = ? = 812377 b1237 = = b = . b (121)
I detB, ~ detB,,
[ Us |
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0 0 -1 —1T[4007 [o 1 0 0] 4007 [50
10 1 1]|50 | |o o -1 of 50| |20
“a =T o 1 1 ]| |1 a1 ol 200|150
0 0 o -1]|-8] |1 -1 1 1) -0 ] |70

Dokonuje dalszych obliczen, zestawiajac je w tabelce, jak wczedniej:

(122)

| I r rs Ug U U, Us z
1234 50 200 80 70 0 0 0 70
1235 120 200 80 0 -70 0 0 sprz.
1236 50 270 80 0 0 70 0 0
1237 50 200 150 0 0 0 70 0
1247 50 200 0 150 0 0 -80 sprz.
1257 200 200 0 0 -150 0 -80 sprz.
1267 50 350 0 0 0 150 -80 sprz.
1346 50 0 80 270 0 -200 0 sprz.
1356 320 0 80 0 -270 -200 0 sprz.
1367 50 0 350 0 0 -200 270 sprz.
1467 50 0 0 350 0 -200 -80 sprz.
1567 400 0 0 0 -350 -200 -80 sprz.
2345 0 200 80 120 50 0 0 120
2356 0 320 80 0 50 120 0 0
2357 0 200 200 0 50 0 120 0
2457 0 200 0 200 50 0 -80 sprz.
2567 0 400 0 0 50 200 -80 sprz.
3456 0 0 80 320 50 -200 0 sprz.
3567 0 0 400 0 50 -200 320 sprz.

Okazato si¢ to, co byto do przewidzenia — najwigcksze oszczednosci osiagniemy, gdy nie
bedziemy w ogole korzystaé z telefonu - whasciwie nie musieliémy tego nawet liczy¢. Inaczej bytoby,
gdyby$my wyznaczyli minimalng warto$¢ rachunkow za telefon, ale nie okreslilismy jej —
przyjelismy, ze za telefon maksymalnie zaptacimy 50zl, a minimalnie — zero. Jesli nie satysfakcjonuja
was te wyniki, mozecie ulozy¢ uklad réwnan z kolejnymi ograniczeniami, albo z dodatkowymi
rachunkami. Zwiekszajac uktad o jedng nierdwno$¢ wiecej, otrzymalibySmy juz macierz nie 4x7, ale
5x9, wigc odpowiednio zamiast 35 mozliwych rozwigzan bazowych — 126, a gdy o jeszcze jedna
(6x11), to wtedy — 462. Nie chciatem wigc urozmaica¢ tego zadania ze wzglgdu na rosngca szybciej
od rozmiaré6w uktadu maksymalng liczb¢ rozwigzan; chcialem tylko zademonstrowaé, do czego
mozna wykorzysta¢ jeszcze programowanie liniowe — w Zyciu codziennym.

Bedac ciekawym, sprawdzitem, jakie wyniki otrzymamy, gdy nasze fundusze begdg nizsze o
polowe. Wszystkie rozwigzania byty sprzeczne — nasz uktad nie miat rozwigzan, a to dlatego, ze 200zt
nie wystarczy nam na niezb¢dne wydatki, na ktoére przeznaczy¢ musimy minimum 280zt

Zadanie to nie polegato tylko na odnalezieniu odpowiedzi na pytanie, ktore rachunki i w jakiej
iloci ptaci¢, by oszczedzi¢ najwiecej, ale rowniez na dowiedzeniu si¢, ktore z pragnien nastolatka
bedg mogly zostaé spetnione.

Nasze oszczednos$ci wynosi¢ beda 120zl, a nastolatek marzy o dzinsach, koszuli, laptopie,
wyjsciu do kina i o stoliku. Chcac spetni¢ jak najwigcej pragnien w jednym miesigcu, nie ma zbyt
wielkiego wyboru — moze tylko kupi¢ sobie koszule albo wyj$¢ do kina (teoretycznie az trzy razy).
Zestawie w tabeli, jak dtugo musiatby oszczedza¢ na dane pragnienia (w ktérym miesigcu moglby je
kupic):
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(123)

produkt dzinsy koszula laptop kino stolik
cena 160 100 3000 40 300
oczekiwanie 2 1 25 1 3

Z zadania tego wyciagnatem dwa wnioski, ktorymi chce sie z wami podzielié:

1) uktadajac uktad rownan do zadania PL, pamigta¢ nalezy o wszystkich zastrzezeniach —
kazde z nich ogranicza odpowiedz do takiej, jakiej najbardziej potrzebujemy; uwazaé trzeba
jednak na to, by w warunkach domowych, do wtasnych obliczen formutowaé zadania
optymalizacyjne w taki sposob, by nie wprowadza¢ wielu niepotrzebnych zmiennych, ktore
bardzo zwigkszajg ilos¢ mozliwych rozwigzan zadania, a tego nie chcemy

2) na pytanie postawione na poczatku — ,jak robi¢, by zarobi¢” nie ma jednoznacznej
odpowiedzi; wazne jest jednak to, by rozsadnie planowaé¢ wydatki, a oszczedno$ci nie
marnowac na niepotrzebne rzeczy

@ CONALEZY ZAPAMIETAC

W trakcie pisania mojej pracy o macierzach i programowaniu liniowym za wszelka ceng
probowatem sprawdzi¢ wszystkie przytoczone w niej twierdzenia, a raz nawet udato si¢ jedno obalié!
Niektore z otrzymanych wynikdéw prowadzily do ciekawych wnioskow, ktorych na pierwszy rzut oka
nie mozna bylo dostrzec (na przyktad rozszerzytem kilka twierdzen o wilasnosciach wyznacznikow).
Chciatbym podsumowaé to, czego mozna byto dowiedzie¢ si¢ z mojej pracy, oraz co warto
zapamigta¢ na przysztos$¢, gdyby$smy stangli przed zagadnieniami mozliwymi do rozwigzania dzieki
programowaniu liniowemu.

Macierze

Dowiedzielismy si¢, czym sa macierze, jakie sg ich zastosowania. PoznaliSmy wlasnosci
macierzy oraz zagadnienia je charakteryzujace — wyznacznik, $lad, diagonala. ZapoznaliSmy si¢ z
wieloma rodzajami macierzy, poznaliSmy prawa rzadzace dzialaniami na tablicach. Odnajdywali$my
macierze odwrotne, transponowane, macierze dopetnien algebraicznych. Rozwigzalismy wiele
uktadow réwnan z uzyciem macierzy. ZobaczyliSmy, jak wygladajg twierdzenie Kroneckera-
Capelliego oraz wzory Cramera, pozwalajace odnajdywa¢ rozwigzania ukltadow rownan metoda
wyznacznikow.

Programowanie liniowe

Wiemy juz, w jaki sposob rozwiazuje si¢ zadania optymalizacyjne, uzywajac do obliczen
rachunku macierzowego. Potrafimy tez zamieni¢ uktad nieréwnosci na uktad réwnan. PoznaliSmy
nowy sposob planowania wydatkow. Umiemy rozwigzywac¢ zadania PL!
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e NOTY KONCOWE

Dzigkuje za przeczytanie mojej pracy. Mam nadzieje, ze przyda si¢ wam w przysziej
dziatalnosci naukowej oraz do rozwigzywania zadan matematycznych, w szczegdlnosci
programowania liniowego.
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