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Na kilku kolejnych zajgciach Kota Matematycznego zajmowali§my sig figurami
magicznymi. DowiedzieliSmy si¢ na tych zajeciach, ze juz od najdawniejszych czasow wsrod
,»figur magicznych” najwigksza popularnoscia cieszyty si¢ kwadraty magiczne. O nich tez
najwigcej moglismy znalez¢ informacji w ksiazkach i w Internecie. Dlatego tez najpierw
moéwilismy o kwadratach magicznych.

Co to jest kwadrat magiczny ? ZnalezliSmy odpowiedz, ze jest to zbior mniejszych
kwadratéw, czyli pol, w ktorych liczby stanowiace pewien postep wypisuje si¢ w ten sposob, ze
suma liczb w kazdym poziomym rzedzie i w kazdej pionowej kolumnie i na obu przekatnych
jest zawsze taka sama.

Kwadraty magiczne dzielimy biorac pod uwage nastgpujace aspekty:
a) w zaleznosci od postepu, w jakim ida liczby na:

« arytmetyczne,
e geometryczne,

b) ze wzgledu na ustawienie liczb w kwadracie na:

o magiczne zwykle — posiadajace state sumy w wierszach, kolumnach i na przekatnych;
e polmagiczne — posiadajace stale sumy tylko w kolumnach i wierszach;
e magiczne o wlasciwosciach szczeg6lnych;

¢) w zaleznosci od stopnia kwadratu, czyli liczby pdl wzdhuz jednego boku na:

e nieparzyste np. 3x3, 5x5, 7x7,9x9;
e parzyste np. 4x4, 8x8, 12x12, 16x16;
e nieparzysto- parzyste np.6x6, 10x10, 14x14 , 18x18 ;

Kwadraty magiczne znane byly juz Chinczykom i1 Hindusom przed paru tysigcami lat.
Dowodem na to moga by¢ migdzy innymi amulety chinskie z kwadratami magicznymi, na
ktorych jeszcze nie ma cyfr, lecz sa odpowiednie ilosci naktué¢ czy wydrazen.

W IX wieku naszej ery kwadraty magiczne znane juz byly Arabom, do Europy wiedza o nich
dotarta dopiero w XIV wieku za sprawa mieszkajacego w Konstantynopolu Greka —
Moscopulos’a.

Do konca XIX wieku magiczne kwadraty byty niemal obowiazujacym "elementem
zdobniczym" kazdego miejsca, w ktorym dochodzito do wymiany pieni¢dzy oraz handlu.
Wieszane w domu miaty zapewni¢ dostatek, spokoj oraz harmonig.

Najstynniejszym a wlasciwie najbardziej znanym i popularnym Kkwadratem magicznym jest
kompozycja, ktora wida¢ na miedziorycie Alberta Diirera ,, MELANCHOLIA”.
W kwadracie tym mozna zauwazy¢, ze suma liczb w kazdym poziomym rzedzie, w kazdej
pionowej kolumnie i po obu przekatnych wynosi tyle samo, czyli 34. Dodatkowa ciekawostka
jest to, ze dwie $rodkowe liczby dolnego rzedu daja rok powstania dzieta (1514 rok).



Mowiac o kwadratach magicznych skupiliSmy si¢ najpierw na najprostszych kwadratach
i na niektorych ciekawych ich wlasnosciach.
Najpierw narysowaliSmy kwadrat magiczny 3-go stopnia w ktorym rozmiesciliSmy
ciag liczb: 1,2,3,4,5,6,7,8,9.

np.
8 | 1] 6
3| 5|7
4 9 2

ObliczyliSmy sumg wszystkich liczb ( wynosi 45 ) i ustaliliSmy, ze suma magiczna bedzie
wynosita 1/3 liczby 45 czyli Sy, = 15.
Zauwazylismy takze, ze liczba $rodkowa ciagu liczb tj, liczba 5 musi by¢ w §rodku kwadratu
1 stanowi ona 1/3 sumy magicznej czyli sumy liczb stojacych w polach na kazdym z o$miu
kierunkow.
ZauwazyliSmy roéwniez , ze liczba 5 stojaca w $rodku kwadratu jest $rednig arytmetyczna liczb
stojacych w dwoch pozostatych polach na kazdym z czterech kierunkow.
Wykonujac obliczenia dostrzegliSmy jeszcze jedna prawidtowos¢:
kazda liczba stojaca w polu naroznym jest $rednig arytmetyczna liczb stojacych na kroétszej
przekatnej nie sasiadujacej z tym polem (np. 2='(3+1) 1 4="1%(1+7) itd.)
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5 |7 8% +12+6°=4% + 9%+ 2%2=101

9 | 2 8% +3%+4%=6% + 72+ 2%=89

ZauwazyliSmy takze, ze sumy kwadratow liczb stojacych w pierwszym i trzecim wierszu sa
rowne 1 wynosza : 101 oraz, ze sumy kwadratow liczb stojacych w pierwszej i trzeciej
kolumnie sa tez rowne i wynosza : 89.

Wykonujac dalsze proby i obliczenia doszli§my do nastgpujacych wnioskow:

1) Kwadrat magiczny pozostanie nadal magicznym , jesli wszystkie liczby, jakie zawiera ,
powiekszymy lub pomniejszymi o te samq liczbe.

2) Pozostanie rowniez magicznym, gdy pomnozymy lub podzielimy wszystkie jego sktadniki
przez jakqs liczbe stalq.

Oto przyklady :

8 1 6 19 12 17 38 24 34

3 5 7 14 16 18 28 32 36

4 9 2 15 20 13 30 40 26
Sm=15 Sm= 48 Sm=96

W pierwszym kwadracie suma magiczna czyli suma liczb w poszczeg6lnych rz¢dach
kolumnach 1na przekatnych wynosi 15.

W drugim kwadracie dodajemy do kazdej liczby np. po 11 i suma magiczna wynosi wowczas
15+3x11=48

W trzecim kwadracie mnozymy np. wszystkie wyrazy kwadratu drugiego przez 2 i suma
magiczna wynosi wtedy 2 x 48 =96

3) Jesti kwadrat jest magiczny dla jakiegos postgpu arytmetycznego, to bedzie magiczny dla tak
samo rozmieszczonego postepu arytmetycznego o innym wyrazie pierwszym i o innej roznicy

Np. Jezeli w pierwszym z podanych kwadratow magicznych zamiast liczb:
1,2,3,4,56,7,8,9
odpowiednio rozmieScimy wyrazy postepu:

11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27



8 1 6 25 11 21

3 5 7 15 19 23

4 9 2 17 27 13
Sm=15 Sm =157

Podsumowujac zauwazone wlasno$ci doszliSmy do wniosku, ze chcac utworzy¢é dowolny
kwadrat magiczny mozna na poczatku utozy¢ go z liczb najprostszych np. z liczb naturalnego
ciagu : 1,2,3,4,5, ... , a potem przez mnozenie , dzielenie, powigkszanie lub zmniejszanie
tych liczb mozna osiagna¢ nieskonczona ilo§¢ kwadratow magicznych o réznych sumach
magicznych.

4) Inng wlasnosciq kwadratow magicznych jest to, ze z dwu kwadratow magicznych mozemy
otrzymac trzeci przez sumowanie liczb stojqcych w analogicznych polach:

2 9 4 19 [ 26 | 21 21 | 35 | 25

7 5 3 + |24 22 [ 20 | = |31 | 27 | 23

6 1 8 23 | 18 | 25 29 | 19 | 33
Sm=15 Sm =66 Sm =81

Suma magiczna takiego nowego kwadratu rowna si¢ sumie sum magicznych obu kwadratéw

sktadowych czyli :
81=15+66

5) Suma magiczna kazdego kwadratu magicznego zestawionego z postgpu arytmetycznego
rowna sie potowie sumy pierwszego i ostatniego wyrazu, pomnozonej przez liczbe
podziatek boku tego kwadratu, czyli przez stopien kwadratu ,

m=n(X+Y)/2
Sm— suma magiczna kwadratu
X - pierwszy wyraz ciagu liczb
Y— ostatni wyraz ciagu liczb
n - stopien kwadratu magicznego
Np. suma magiczna najprostszego kwadratu z 9 pol ( kwadratu stopnia 3-go) rowna sig :
Sm= 3(1+9)/2=15

za$ suma magiczna kwadratu Diirera ( kwadratu stopnia 4-go) wynosi :

Sm= 4(1+16)/2=34



6) Kwadrat nie utraci swej magicznosci, jesli przestawimy jego kolumny oraz wiersze lezqce
symetrycznie wzgledem Srodka kwadratu.

Na przyktad:

14 |7 1 }2 12 |7 1 14 5 10 |16 |3

9 4 6 15 15| (4 6 9 15 |4 6 9

8 13 |11 |2 2 13 |11 |8 2 13 |11 |8

3 10 |16 |5 5 ¢[10 |16 |3 12 |7 1 14
S=34 S=34

W pierwszym z tych kwadratow przestawiliSmy kolumny pierwsza i czwartg ; powstat kwadrat
drugi, w ktorym zachowala si¢ suma wyrazéw w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie, ale nie
zachowata si¢ suma na przekatnych . Jesli teraz w drugim kwadracie przestawimy wiersze
pierwszy i czwarty, to otrzymamy kwadrat trzeci, juz doskonale magiczny.

Na kolejnych zajeciach kota poznawaliSmy rozne metody budowania nieparzystych
kwadratéw magicznych : np. poznaliSmy metod¢ hinduska i podobna metode syjamska oraz
metode skokow konika szachowego. Tymi metodami budowali$my rdézne nieparzyste kwadraty
magiczne.

W naszej pracy pokazemy przyktady kwadratow 5- go i 7-go stopnia.

METODA HINDUSKA

Przekazana zostala matematykom europejskim przez Greka— Moscopulos’a mieszkajacego
w Konstantynopolu.

Dla przyktadu omowimy kwadrat sibdmego rzedu, to znaczy 49-polowy. Stawiamy jedynkg w
polu znajdujacym si¢ bezposrednio pod polem srodkowym i od niej piszemy ku prawej stronie w
dot po przekatnej dalsze wyrazy naturalnego ciagu liczb.

Czworka wypadnie juz poza kwadratem ; przenosimy ja w analogiczne pole wewnatrz kwadratu.
Piatka znow wyjdzie poza kwadrat ; postgpujemy z nig tak samo, jak z czworka. Doszedtszy do 7
napotykamy na drodze pole zajete juz przez jedynke. W tym przypadku stawiamy 8 pod 7 o dwa
pola nizej 1 kontynuujemy na tych samych zasadach wypisywanie liczb dalszych az do 49.
Otrzymalismy w rezultacie kwadrat z suma magiczna 175.



22N 16~ | 41N | 10N | 350 | 4N
23 |48 |17 421 |11
30N |6 24 149 |18 |36N (|12 <30
13% |31 |74 |25 |43n|19 |37 <13
38N 140 |32 |1N |26 |44 |20 <38
39 |8y |33 |2 27 |45
46N 1 15N 140 |9 34 |3 280 <46
221 1617 | 4117 | 1017 | 357 | 47

& analogiczne pole wewnatrz kwadratu
T analogiczne pole wewnatrz kwadratu

! kolejna liczba o dwa pola nizej

N ku prawej stronie w dot po przekatne;j

Sm=7-(1+49)/2=175

Kwadrat stopnia 7-go z sumqg magiczng 175

Oto graficzne przedstawienie metody hinduskiej na przyktadzie kwadratu stopnia 5-go:

Sm=5-(1+25)/2=65

Kwadrat stopnia 5-go z sumqg magiczng 65




METODA SYJAMSKA

Podaje ja La Loubére w swym dziele pod tytutem Du royaume de Siam . Autor tej metody
byl postem kréla Ludwika XIV do kréla Syjamu (1687 — 1688) 1 tam z ta metoda si¢ zapoznal.

Metoda ta polega na tym , ze pierwszy wyraz postepu liczb stawia si¢ w srodkowym polu
gornego rzedu 1 wpisuje si¢ dalsze wyrazy w kierunku na prawo ku gorze postepujac tak, jak w
metodzie poprzedniej, z ta tylko réznica, iz doszedtszy np. piatka do pola zajetego, wpisuje sig 6
o jedno pole nizej, bezposrednio pod piatka.

7 ku prawej stronie w gore po przekatnej

! analogiczne pole wewnatrz kwadratu

« analogiczne pole wewnatrz kwadratu

! kolejna liczba o 1 pole nizej Sm= 5(1+25)/2=65

Kwadrat stopnia 5-go z sumg magiczng 65

Oto graficzne przedstawienie metody syjamskiej na przyktadzie kwadratu stopnia 7-go:

7 ku prawej stronie w gor¢ po przekatnej
! analogiczne pole wewnatrz kwadratu
€ analogiczne pole wewnatrz kwadratu

! kolejna liczba o 1 pole nizej

Kwadrat stopnia 7-go z sumg magiczng 175




METODA SKOKOW KONIKA SZACHOWEGO

Metoda ta jest ciekawa i oryginalna. Pokazemy ja na przyktadzie kwadratu 7-go stopnia.
Jedynke stawiamy w dowolnym polu, nad nia za$ 2 , 3 1 kolejne liczby w polach na ktére
wypadiby skok konika szachowego. Zgodnie z reguta 4 wypadnie poza obregb kwadratu, nalezy
wigc ja przenies¢ na pole analogiczne wewnatrz kwadratu 1 od niej kontynuowac skoki. Kiedy
dojdziemy do 7 , a potem do dalszych wielokrotnosci 7, tzn. 14, 21, ....liczbg nastepna , tj. 8, 15,
22, ......podpisujemy w polu bezposrednio nizszym i od niej znéw skokami konika rozstawiamy
nastegpne liczby, dopoki nie dojdziemy do 49.

Oto graficzne przedstawienie tej metody na przyktadzie kwadratu stopnia 7-go:
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Sm=7-(1+49)/2=175 Kwadrat stopnia 7-go z sumq magiczng 175




Na kolejnych zajgciach rozwiazywaliSmy zadania , ktore przyniosta Pani a ktére dotyczyty
kwadratow magicznych 3-go stopnia.

Zadanie 1 polegato na tym by rozmies¢ liczby 2,3,4,8,9,10,14,15,16 w tablicy 3 x 3, aby byta
ona kwadratem magicznym.

A oto jak rozwiagzaliSmy to zadanie:
= obliczyliSmy sumg¢ wszystkich danych liczb i wynosita ona 81,
= obliczyliSmy sumg magiczng tego kwadratu : 1/3 - 81 =27 S =27
= ustaliliSmy réwniez , ze liczba w polu srodkowym kwadratu wynosi : 1/3 - 27 =9,
= gsprawdzili$my czy liczbg 27 mozna przedstawi¢ w postaci sumy trzech sktadnikow
na 8 sposobow , udato sig¢ .

2+ 9 +16=27 3+ 8+16=27
2+10+15=27 4+ 9+14=27
3+ 9+15=27 4+ 8+15=27
3+10+14 =27 8+ 9+10=27

Liczby stojace w naroznych polach kwadratu magicznego leza na trzech kierunkach :
w wierszu, w kolumnie 1 na jednej przekatnych. Poniewaz liczby: 3,8,10 i 15 pojawiaja si¢ w
trzech rozktadach liczby 27, wigc musza by¢ one rozmieszczone w polach naroznych.

3

Najpierw 3 umiescilismy np. w gébrnym naroznym polu.

3110
8

167 |15

Potem rozktady : 3+ 9+15=27

3+10+14 =27

3+ 8 + 16=27
umiesciliSmy w pierwszym wierszu , w pierwszej kolumnie 1 na przekatnej, ale nie dowolnie.
Nie moze by¢ tak jak na powyzszym rysunku, poniewaz suma na wskazanej przekatnej nie jest
réwna 27. Wykonujac proby doszlismy do wniosku, ze powinno by¢ tak:

3 |14]10
16 |9
8 15

Pozostale pola sa juz tatwe do uzupetlienia. Mamy wigc ostatecznie taki magiczny kwadrat.

3 14|10
16/ 9|2
81415
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Zadanie 2 polegato na rozmieszczeniu liczb: 0,2,4,6,8,10,12,14,16 w tablicy 3x3, tak aby byta
ona kwadratem magicznym.

A oto jak rozwiagzaliSmy to zadanie:
= obliczyliSmy sume¢ wszystkich danych liczb i1 wynosita ona 72,
=  obliczyliSmy sumg magiczna tego kwadratu : 1/3-72=24 S=24
= ystalili§my rowniez , ze liczba w polu srodkowym kwadratu wynosi : 1/3 - 24 =8,
= sprawdziliSmy ze liczbe 24 mozna przedstawi¢ w postaci sumy trzech sktadnikow
na 8 sposobow 1 w analogiczny sposob rozwiazali$my to zadanie.

Oto rozwigzanie:

2 12|10
1618 |0
61414

Zadanie 3 polegalo na sprawdzeniu, czy liczby 1,4,5,6,12,13,17,18 i 20 mozna rozmies$ci¢ w
tablicy 3x3 tak , aby byla ona kwadratem magicznym ?

A oto jak probowali$my rozwigzac to zadanie:
= obliczyliSmy sume¢ wszystkich danych liczb 1 wynosita ona 96,
= obliczyliSmy sumg magiczng tego kwadratu : 1/3 - 96 =32
= ystalili$my rowniez , ze liczba w polu srodkowym kwadratu powinna wynosi¢ :
1/3-32=32/3=1012/3 atakiej liczby nie ma w zbiorze liczb podanych.

Doszlismy do wniosku, ze z liczb: 1,4,5,6,12,13,17,18 1 20 nie da si¢ zbudowaé kwadratu
magicznego.

W referacie tym przedstawiliSmy efekty pracy naszego kota matematycznego z kilku ostatnich
zaje¢ . Praca nad zagadnieniami dotyczacymi kwadratow magicznych poglebila nasza wiedzg
w tym zakresie i dawata nam duzo satysfakcji , gdy udawato nam si¢ rozwiaza¢ problemy
1 zadania stawiane przez Pania.
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