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Wstep

W oparciu o dostepng literature [1], [2] przedstawiamy zagadnienie zwigzane z badaniem
rozktadu liczby serii 1 jego zastosowanie w statystyce do badania, czy rozktad pewnych wiel-
kosci w dwoéch populacjach jest jednakowy.

Rozwazania rozpoczniemy od obserwacji liczby mozliwych sposobow przejscia pomiedzy
dwoma wskazanymi polami w prostokatnej tabeli. Zauwazymy, ze kazda droge mozna jedno-
znacznie opisac¢ za pomocg ciggu znakow p (W prawo) oraz d (w dot). Obliczymy na tej pod-
stawie liczb¢ najkrotszych drog w tabeli o k kolumnach i w wierszach, za pomocg wzoru:

_(k—1+w—1)!
T k=-D'w-1)!

Zauwazymy, ze liczba drdg jest najwicksza w tabelach, w ktorych réznica |k — w| jest mata.
Zbadamy rozktad liczby serii w ciggach ztozonych ze znakéw p oraz d.

Zaproponujemy zastosowanie rozktadu liczby serii do testu Walda-Wolfowitza. Za pomoca
tego testu sprawdzimy, czy rozktad ocen szkolnych z pewnego przedmiotu nie zalezy od pici.
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Pewna tamigtéwka

Zastandbwmy si¢, na ile sposobow mozna przej$s¢ od gornego lewego rogu w prostokatnej
tabeli do jej dolnego prawego rogu tak, aby po drodze przeczyta¢ stowo DOMEK (w przykta-
dzie 1 i 2) lub KRAKOW (w przyktadzie 3 i 4).

Przyklad 1:
D|O|M|E
O|M|E|K
Przyklad 2:
D|O|M
O[M|E
M|E|K
Przyklad 3:
KIR|A|[K|O
RIA|K|O|W
Przyklad 4:
KIR|A|K
RIA|K]|O
AlK|[O|wW

Zauwazmy, ze liczba mozliwosci w kazdym z przykladow nie zalezy jedynie od liczby pdl
w danej tabeli, ale rowniez od sposobu ich rozmieszczenia. W pierwszym przyktadzie wyraz
DOMEK mozemy przeczyta¢ na cztery sposoby:

O|M|E

oM
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W drugim przyktadzie, w ktorym tabela jest kwadratowa, takich drog jest juz szes¢:

M

O E
M

O|M

M| E

W trzecim przyktadzie wyraz KRAKOW mozemy utozy¢ na pieé sposobow:

W czwartym przyktadzie wyraz KRAKOW mozemy utozy¢ na dziesieé¢ sposobow:

K
RI[A @)
Al K
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Zauwazmy, ze jesli kazdy krok w prawo oznaczymy literg p, a kazdy krok w dot — literg d, to
liczba wszystkich ciagéw ztozonych z k — 1 znakoéw p oraz w — 1 znakow d wyraza wzor:

_(k—1+W—1)!_(k+w—2):(k+w—2).

D_(k—l)!(w—l)!_ k-1 w—1

Liczba ta wyraza, wiec taka liczbe wszystkich sposobow przejscia od lewego gérnego rogu
w tabeli 0 k kolumnach i w wierszach do jej dolnego prawego rogu. Zauwazmy, ze tym
wiegcej jest sposobow przejscia od lewego goérnego rogu do prawego dolnego rogu, im mniej-
sza jest r6znica miedzy liczbg kolumn i wierszy w prostokatnej tabeli. Pamigtajmy, ze przy
ustalonej wartosci sumy k — 1+ w — 1, symbol Newtona osigga najwigksza wartos¢ wtedy,
gdy k = w lub kiedy liczby k i w r6znig si¢ o jeden:
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Badanie liczby serii

Rozwazmy prostokgtng tabel¢ zlozong z k kolumn i w wierszy. ZauwazyliSmy, ze liczba
najkrotszych drog, ktore prowadza od pola w lewym goérnym rogu z napisem START, do
prawego dolnego rogu z napisem META, wyraza wzor:

__(np +1ng)!

D
np!nd!

w ktorym n,, = k — 1 jest liczbg krokow w prawo, a n; = w — 1 jest liczbg krokow w dot.

START

META

Rysunek 1.

Na rysunku 1 przedstawiamy tabelg o czterech kolumnach i trzech wierszach, czyli n, = 3,
ang = 2. W przypadku, gdy n,, = 3,an; = 2 mamy D = 10.

Mozliwosci te wypiszemy w tabeli 1, zapisujac kazdy krok w prawo literg p, a kazdy krok
w dot litera d.

pppdd pddpp
ppdpd dpppd
ppddp dppdp
pdppd dpdpp
pdpdp ddppp
Tabela 1.
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Ponizej znajdujg sig¢ ilustracje, ktore przedstawiaja wypisane przez nas drogi:

e

pppdd

ppdpd

ppddp

pdppd

pdpdp

5=

pddpp

dpppd

s

dppdp

i

dpdpp

&I

ddppp
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Mimo ze w kazdym z przypadkow wykonujemy dokladnie 5 krokéw, z tego 3 w prawo
I 2w dol, to drogi te r6znig si¢ migdzy soba. Roznig si¢ kolejnoscia wykonywania krokow
w prawo i do dotu oraz liczba zmian kierunku.

Przyktadowo, idgc drogg pppdd zmieniamy tylko raz kierunek. Natomiast, gdy wybierzemy
droge pdpdp, bedziemy zmienia¢ kierunek po kazdym kroku, czyli cztery razy.

Spojrzmy jeszcze raz na wypisane drogi 1 przypiszmy kazdej z nich liczbe wystepujacych
serii s (tabela 2). Przez serie rozumiemy cigg jednakowych znakow wystepujacych bezposre-
dnio po sobie.

droga liczba serii droga liczba serii

pppdd 2 pddpp 3

ppdpd 4 dpppd 3

ppddp 3 dppdp 4

pdppd 4 dpdpp 4

pdpdp 5 ddppp 2
Tabela 2.

Niech D, oznacza liczbe drog, w ktorych wystepuje doktadnie k serii. Zauwazmy, ze liczba
serii zawsze wynosi co najmniej 2. W rozwazanym przykladzie mamy:

D, =2
D; =3
D, =4
Ds = 1.

Widzimy, ze wigcej jest drog, w ktorych wystepuja trzy lub cztery serie, niz drog, gdzie
mamy dwie lub pig¢ serii.

Spojrzmy réwniez na wartosci D,, D;, D,, Ds, dla tabel o trzech wierszach (tzn. ng; = 2)
i 0 ny, + 1 kolumnach (zob. tabela 3), gdzie n, € {1, 2, 3,4, 5}:

N, 1 2 3 4 5
D, 2 2 2 2 2
Ds 1 2 3 4 5
D, - 2 4 6 8
Ds - - 1 3 6

Tabela 3. Wartosci D,, D3, D,, Ds dla tabel o trzech wierszach (n; = 2).

Zauwazmy, ze bez wzgledu na to, ile wynosi n,, liczba D, zawsze jest rowna 2. Mozemy
zatem wnioskowac, ze istnieja co najmniej dwie drogi, w ktorych sa dwie serie, w kazdym
przypadku gdy cigg utworzony jest z dwoch rodzajow znakdéw. Spojrzmy na inne przyktady.
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Gdy ng = 1in, =1 (rysunek 2):

START

META

Rysunek 2.

Mozliwymi drogami sg pd, gdzie s = 2 oraz dp, gdzie s = 2.

Gdy ng =5 i n, =10 (rysunek 3):

START

META

Rysunek 3.

W tym przypadku rowniez mamy jedynie dwie drogi, w ktorych wystepuja dwie serie:

pPPPPPPpPpddddd, dddddpppppppppp.
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Maksymalna liczba serii

Zauwazylismy, ze minimalna liczba serii wynosi dwa. Zastanbwmy si¢, Czy istnieje gorne
ograniczenie liczby serii.

Rozpatrzmy trzy przyktady.

Przyklad A. Wezmyn; =2 i n, =2 (rysunek 4):

START

META

Rysunek 4.

Mozliwe drogi 1 liczbg serii w kazdej z drég podaje ponizsza tabela:

droga liczba serii droga liczba serii

ppdd 2 ddpp 2

pdpd 4 dpdp 4

pddp 3 dppd 3
Tabela 4.

Przez spq. 0znaczmy najwigksza liczbe serii. Zauwazmy, ze gdy n, =2 i ng =2, to
maksymalna liczba serii s,,4, = 4.

Przyklad B. Rozwazmy teraz przypadek, w ktorym ng = 2 i n, = 3 (rysunek 5):

START

META

Rysunek 5.
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Mozliwe drogi i liczbg serii w kazdej z drég podajemy w ponizszej tabeli:

droga liczba serii droga liczba serii

pppdd 2 pddpp 3

ppdpd 4 dpppd 3

ppddp 3 dppdp 4

pdppd 4 dpdpp 4

pdpdp 5 ddppp 2
Tabela 5.

Gdy n, = 3 ing = 2, to maksymalna liczba serii wynosi s,,4, = 5.

Przyklad C. Rozwazmy réwniez przypadek, w ktorym ny; = 2 i n, = 4 (rysunek 6):

START

META
Rysunek 6.

Mozliwe drogi i liczby serii podajemy w tabeli:
droga liczba serii droga liczba serii
ppppdd 2 pdpdpp 5
pppdpd 4 pddppp 3
pppddp 3 dppppd 3
ppdppd 4 dpppdp 4
ppdpdp 5 dppdpp 4
ppddpp 3 dpdppp 4
pdpppd 4 ddpppp 2
pdppdp ) - -

Tabela 6.
Gdy n, = 4 ing = 2, to maksymalna liczba serii wynosi s, = 5.

ZauwazyliSmy, ze gdy n, = ng = 2, to maksymalna liczba serii s,,q, réwna si¢ 4, a W przy-
padku gdy n, rowna si¢ 3, 4, 5 lub wiecej, maksymalna liczba serii jest rowna 5.

12
Anna Szczepanska, Rozktad liczby serii i jego zastosowania



Whiosek. Jesli n, = ng, to maksymalna liczba serii jest rtowna n,, + ng. Jesli liczby n,, i ny

sg rozne, to maksymalna liczba serii jest rowna dwukrotno$ci mniejszej z liczb n, ing4 po-

wigkszonej o jeden:

Smax (np: nd) = {

n, +ng, gdy n, =ny

2min{ny,,ng} + 1, gdy n, # nqy

Przyjrzyjmy si¢ dokladniej sytuacji, gdy n, = ny. Wiemy, ze Spqy jest liczbg parzysty

I rowna si¢ 1, + ng.

Spéjrzmy na przypadek gdy n, = 3 i ng = 3. Wowczas liczba wszystkich drég wynosi:

6!
D:ﬁzzo
droga liczba serii droga liczba serii
pppddd 2 dddppp 2
ppdddp 3 ddpppd 3
ppdpdd 4 ddpdpp 4
ppddpd 4 ddppdp 4
pdddpp 3 dpppdd 3
pddppd 4 dppddp 4
pddpdp 5 dppdpd 5
pdppdd 4 dpddpp 4
pdpdpd 6 dpdpdp 6
pdpddp 5 dpdppd 5

Tabela 7. Mozliwe drogi i liczby serii kazdej z nich, gdy n, = ng = 3.

Zauwazmy, ze drogi te s3 w stosunku do siebie symetryczne w tym sensie, ze np. drodze
ppdddp w kolumnie lewej odpowiada droga ddpppd w kolumnie prawej. Sytuacje te przedsta-

wiamy na rysunku 7 i 8.

Rysunek 7. Droga ppdddp.

START

Rysunek 8. Droga ddpppd.
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Mozemy rowniez dostrzec zalezno$¢ miedzy liczbg drog, w ktoérych zawarte sg dwie, trzy,
cztery, pie¢ lub sze$¢ serii:

D, =2
D;=4
D,=8
Ds =4
Dy = 2.

Widzimy, ze mamy doktadnie tyle samo drog, w ktorych p i d ukladaja si¢ w dwie serie
(D, = 2) i w szesc¢ serii (Dg = 2) oraz mamy doktadnie tyle samo drog, ktore zawieraja trzy
serie i pigc serii.

Podobne zalezno$ci mozemy zaobserwowac rowniez W przyktadzie rozwazanym wcze$niej,
wktorymng =2 1 n, = 2.
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Rozktad liczby serii

Zastanowmy sig, jak policzy¢ prawdopodobienstwo wystgpienia danego ciggu znakow p i d,
w zaleznosci od liczby i rodzaju serii, ktore tworza i preferencji co do wyboru p lub d (np.
chetniej wybieramy p niz d).

Wprowadzmy funkcje G(sd, sp), w ktorej s; oznaczaé bedzie liczbe serii ztozonych ze zna-
kow d, a s, liczbe serii ztozonych ze znakéw p. Funkcja ta okresla liczbg sposobéw, na ktore
mozemy otrzymac Sp serii wyrazow p i Sq serii wyrazow d (zob. [1], str. 350-351).

0, gdy |sq — sp| > 1,
G(sasp) =41, gdy |sa —sp| =1,
2, gdy sq = sp.

Zauwazmy, ze funkcja G(Sd, Sp), przyjmuje warto$¢ 0 dla |sd - Spl > 1, poniewaz liczba sy
serii znakow d nie moze si¢ rozni¢ wiecej niz 0 jeden od liczby s, serii znakéow p.
W przypadku, gdy |sd — sp| =1, czyli gdy liczba s wszystkich serii jest liczbg nieparzysta,
funkcja G(sd,sp) przyjmuje warto$¢ 1, poniewaz na jeden sposob mozemy utozyC serie
znakoéw p 1 serie znakow d. Natomiast w przypadku, gdy liczba serii s jest liczbg parzysta
(czyli, gdy s4 = sp), to funkcja G(Sd, Sp) przyjmuje warto$¢ 2, poniewaz mozemy w dwojaki

sposob utozy¢ serie znakow p 1 serie znakow d.

Oznaczmy przez A zdarzenie, ze wystapi dany cigg serii znakow p i d. W ogdlnym przypadku
prawdopodobienstwo tego zdarzenia wyraza wzor (zob. [1], str. 351):

Sg! Sy!
P(A) = d P

' ( dr ) p( Q)
G(Sarsp)q P (1 ’
Sa1! Saz! -+ San! Sp1!Sp2! . Spn!

w ktorym g wyznacza liczbe z przedziatu (0,1), ktora okresla prawdopodobienstwo wyboru
znaku p (w przypadku prostokatnej planszy jest to prawdopodobienstwo tego, ze zrobimy
krok w prawo, a nie w dot). W sytuacji, gdy prawdopodobienstwo, ze wybierzemy znak p lub
d jest takie samo, mamy q = %
Przez sq; oznacza¢ bedziemy liczbg serii ztozonych z i znakow d, za$ przez s, ; — liczbe serii
ztozonych z j znakow p. Woweczas:

Sa1 t Saz +* = Sq
Sp1 + Sp2 + =5y
Sp +Sq =S.

Przypomnijmy, Ze przez n, okreslamy liczbe¢ znakéw p, a przez n, liczbg znakow d w danym
ciagu.

15
Anna Szczepanska, Rozktad liczby serii i jego zastosowania



Rozpatrzmy przyktad, w ktorym wezmiemy tabele 0 4 wierszach i 5 kolumnach (rysunek 8),
tzn. aby doj$¢ do mety, musimy zrobi¢ 4 kroki w prawo i 3 kroki w dot, czyli n, = 4, n; = 3.
Policzmy ile wynosi prawdopodobienstwo, ze przejdziemy droge ppdppdd:

START

Rysunek 8.

Zauwazamy, ze w ciagu ppdppdd wystepuja cztery serie, tzn. s = 4. Policzmy liczbe poszcze-
golnych seriisy; oraz s,,;.W powyzszym przyktadzie mamy:

Sd1=1 Sp1=0
Saz = 1 Sp2 = 2
Sd3:8 Sp3 =0
Sq4 = —

d4 Spa =0

Zauwazmy, ze liczba serii s jest liczbg parzysta, czyli wartoscig funkcji G(sd, sp) jest 2.

Policzmy prawdopodobienstwo zdarzenia A, ze wybierzemy droge ppdppdd i sprawdzmy jak
zmienia si¢ ono w zalezno$ci od kierunku, ktory preferujemy.

Gdy réwnie chetnie wybieramy droge w prawo 1 w dot, mamy q = % Woéwcezas szukane

prawdopodobienstwo wynosi:
3

P(4) = 2 2 2 (1)4 (1> _ 1 = 0,03125
ETETR] 2 2) 32 '

Gdy chetniej wybieramy droge w prawo, na przyklad, gdy q = 2 szukane prawdopodobien-
stwo wynosi:

P(A) = 2t 2 2 (2>4 (1>3— 64 =0,02926
11 2! 3 3/ 2187 '

Gdy chetniej wybieramy droge w dot, na przykiad gdy q = é, szukane prawdopodobienstwo
WYNOSi:
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20 2! 1\ 2> 64
P =1737°52"(5) *(5) =aser = 000975
Obserwacje. Zauwazmy, ze wybor drogi w opisanych przyktadach jest zdarzeniem losowym,
ktoremu przyporzadkowujemy liczby serii (np. zob. tabela 7). Takie przyporzadkowanie, zda-
rzeniu losowemu pewnej liczby rzeczywistej nazywamy zmienng losowq. Przez zmienng
losowg bedziemy rozumie¢ funkcje okreslona na zbiorze zdarzen losowych o warto$ciach
w zbiorze liczb rzeczywistych.

Funkcje, ktora okresla z jakim prawdopodobienstwem zmienna losowa osigga dang wartos¢,
nazywamy rozktadem zmiennej losowej. Wazng wielkoscia zwigzang z analizg zmiennej
losowej i jej rozktadu sg kwantyle. Kwantylem [, rzedu 100p% (gdzie 0 < p < 1) rozkladu
zmiennej losowej, nazywamy taka warto$¢ tej zmiennej, ze zmienna przyjmuje wartosci nie
wigksze niz [, z prawdopodobienstwem p oraz nie mniejsze niz L, z prawdopodobienstwem

1—-p.
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Test Walda i Wolfowitza

Podamy teraz zastosowanie rozkladu liczby serii do badania réwnos$ci rozktadow dwoch
wielkosci w dwoch populacjach. Jest to test serii zaproponowany przez Walda i Wolfowitza.
Mozemy go zastosowa¢ np. do zbadania czy rozklad wynagrodzenia kobiet i me¢zczyzn
W danej firmie nie zalezy od pftci (zob. [2], str. 114-115). Adaptujemy przyktad z ksigzki [2]
do stwierdzenia, czy rozktad ocen w pewnej szkole z pewnego przedmiotu, jest taki sam
W grupie uczennic, jak i ucznidéw, tzn. czy nie zalezy od pici. Jesli nie wystepuje preferencja,
tzn. oba rozktady ocen sg identyczne, to powinna wystepowac duza liczba serii, nie mniejsza
niz wartos¢ kwantyla rozktadu liczby serii, podana w tabeli (zob. tabela 8).

Dana jest alfabetyczna lista uczniow. Kazdej osobie z klasy przyporzadkowujemy $rednig
arytmetyczng z ocen. Nastepnie liste porzadkujemy rosngco (albo malejaco), w zaleznosci od
sredniej ocen. W przypadku, gdy dwie osoby maja dokladnie taka samg S$rednia, to
porzadkujemy je w sposéb losowy, opierajac przyporzadkowanie o rzut moneta. Kazdej
osobie przyporzadkowujemy liter¢ p lub d (podobnie jak w zagadnieniu zwigzanym z rozkta-
dem liczby serii), np. p — kazdej uczennicy, a d — kazdemu uczniowi. Nast¢pnie wyznaczamy
liczbe serii.

Jesli nauczyciel ocenia uczennice wyzej od ucznidw (albo ucznidéw wyzej niz uczennice), t0
liczba serii bedzie mata. Natomiast jesli rozktad ocen wsrdd ucznidow 1 uczennic jest jedna-
kowy, to wystgpi duza liczba serii, gdyz dane przemieszajg si¢ W trakcie sortowania.

Minimalng, graniczng liczbe, ktora kaze snu¢ przypuszczenia, ze rozklad ocen w grupie
uczennic nie jest taki sam jak w grupie uczniéw, podajemy w tabeli kwantyli rozktadu liczby
serii (tabela 8), ktora zostata zaczerpnigta z ksigzki [2], str. 297.
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Kwantyle 1(0,05, p, d) rozkladu liczby serii
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19 14/15]15|16|16(16|17|17|17|18|18
20 15/16/16|16|17|17|18|18|18|18
21 16/17]17(17|18|18|18|19|19
22 17]17|18|18]19|19|19|20
23 18/18(19(19]|20(20|20
24 19]19120|20(20|21
25 20120(21)21|21
26 2121|2122
27 212222
28 22123
29 23

Tabela 8. Tabela kwantyli rozktadu liczby serii

Powyzsza tabela zostala zaczerpnigta z ksigzki [2], str. 297.

Numer kolumny powyzszej tabeli odpowiada liczbie symboli p, natomiast numer wiersza
odpowiada liczbie symboli d.
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srednia
pte¢ |arytmetyczna
z ocen
2,00
2,28
2,50
2,74
3,28
3,32
3,32
3,56
3,60
3,64
3,68
3,68
3,80
3,83
4,00
4,20
4,28
4,30
4,47
4,67
4,75
4,90
4,93
4,93
5,00
5,20
Tabela 9.

O Ol |||l ||| Cc|Cc|C|a|a|T

Spojrzmy na przyktadowa tabele (zob. tabela 9), w ktorej zostaly przedstawione $rednie
arytmetyczne ocen uczniéw pewnej klasy z pewnego przedmiotu i wartos$ci te zostaly uporza-
dkowane wedlug opisanej powyzej zasady. Do klasy tej uczeszcza 14 dziewczat i 12
chlopcow, z tabeli kwantyli rozktadu liczby serii odczytujemy, Ze minimalna liczba serii
powinna wynies¢ 9, abysmy mogli wnioskowaé, ze rozklad ocen nie zalezy od pfci.
W opisanym przyktadzie liczba serii wynosi 14. Zatem mozemy stwierdzi¢, ze nauczyciel
najprawdopodobniej jednakowo ocenia ucznidéw 1 uczennice.
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