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1 Wstep

Na czwartkowych zajeciach z matematyki w ramach projektu ,,Laboratorium Twor-
czej Matematyki” rozwiazywaliémy pewne zadanie z testu maturalnego. Najprostsze
rozwigzanie udato sie¢ nam szybko wymys$lié¢, jednak postanowiliSmy pociagnaé nasze
rozwazania dalej. W tym artykule przedstawiamy efekty naszej pracy. Pokazujemy
droge od prostego zadania do ogdlnego wzoru na sume n-tych poteg dwdch liczb.

2 Wyjsciowe zadanie

Oto tres¢ zadania bedacego punktem wyjsécia do naszych rozwazan.

Zadanie 2.1. Dane sqg dwie liczby, ktérych suma wynosi 1, a suma ich kwadratow
wynost 61. Wyznaczyé sume szeScianow tych liczb.

Ponizej prezentujemy pierwsze rozwiazanie, do ktérego doszlidmy.
Oznaczmy szukane liczby przez z i y. Wtedy mamy uktad réwnan

r+y =1

2 +y? = 61
Wyliczajac z pierwszego réwnania y = 1 — z i podstawiajac do drugiego réwnania
dostajemy po przeksztalceniach

22 —z—-30=0,

czyli x = —5 lub z = 6. Dla y dostajemy takie same wartosci. Ostatecznie szukane
liczby to —5 i 6. Suma ich sze$ciandéw to 91 i zadanie zostato rozwiazane.

Pojawito si¢ pytanie, czy da sie to zadanie rozwiagzaé nie wyliczajac rozwigzan
uktadu réwnan. Gdyby wyniki nie wyszty takie ,tadne”, rachunki moglyby okazaé
sie bardzo skomplikowane.

Ze wzoru skréconego mnozenia mamy:

(z +y)® = 2® + 32%y + 3zy® + o>

Zatem

3

23 +8 = (x+1y)3 - 3zy(z +y). (1)

7 kolei ze wzoru
(z+y)* = 2® + 2zy + 3



Wyznaczamy
1

=3 (@ +y) - +97). (2)

Podstawiajac wyliczony w (2) wzér na zy do (1) otrzymujemy:

Pyt =t y) = 5 ()~ @ D) (4 ). Q

Podstawiajac do (3) dane z zadania dostajemy

24yt =13 — g(l2 —61)-(1) =91,

3 Pierwsze uogoélnienie

Wz6r (3) zainspirowal nas do postawienia naturalnego pytania, czy w taki sam
spos6b mozna wyznaczy¢ sumy wyzszych poteg dwoch liczb. Dla uproszcezenia zapisu
wprowadzimy nastepujaca notacje:

A=xz+4y oraz B =+

Przy tych oznaczeniach mamy z (3)

342_pa.

3 3 3
:A—
o +y 5

Po uproszczeniu dostajemy:

1 . 3

3 3 3

=——A —AB.
z° +y 5 —1—2

Przedstawimy teraz wzor na sume czwartych poteg liczb x i y za pomocg A i B.
Ze wzoru skréconego mnozenia (albo trojkata Pascala) mamy

(x4 y)* = 2t + 423y + 622% + 4xy® + oL

Zatem
at +yt = (2 +y)* — day(a® + y?) — 6(zy)>.

Korzystajac ze wzoru (2) i wprowadzonych oznaczen dostajemy

x4+y4:A44(;(A2B)) -B6<;(A)ZB>2.

Upraszczajac to wyrazenie, np. za pomocg programu Wolfram Alpha, dostajemy:
1
zt oyt = —§A2 +4A%’B — 4B
Ten wzor wyglada dos¢ skomplikowanie. Gtéwna trudno$é¢ wzieta sie z tego, ze postu-
gujemy sie sumg kwadratéw dwoch liczb. Okazuje sie, ze gdy zastapi¢ ta sume przez

iloczyn obu liczb, wzory wychodzg znacznie prostsze. Zobrazujemy to w kolejnej
czeSci.



4 Kolejne etapy
Wprowadzimy teraz nastepujace oznaczenia:
a=x+vy, oraz b=uxy.
Ponadto, dla dowolnej liczby catkowitej n > 1 bedziemy pisaé
Sp=z" +y".

Naszym celem jest wyrazenie S,, za pomocg a i b. Kilka pierwszych elementéw tego
ciagu wyliczyliSmy powyzej. Przypomnimy je teraz:

Si=zx+y = a (4)
Sy =a?4+1y? = a%— 20, (5)
Sy =23 +4y* = a® - 3ab, (6)
Sy=azt+y* = ot —4d% + 207 (7)

7 tych wzoréw widaé, ze ogdlna formuta na S, bedzie sie zaczynala od a”. Aby
moc zauwazy¢ zasade powstawania kolejnych wspotczynnikéw, musimy wyprowadzié
jeszcze kilka wzoréw. Z pomocg programu Wolfram Alpha otrzymali$my:

Ss =25 +y° = a® —5a3b+ 5ab?, (8)
Se=a5+45 = ab—6a'b+ 394%0% — 20°. (9)
Nastepnie podstawiliémy do wzoréw (8) i (9) wezesniej otrzymane wzory (5), (6)
i (7) dostajac:
S5 = a®—5b-S3—10b%- 51,
Se = a®—6b- Sy —156% - S5 — 200°.

Pojawiajace sie w dwdch ostatnich réwnaniach wspdélczynniki sg dwumianami New-
tona, czyli wyrazeniami postaci

n n!
(k:) T kl(n— k)

dla odpowiednio dobranych n i k. Latwo przy tym mozna zauwazy¢, ze we wzorze na
Sn pojawiaja sie kolejne dwumiany Newtona, w ktorych gérny wskaznik jest rowny
wiagnie n, a dolny wzrasta o 1 az do |5 |, gdzie |x] oznacza zaokraglenie dolne, czyli
najwieksza liczbe calkowita, niewieksza od =x.

5 Wzér ogdlny, rekurencja

Rozwazania prowadzone w poprzedniej czesci pozwolity nam na wyprowadzenie ogdl-
nego wzoru na sume n-tych poteg dwoch liczb.
Niech T,, bedzie ciaggiem zadanym wzorem:

P— n_ n . —_— n 2. —_— n 3. —_ . e .
Tn =a <1>b Sn_g <2>b Sn_4 <3>b Sn_ﬁ



Mozna to zapisa¢ prosciej jako

13] n
T, =a" — <k>bk - S ok (10)
k=1
Przyjmujemy przy tym, ze
SO - 17

czyli nie zachodzi Sy = z° + 4%, bo to byloby réwne 2. Teraz udowodnimy, ze T,
jest réwne S,,, czyli, ze wzér (10) pozwala wyliczy¢ sume n-tych poteg liczb = i y za
pomocg sum mniejszych poteg. To jest gtéwny wynik naszej pracy.

Twierdzenie 5.1. Dla kazdego n > 1 mamy
Sn =1T,.

Dowdéd. Zaczniemy, jak zwykle, od wzoru skréconego mnozenia:

n n n n
($+y)n :xn+ <1>xn—1y+ <2>xn—2y2+“'+ <2>x2yn—2_‘_ <1>xyn—1_‘_yn.

Grupujac wyrazy nieco inaczej i stosujac wprowadzone oznaczenia mamy:

1 2

Sn:a”—<<7f>b-5n2+<Z>b2-5n4+...>. (11)

Ostatni wyraz w nawiasie zalezy od parzystosci liczby n. Dla n parzystego, mozemy
zapisa¢ n = 2m dla pewnego m i wtedy ostatnim wyrazem jest

(s
m m

Biorac pod uwage, ze w tym przypadku [5] = m, widzimy, ze po prawej stronie

wzoru (11) jest doktadnie T, czyli udowodnilismy twierdzenie w tym przypadku.
Dla n nieparzystego postepujemy tak samo. Zapisujemy n = 2m + 1. Wtedy
ostatnie wyrazenie w nawiasie we wzorze (11) jest réwne

(:;) 2™y (x +y) = (:1) b™ - Sy.

Poniewaz réwniez w tym przypadku [ 5] = m, prawa strona wzoru (11) jest réwna

T,,. To konczy dowdd catego twierdzenia. O

n n
an:xn_i_yn_i_( )l‘y(.ﬂ?n_2+yn—2)+< >x2y2($n—4+yn—4)+.“,

czyli

7 powyzszego twierdzenia wynikaja dwa wnioski. Po pierwsze, sume n-tych poteg
dwodch liczb mozna przedstawié za pomoca potegi ich sumy i sum wszystkich mniej-
szych poteg tej samej parzystosci, co wyktadnik n, pomnozonych przez odpowiednia
potege iloczynu tych liczb.

Po drugie, stosujac powyzsza obserwacje rekurencyjnie, tzn. zastepujac sumy
mniejszych poteg przez sumy jeszcze mniejszych poteg, dochodzimy do ciekawego
wniosku.



Whniosek 5.2. Niech x,y bedg dowolnymi liczbami i niech n > 1 bedzie dodatnig
liczbg naturalng. Wowczas suma S, = x™ + y" daje sie wyrazi¢ za pomocqg sum
1 poteg sumy 1 iloczynu danych liczb. Inaczej mowigc Sy, jest wielomianem zmiennych
a=z+y oraz b= zy.

Twierdzenie 5.1 nie podaje jawnej postaci na wspoétczynniki sumy S, zapisanej
jako wielomian od zmiennych a i b. Mamy tu na mysli wspélczynniki takie jak we
wzorach od (4) do (8). Niestety, na razie nie udalo nam si¢ znalezé wzoru na te
wspblezynniki. Nie poddajemy sie i kontynuujemy poszukiwania rozwiazania pro-
blemu

Problem 5.3. Wyrazié¢ S, jako wielomian zmiennych a ¢ b, czyli wyznaczyé wspol-
czynnikt s; ; w réwnaniu
n
Sn == Z Si,j . albj
i,j=0
Mamy nadzieje, ze nasza praca zacheci réwniez innych do pracy nad problemem
5.3.
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