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Plaszczyzna dziewigciu punktéw jest przykladem geometrii skonczonej, czyli takiej,
gdzie caly system geometryczny opiera si¢ na skonczonej liczbie punktow. Wsrdd geometrii
skonczonych wyrdézniamy geometrie afiniczne i rzutowe. W naszych rozwazaniach skupiamy
si¢ na ujeciu afinicznym, czyli takim, gdzie istnieje pojecie rownolegto$ci migdzy prostymi
(na plaszczyznach rzutowych kazde dwie proste si¢ przecinaja).

Wyniki, ktore tu przedstawiamy sg kontynuacja rozwazan na temat ptaszczyzny
dziewieciu punktéw przedstawionych w artykule naszych kolegow "Trojkgty w ujeciu
Euklidesowym, a plaszczyzna dziewieciu punktow”. W tamtej czgsci rozwazania koncentruja
si¢ wokot relacji miedzy prostymi oraz wilasno$ci trojkatow. Przeprowadzono poroéwnanie
podstawowych twierdzen w ujeciu euklidesowym z ich analogicznymi wypowiedziami
w jezyku dziewigciu punktow. My proponujemy czytelnikowi podobng analize ze

szczegOlnym uwzglednieniem wlasnosci okrggow.

Wprowadzenie do plaszc§z;fzny dziewieciu punktow
Podobnie jak dobrze wszystkim znana ptaszczyzna Euklidesowa, rowniez plaszczyzny
skonczone opierajg si¢ na pewnych aksjomatach. Jednym z takich aksjomatow jest warunek,
ze dla dowolnych dwoch punktow na ptaszczyznie skonczonej istnieje doktadnie jedna prosta,
ktora te punkty zawiera. Widzimy tu pewne podobienstwo do plaszczyzny euklidesowe;,
gdzie rowniez dwa punkty w sposob jednoznaczny determinujg prosta przez nie
przechodzaca. Szczegdlowa aksjomatyke afinicznych ptaszczyzn skonczonych czytelnik
(0,2) (1,2) (2,2) znajdzie w artykule [1]. Wynika z niej, Zze plaszczyzna
® ® e skonczona skladajgca si¢ z n? punktéw zawiera n? +n
prostych, takich ze na kazdej prostej lezy n punktoéw.
(0,1) (1,1) (2,1) W naszym przypadku mamy do czynienia z dziewigcioma
¢ ¢ ¢ punktami, ktére generuja 12 prostych zawierajacych po 3
punkty. Andrzej Szablewski w [2] i [3] podaje nam
(0,0) (1,0) (2,.()] wspotrzedne tych punktow (na rysunku obok). Poniewaz

wszystkie wspotrzedne sg liczbami ze zbioru {0,1,2},



plaszczyzna ta jest czasem nazywana "plaszczyzng modulo 3". W matematyce wyzszej stowo
modulo oznacza wyznaczanie reszty z dzielenia w zbiorze liczb calkowitych, a tak si¢ akurat
sktada, ze liczby {0, 1, 2} sa wszystkimi mozliwymi resztami z dzielenia przez 3.

W artykule "Trdjkqty w ujeciu Euklidesowym, a plaszczyzna dziewieciu punktow"
zostala podana definicja prostej. Zachowujac notacje z tamtej czgsSci przypominamy, ze

ptaszczyzna dziewigciu punktow zawiera 12 nastepujacych prostych:

Ly = {(0,2),(1,2),(2,2)} L; =1{(0,2),(1,1),(2,0)}
L, ={(0,1),(1,1),(2,1)} Lg = {(0,0),(1,1),(2,2)}
L = {(0,0),(1,0), (2,0)} Ly = {(0,1),(1,2),(2,0)}
Ly ={(0,2),(0,1), (0,0} Lyo = {(1,2),(2,1),(0,0)}
Ls ={(1,2),(1,1), (1,0)} L; = {(2,1),(1,0),(0,2)}
Le ={(2,2),(2,1),(2,0)} Ly, = {(0,1),(1,0), (2,2)}

W naszych rozwazaniach istotne bedzie tez pojecie odleglosci. Rowniez powotujac si¢
na kolegow przypominamy, ze na ptaszczyznie dziewigciu punktéw odleglo$¢ miedzy dwoma
punktami jest definiowana jako liczba wspotrzednych, ktérymi te dwa punkty si¢ réznia.
Zatem wszystkie odcinki (zbiory dwuelementowe) na ptaszczyznie dziewigciu punktow beda
miaty dlugosci 1 lub 2.

Po tym krotkim wprowadzeniu oraz przypomnieniu podstawowych faktow
dotyczacych naszej ptaszczyzny, mozemy przej$¢ do zasadniczej czgéci- a mianowicie do

wynikow zwigzanych z wlasno$ciami okregow.

§2

OKkregi na plaszczyznie dziewieciu punktow

Okregiem o ustalonym promieniu nazywamy zbidr wszystkich punktow plaszczyzny
znajdujacych si¢ w odlegtosci rownej temu promieniowi od jednego punktu ptaszczyzny,
zwanego Srodkiem okregu. Na plaszczyznie dziewieciu punktow mozliwe sg jedynie okregi
o promieniach dlugo$ci 1 lub 2. Poniewaz kazdy z punktow tej ptaszczyzny moze by¢
srodkiem okregu, oznacza to, ze w plaszczyznie dziewieciu punktow
zawartych jest doktadnie 18 okregow- po 9 kazdego "rozmiaru". Gdyby
narozne punkty tej ptaszczyzny traktowac jako wierzchotki kwadratu
(rysunek obok), to 9 rozwazanych punktow mozna by podzieli¢ na trzy
kategorie: wierzchotki kwadratu, $rodki bokéw kwadratu oraz $rodek

symetrii kwadratu. Taki podziat punktow pozwala dokona¢ typizacji wystepujacych na



plaszczyznie dziewigciu punktéow okregéw, tak jak w czeSci "Trojkqty w ujeciu
Euklidesowym, a plaszczyzna dziewigciu punktow” podzielono wystgpujace na plaszczyznie
trojkaty. Ponizej prezentujemy rysunki ilustrujace ksztatt okregdow kazdego z tych typow,
gdzie $rodkami okregdéw sa kolejno: punkt bedacy wierzchotkiem kwadratu, punkt bedacy
srodkiem boku kwadratu oraz punkt o wspotrzednych (1,1). Uwzgledniajac sytuacje
symetryczne mamy:

e okregi o promieniu dtugosci 1:

X ® ® @ X [ @ @ @
® ® @ @ ® @ @ X ®
® @ @ @ @ @ @ @ @

e okregi o promieniu dtugosci 2:

X ® @ @ X @ @ @ L
@ ® ® @ @ @ @ X @
@ e ® @ @ L @ @ @

Srodki okregdéw zostaly zaznaczone krzyzykiem, a punkty nalezace do okregéw kolorem
niebieskim. Latwo mozna zaobserwowac, ze niezaleznie od dlugos$ci promienia oraz wyboru
srodka okrggu, na ptaszczyznie dziewigciu punktéw okrag zawsze sklada si¢ z czterech
punktow, z ktorych zadne trzy nie sg wspotliniowe. Ponadto cieckawym fenomenem jest, ze
okregi o wspolnym $rodku wzajemnie si¢ uzupetniaja. To znaczy, jesli rozwazymy dowolny
punkt tej ptaszczyzny i wezmiemy okragg o promieniu 1 i srodku w tym punkcie oraz okrag
o promieniu 2 i srodku w tym samym punkcie, to wowczas te dwa okregi nie maja zadnych
punktow wspolnych, natomiast biorac zbidr skltadajacy si¢ ze wszystkich punktow obydwu
okregdw 1 doktadajac do niego Srodek okregu ostatecznie otrzymamy calg ptaszczyzneg. Latwo
to mozna zauwazy¢ porownujac powyzsze rysunki kolumnami.

Naturalnym rozszerzeniem poj¢cia okregu jest koto. Jest to zbior wszystkich punktow
ptaszczyzny, ktorych odlegto$¢ od ustalonego $rodka jest mniejsza lub réwna promieniowi.
JesteSmy przyzwyczajeni, ze na plaszczyznie euklidesowej kolo zawiera duzo wigcej
punktow, niz okrag. Tutaj rzecz przedstawia si¢ zupehlie inaczej. W pierwszej kolejnosci
rozwazmy kota o promieniu 1. Oczywiscie beda do nich naleze¢ punkty znajdujace si¢ na

okregu, ale pozostaja jeszcze punkty oddalone od $rodka o mnie niz 1. Jednak w tej sytuacji
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moze to by¢ wylacznie odlegto$¢ rowna 0. Zatem kota o promieniu 1 réznig si¢ od okregoéw
zaledwie jednym punktem- $rodkiem okrggu. Dla kontrastu przyjrzyjmy si¢ kolom
o promieniu 2. Poniewaz wszystkie punkty na ptaszczyznie dziewigciu punktow znajdujg si¢
od siebie w odleglo$ci mniejszej lub rownej 2, wniosek z tego, ze kazde koto o promieniu 2
w istocie jest calg plaszczyzng. Majac zatem zbior wszystkich punktéw nalezacych do takiego
kota, nie jesteSmy w stanie wskazaé, ktory z nich byl srodkiem. Kota o promieniu 2 sg na
ptaszczyznie dziewigciu punktow zbiorami nierozréznialnymi miedzy sobg.

Ciekawym zagadnieniem w geometrii sg zwigzki okregdw z innymi figurami
geometrycznymi. Zaczniemy od zwigzkéw z prostymi. Przypomnijmy, ze na "zwyklej"
plaszczyznie prosta mogla by¢ z okregiem roztgczna, mogta by¢ styczng do okregu lub jego
sieczng. Pojecia te w sposob Scisty wigzaly sie z odleglosciag prostej od srodka okreggu.

Odlegtos¢ ustalonego punktu od prostej na ptaszczyznie euklidesowej definiuje sie¢
jako dtugo$¢ najkrétszego odcinka, ktorego jednym koncem jest wiasnie ten ustalony punkt,
a drugim koncem punkt lezacy na danej prostej. Definicja ta moze by¢ zastosowana rowniez
na plaszczyznie dziewieciu punktow. Chcac okreslic odleglos¢ punktu od prostej nie
zawierajacej tego punktu wystarczy wybra¢ najkrotsza z odleglosci migdzy tym punktem,
a trzema punktami tworzacymi prosta. Jesli punkt lezy na prostej, to woéwczas przyjmujemy,

ze ta odleglo$¢ wynosi 0.

° , /!\\ ° Przyktadowo sprobujmy znalez¢ odlegltos¢ punktu (1,1)
,// \\\ (punkt $rodkowy) od prostej Lo (rysunek po lewe;j).
Iih @ \‘; @ Przypomnijmy, ze prosta tg tworza punkty o wspotrzednych
e - \\ (0,1),(1,2),(2,0) odlegte od punktu (1,1) odpowiednio 0 1, 1

AN 1 2. Najkrotsza z tych odlegtosci wynosi 1, zatem odlegtos¢
punktu (1,1) od prostej Ly wynosi 1.

Wprowadzenie pojecia odleglosci punktu od prostej pozwala nam zdefiniowac¢ styczng

do okregu. Prosta nazwiemy styczng do okregu, gdy jej odleglos¢ od srodka tego okregu

bedzie rowna promieniowi. Bardzo wazna wiasno$cia stycznej na ptaszczyznie euklidesowe;j

jest fakt, ze ma ona dokladnie jeden punkt wspolny z okregiem. g ® b4
Punkt taki nazywamy punktem stycznosci. Po raz kolejny P
plaszczyzna dziewieciu punktow ukazuje nam tutaj swoje d R
il %
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nieszablonowe wlasnosci... . *
Rozwazmy okrag o $§rodku w punkcie (2,2) i promieniu T - ‘t"

dhlugosci 1 oraz prosta Lg. Na rysunku po prawej punkty okrggu L L @



zaznaczono kolorem niebieskim, a punkty prostej potagczono pomocnicza linig przerywana.

Odlegtos¢ prostej od srodka okregu (punkt zaznaczony krzyzykiem) jest réwna 1, zatem

zgodnie z definicjg prosta Lg jest styczna do tggo okregu. Jednak widzimy tez, ze prosta ta ma

2 punkty wspolne z okregiem- punkty o wspdtrzednych (1,2) i (2,0). Mamy zatem 2 punkty
@ % @ stycznosci...

Rownie zaskakujace wnioski przynosi analiza innych

[
[
[

® + ® potozen miedzy prosta, a okregiem. Raczej nikogo nie zaskoczy

. & -

fakt, ze sieczng zdefiniujemy jako prosta, ktorej odlegtos¢ od srodka
okregu jest mniejsza, niz promien. Na "zwyklej" plaszczyznie
sieczna ma zawsze dwa punkty wspolne z okregiem. Tutaj
potrafimy jednak wskazaé sieczng (i to nawet przechodzaca przez $rodek okregu), ktdra nie
ma z okregiem zadnych punktow wspdlnych. Przyktadem moze by¢ okrag o $rodku
w punkcie (1,2) i promieniu 2 oraz prosta Lg (rysunek po lewe;j).

Z pojeciem stycznosci wigze si¢ bardzo wazne twierdzenie geometrii euklidesowe;,

a mianowicie twierdzenie o odcinkach stycznych:

Jesli przez ustalony punkt P lezqcy poza okregiem poprowadzimy
obydwie styczne do tego okregu, to odcinki od punktu P do
obydwu punktow stycznosci bedq mialy takq samqg diugoscé.

|PA| = |PB|

Pojawia si¢ pytanie, czy to twierdzenie mozna przetlumaczy¢ na jezyk dziewigciu

punktow. Pewien problem zwigzany z interpretacja tego twierdzenia pojawit si¢ juz podczas

® ® 4 analizy rozpatrywanych wczesniej przyktadow. Mozemy bowiem
. ‘\‘ wskazaé styczng majaca dwa punkty wspdlne z okregiem. Pytanie
Ea

.’ "\ wigc- odlegtos¢ do ktérego z nich rozwazac? Na szczegécie

& o e o o |
. \ wlasnos$ci, jakie na tej ptaszczyznie posiadajg proste czyni nasz

L %

e v dylemat bezzasadnym. Przyjrzyjmy si¢ raz jeszcze okregowi
@ @ ® {srodku w punkcie (2,2) i promieniu 1 (rysunek obok). Prosta Lg



jest styczng do tego okregu przechodzaca przez punkt (0,1) i ma dwa punkty stycznosci
z okregiem: (1,2) i (2,0). Pytanie jest wigc, ktorg odlegto$s¢ powinniSmy zmierzy¢- migdzy
punktami (1,2) i (0,1), czy miedzy punktami (0,1) i (2,0)? Jednak wszystkie te trzy punkty
leza na jednej prostej, a wiemy, ze punkty wspotliniowe na plaszczyznie dziewigciu punktow
zawsze maja jedng wspohrzedng wspolna, albo wszystkie wspodirzedne rézne miedzy sobg
(jeszcze raz zachgcamy czytelnika do lektury artykutdéw [2], [3] oraz czesci "Trojkgty w ujeciu
Euklidesowym, a plaszczyzna dziewieciu punktow", gdzie mozna znalez¢ szczegodtowe
objasnienia). Wszystkie trzy punkty sg zatem tak samo od siebie odlegte i nie ma znaczenia,
ktora odleglos¢ rozwazymy.

Jednak przeniesienie twierdzenia o odcinkach stycznych na plaszczyzne dziewigciu
punktéw wymaga ustalenia, ile stycznych do okregu mozemy tutaj poprowadzi¢ przez kazdy
punkt lezacy poza okregiem. W [1] znajdziemy informacje, ze kazdy punkt na naszej
ptaszczyznie nalezy do czterech prostych. Sprobujemy znalezé wszystkie styczne
przechodzace przez ustalony punkt dla nastepujacych dwoch okregow, okregu 6, o promieniu

1 oraz okregu 6, o promieniu 2:

X e e e o e
e e o e o e
o, ® © @ 5,® X @

Dla obydwu wyznaczymy wszystkie styczne przechodzace przez punkt (2,0), czyli punkt
w prawym dolnym narozniku kwadratu. W tym celu najpierw ustalamy wszystkie proste

przechodzace przez ten punkt:

e e o e e o e e e e o o
| " - %
I \ 3
| s - 3
i *a P *
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| \\ "-._‘ 3
| - 3
! \\'\. ““"-..‘\

L. ® e @ .- --e ; ® @ @ . ® e e
6 3 7 9

Zgodnie z definicjg do okregu 6, styczne sg proste L3, Lg oraz Lo, przy czym prosta Lg ma
dwa punkty styczno$ci z okregiem, a pozostale po jednym punkcie. Z kolei do okrggu 6,
zadna z tych prostych nie jest styczna. Ich odleglosci od srodka okregu 6, wynosza 0 lub 1.
Rozwazenie wszystkich mozliwych przypadkow doprowadzito nas do nastepujacych

wnioskOw:



1. Do kazdego okregu o promienu 1 przez ustalony punkt spoza okr¢gu mozna
poprowadzi¢ dokladnie trzy styczne oraz jedng prosta przechodzaca przez Srodek
okregu. Dwie z tych stycznych maja po jednym punkcie wspdlnym z okregiem,
a jedna posiada dwa punkty stycznosci.

2. Do zadnego z okregdw o promieniu 2 nie istnieje styczna (wszystkie proste sg odlegte
od $rodka okrggu o 0 lub 1).

Czytelnikowi polecamy przekonanie si¢ o prawdziwosci powyzszych stwierdzen poprzez
analiz¢ mozliwych przypadkéw 1 probe ich zilustrowania. Ze wzgledu na ich sporg liczbe
(4 punkty lezace poza kazdym z 18 okrggéw) nie jesteSmy w stanie zamie$ci¢ tutaj
wszystkich ilustracji. Skoro jednak wiemy juz, ze jesli styczne istniejg, to jest ich zawsze tyle
samo 1 sg one tego samego typu (w sensie liczby punktow wspolnych z okregiem), mozemy
zastanowi¢ si¢ nad twierdzeniem o odcinakch stycznych na ptaszczyZznie dziewigciu punktow.

Odpowiedzi na ten problem udzielimy analizujac raz jeszcze styczne do okregu 64
przechodzace przez punkt (2,0). Punkt stycznosci prostej L3 oraz Lg znajduje si¢ w odlegtosci
1 od punktu (2,0). Gdyby wigc to byty jedyne styczne do okrggu 6,, to wynik bytby zgodny
z teza twierdzenia o odcinkach stycznych. Jednak sytuacja wyglada inaczej w przypadku
prostej Lo. Ma ona dwa punkty wspélne z okregiem, obydwa w odlegtosci 2 od punktu (2,0).
Zatem twierdzenie o ocinkach stycznych nie jest prawdziwe na plaszczyznie dziewigciu
punktow.

Za pomocg odlegtosci mozna rowniez okres§li¢c wzajemne polozenie migdzy dwoma
okregami. Porownujac sume badz roznice promieni dwoch okregdéw z odlegtoscia migdzy ich
srodkami mozemy przypisa¢ dwom okrggom jedng z nastgpujacych relacji: styczno$é
(zewnetrzna lub wewnetrzna), roztacznos¢ (zewnegtrzna lub wewnetrzna) oraz wzajemne
przecinanie si¢. Po raz kolejny ograniczajg nas mozliwe dlugosci odcinkéw. Jesli przez S 1 S,
oznaczymy srodki dwoch okregdéw, a odpowiednio przez ry i1 1, ich promienie, to mozliwe s3

nastepujace sytuacje:

n |1[1]2]1]1]2
r, |1]2]2]1]2]2
1SS, [ 1]1]2]2]2

Przypadki przedstawione w kolumnach 7, /I, V' i VI opisuja okregi przecinajace si¢, gdyz
zachodzi tam warunek

=1 <|5:S, <r + 1.
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Ponadto w kolumnie /7 dtugo$¢ odcinka S;S, jest rowna rdznicy promieni (okregi styczne
wewnetrznie), a w kolumnie /7 odlegtos¢ miedzy srodkami okregow jest réwna sumie
promieni (okregi styczne zewngtrznie). Ze wzgledu na wartosci, jakie moga by¢ przyjmowane
przez liczby |S,S,|, 11 1 r, inne wzajemne potozenia dwoch okregdéw nie sg tu mozliwe. Jak
zapewne kazdy pamigta ze szkolnej tawki, jesli dwa okregi sa styczne (czy to zewngtrznie,
czy wewngetrznie), to na plaszczyznie euklidesowej maja doktadnie jeden punkt wspolny.
Warto sprawdzi¢, czy ta wilasno$¢ zachowuje si¢ réwniez na plaszczyznie dziewigciu
punktow. Przyjrzyjmy si¢ wigc blizej sytuacji /1 1 IV. Zaczniemy od styczno$ci wewnetrznej.

Nastepujgce dwa okregi spetniajg warunek |[S;S,| = |r; — r»|. Promien pierwszego
okregu ma dhlugos¢ 1, a promien drugiego dtugos¢ 2. Ponadto ich $rodki oddalone sg o 1.

Maja jednak dwa punkty wspdlne.

® X ® [ @ @
@ ® @ ® X @
@ ® @ [ ] @ @

Teraz przyjrzyjmy si¢ nastepujagcym okregom:

X @ @ @ L @
@ @ @ @ X @
® @ @ @ ® @

Tym razem promienie obydwu sa rowne 1, a ich $rodki sg w odleglosci 2 od siebie, zatem
spetniony jest warunek |S;S,| = r; + r,. Okregi te sg wige styczne zewngtrznie. Ponownie
jednak mozemy zauwazy¢, ze maja one wigcej niz jeden punkt wspolny, co nie jest zgodne ze
stycznos$cia, jaka znamy z plaszczyzny euklidesowej. Na ptaszczyznie dziewigciu punktow
mozemy wskaza¢ okregi spelniajace algebraiczny warunek stycznosci, ale majace wiecej niz

jeden punkt przecigcia.

§3
Okregi, a trojkaty
Jedna z najpigkniejszych cech matematyki jest harmonijne przenikanie si¢ rd6znych jej
zagadnien. Jest to nauka, w ktorej] wzajemne oddzialywanie miedzy obiektami jest istota
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powodujaca jej ciagly rozwoj. Zaden z dziatdéw matematyki nie jest odrebna, hermetycznie
zamknigtg dyscypling. Zwiazki jednych obiektéw z innymi, pozornie zupelnie niezaleznymi,
czesto prowadza do bardzo interesujacych obserwacii.

Podsumowujgc nasze rozwazania dotyczace plaszczyzny dziewieciu punktow chemy
zwroci¢ uwage na zwigzki okregdw z trojkatami. Ten fragment jest syntezg wszystkich
uzyskanych przez nas na tym polu wynikow- zarowno z czeSci  "Trojkqty w ujeciu
Euklidesowym, a plaszczyzna dziewieciu punktow”, jak 1 z artykulu biezacego, z ktérym
wlasnie czytelnik si¢ zmaga. W poprzedniej czgsci koledzy szczegotowo opisali trojkaty
wystepujace na tej plaszczyznie i przyblizyli ich podstawowe wlasnosci. My, w ostatnim
paragrafie dokonali$my podobnego opisu dla okregéw. Na plaszczyznie euklidesowej zwigzki
figur geometrycznych z okrggami stanowig istotny podrozdziat geometrii. Fakt, Ze na danym
wielokgcie mozna opisa¢ okrag, czy tez wpisa¢ okragg w wielokat daje nam pewne istotne
informacje o samym wielokacie. Moze to méwi¢ co$ o jego bokach, katach, symetralnych
bokoéw itd. Jedynym wielokatem, w ktéry bezwarunkowo zawsze mozna wpisa¢ okrag oraz
zawsze na nim opisa¢ okrag jest trojkat. Wielokaty o wigkszej liczbie bokow maja juz w tym
wzgledzie pewne ograniczenia. Majac przeglad wszystkich trojkatow oraz okregéw na
ptaszczyznie dziewigciu punktow mozemy zadac pytanie, czy tutaj rdwniez zawsze mozna
opisa¢ okrag na trdjkacie oraz wpisa¢ okrag w trojkat.

Niestety definicja okregu wpisanego w trojkat wymaga pojgcia stycznej do okregu. Ze
wzgledu na niejednoznaczng liczbe punktow stycznosci, trudno wskaza¢ jednoznaczne
warunki, ktére opisywalyby okrag wpisany w trojkat na plaszczyznie dziewigciu punktow.
Definicja okrggu opisanego jest jednak duzo mniej klopotliwa. Wystarczy, aby kazdy
wierzchotek trojkata byt punktem okregu. Jest to uniwersalna definicja okregu opisanego na
dowolnym wielokacie 1 rOwnie tatwa do zinterpretowania na plaszczyznie euklidesowej, jak
1 na ptaszczyznie dziewigciu punktow.

Przypomnijmy, ze w poprzedniej cze¢$ci, redagowanej przez naszych kolegoéw

ustalono, ze na naszej ptaszczyznie wystepuja 72 trojkaty, ktére zostaly podzielone na 7

nastepujacych typow:
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Okazuje si¢, ze na kazdym z nich mozna opisa¢ okrag i taki okrag wyznaczony jest w sposob
jednoznaczny. Zatem podobnie jak na plaszczyznie euklidesowej istnieje tylko jeden okrag
opisany na ustalonym trdjkacie, ale w ustalony okrag mozna wpisa¢ wiele trojkatéw (np.
trojkaty d) 1 g) sa wpisane w ten sam okrag). Ponizej przedstawiamy ilustracje okregow
opisanych na powyzszych trdjkatach. Ze wzgledu na ich duza liczbe (w sumie az 72 trojkaty)
ograniczamy si¢ do jednego przyktadu dla trojkatow kazdego typu. Punkty na okregu

tradycyjnie zaznaczyliS$my kolorem niebieskim, a ich srodki wyrézniliSmy krzyzykami.
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Przedstawione wyniki to tylko jedna z wielu mozliwych drég prowadzenia badan nad
wlasno$ciami ptaszczyzny dziewieciu punktow. Matematyka jest bardzo obszerng dziedzing
1 te rozwazania mogg by¢ przedtuzone na wiele roznych sposobow. Mamy nadzieje, ze udato
nam si¢ zainteresowal czytelnika tym tematem i moze nawet zainspirowaé kogo$§ do
wlasnych przemys$len. By¢ moze wkrétce sami podzielimy si¢ z czytelnikami nowymi

wynikami na tym polu.
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