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W pracy znajduja sie zupelnie nowe fakty(przynajmniej tak mi sie wydaje)
lub nowe i, mam nadzieje, dosy¢ ciekawe dowody znanych faktow takich jak
Twierdzenie Leibniza, badz Twierdzenie o Tréjkacie Spodkowym Lemoine’a. Na
poczatek chcialbym zaprezentowac kilka prostych zadan, ktére w dalszej czesci
pracy bede traktowaé jako pomocnicze lematy.

LEMAT 1 Niech M bedzie srodkiem ciezkosci jednakowych mas umieszczo-
nych w wierchotkach n-kata A, As...A,. Rzuty prostokatne wiercholtkéw na
dowolna prosta k przechodzaca przez M oznaczmy H,, Hs, ... H,. Wtedy:

iM—m::ﬁ
k=1

Dowdd: odbijmy wyjsciowy n-kat wzgledem prostej k& otrzymujac Bi, Bs
.. By, (B jest symetryczny A;) $rodek ciezkosci otrzymanego w ten sposob wie-

lokata znajduje sie w M srodek ciezkosci punkcie M. A wiec srodek ciezkosci
wszystkich punktow znajduje sie w M. Dwa punkty A; i B; o wagach r mo-
zemy zastapi¢ przez Hy o wadze 2r. A wiec srodek ciezkosci Hy, Hs ...roéwniez
znajduje sie w M.

LEMAT 2 Na ptaszczyznie dany jest wielokat A3 As ... A, i dowolny okrag
g o $rodku O i promieniu r. Na okregu g wybieramy punkty D i E takie, ze
DEFE jest drednica g. Wartosé wyrazenia
W =AD?>+ A3D? + AsD?*+ .. . + A, D?*+ A E? + Ay E?> + AsE*+.. .+ A, E?
nie zalezy od wyboru D i E.

Dowdd Zauwazmy, ze ArO jest srodkows trojkata DARE, a wiec (AxD? +
ArE?)/2 = 1% + A,O?. Sumujac te wyrazenia stronami po k otrzymujemy

W =nr? + ZAk02
k=1

LEMAT 8 Zbior srodkow wszystkich cieciw przechodzacych przez punkt A
wybrany wewnatrz okregu g tworzy okrag.

Dowdd Oznaczmy $rodek okregu g litera O. Wybierzmy dowolna, cieciwe, jej
srodek oznaczmy M. Trojkat AOM jest prostokatny, a wiec M lezy na okregu
o $rednicy AO.

LEMAT J Dany jest wypukly n-kat X;. n-kat X} jest utworzony ze srod-
kow bokéw Xj_;. Dla k& — oo n-kat X degeneruje sie do §rodka ciezkosci
jednakowych mas, umieszczonych we wierzchotkach X.

Dowdd Zaldézmy przeciwnie niech lim,, ., X nie degeneruje sie do punktu,
a wiec Y; nie dazy do zera, gdzie Y; to suma kwadratow dtugosci bokow Xy
Zauwazmy, ze Srodek ciezkosci M jednakowych mas umieszczonych we wierz-
chotkach X}, pokrywa sie ze srodkiem ciezkosci jednakowych mas umieszczonych
we wierzcholkach X ;. Oznaczmy sume kwadratéow odleglosci punktu P od
wierzcholkow X poprzez f(P,X). Niech A oraz B beda dwoma dowolnymi sa-
siadujacymi wierzchotkami Xy, a C $rodkiem boku AB. Ze wzoru na dlugosé
mediany otrzymujemy, ze AP? + BP? = 2PC? + ATBZ. Sumujac po wszystkich



parach sasiadujacych wierzchotkow i dzielac obustronnie przez 2 otrzymamy
f(P, X)) = f(P,Xk+1) + Vi Pozwala to na wyprowadzenie rownosci

k—1

F(P,X1) = f(P,Xp)+ )Y, (1)

i=1

Jesli Yy, nie dazy do zera to prawa strona dazy do nieskoniczonosci co jest oczy-
wiscie nonsensem. Wiec Y}, dazy do 0 i X}, dazy do punktu, a doktadnie do M
(skoro M jest wewnatrz wszystkich Xp).

LEMAT 5 Twierdzenie o trojlistku - Dany jest trojkat ABC' , dwusieczna
kata A przecina okrag opisany w punkcie D. Srodek okregu wpisanego oznaczmy
1, a dopisanego(i stycznego do boku BC) J. Punkty B, I,C,J leza na jednym
okregu o §rodku w D.

Dowdd: Kat BAC oznaczmy «. Analogicznie zdefiniujmy S i y

/DBI =/DBC+ /CBI =a/2+ /2

LIDB = =, wiec trojkat DBI jest rownoramienny(DI = DB). Analogicznie
DI = DC. Pozostaje zauwazy¢, ze IBJ = ICJ = 7/2 co implikuje teze.

Teraz przedstawie moja kolekcje 6 dowodow twierdzenia Leibniza.

Twierdzenie 1 (Leibniz) Suma kwadratéw odlegtosci dowolnego punktu P od
wierzchotkow trojkgta jest rowna sumie kwadratow odlegtosci wierzchotkow od
Srodka masy trajkgta i potrojonego kwadratu odlegtosci punktu P od $rodka ciez-
kosci. Dowiode uogdlnienie tego twierdzenia: suma kwadratow odlegtosci dowol-
nego punktu P od wierzchotkow n-kqta X, jest réwna sumie kwadratow odlegto-
Sci wierzchotkow od srodka ciezkosci jednakowych mas umieszczonych w wierz-
chotkach wielokqta i n-tej wielokrotnosci kwadratu odlegtosci punktu P od tegoz
Srodka ciezkosci.

Przez M bede oznaczac srodek ciezkosci jednakowych mas umieszczonych we
wierzchotkach X3

Dowdd 1 (S. Stobodianiuk) Oznaczmy wierzchotki X jako A; A, ... A, Roz-
patrzmy prosta, [ przechodzaca przez M. Oznaczmy Hj rzut prostokatny Ay na
[. Narysujmy dowolny okrag g o srodku w M, promieniu r oraz srednicy DF
gdzie D lezy na . Niech V;, = A, D? — A, E?
Vk = fv{kD2 - flk;f?2 = (HkM - ?")2(HkM + ’r‘)2 = —4THkM Jeéll Hk 162}/ na
poélprostej OD
Vi = H,D? — HyE? = (HyM + r)?(HpyM — r)? = 4rH;, M jesli Hy, nie lezy na
polprostej OD
Dla punktu P oznaczmy

f(P,X1) =) AP
k=1

n

F(D.X0) — F(E,X1) =Y Vi = 4r| Y M|
k=1 k=1



na podstawie Lematu 1:

MH, =10

=1

b

co oznacza, ze f(D,X;) = f(E, X;)
Na podstawie Lematu 2:
f(DaXl) + f(E7X1) = 2.]C(D7)(1) = 2(77/742 + f(MaXl))
co konczy dowod twierdzenia.
Dowdd 2 (S. Stobodianiuk) Wykorzystujac tozsamosé (1) z Lematu 4

k—1

F(P,X1) = f(P,Xp)+ )Y,

i=1
gdzie k — oo oraz to ze X}, degeneruje sie do punktu M otrzymujemy

k—1
f(P,X1) =nPM>+ )Y,

i=1

Podstawiajac P = M otrzymujemy ze suma kwadratow odleglosci wierzcholkow
od M

a wiec f(P, X1) = nPM? + f(M).

Dowdd 3 (S. Stobodianiuk) Indukcja ze wzgledu na liczbe wierzchotkow X .
Dla n = 2 (zdegenerowany “dwukat”) otrzymujemy wzor na mediane. Zalézmy,
ze dla n < k udalo nam sie dowies¢. Jesli k£ = 2z to podzielmy wierzcholki X3
na dwa zbiory o mocy z i niech to beda wielokaty X, i X . Rozwazmy f(P, X,)
oraz f(P, Xp). Oznaczmy srodek ciezkosci mas umieszczonych we wierzchotkach
X, jako M,. Analogicznie zdefiniujmy M.

M jest srodkiem odcinka M, M, dlugosci 2z. Na mocy zalozenia indukcyjnego
marny: f(M<L7Xa)+xPM3+f(Mb7Xb)+xPMbQ = f(P7 Xa)+f(Pa Xb) = f(P)
Przeksztalcajac i wykorzystujac wzor na mediane

f(P) = f(Ma, Xa) + f(My, Xp) + 2(PM + PM;) =

F(Ma, Xo) + f(My, Xp) + 22(2* + PM?) =
(f(Mgy, X)) + 222) + (f(My, Xp) + 22?) + 22PM? =
f(M, X))+ f(M, X}) +20PM? = f(M) + 20PM?

Jesli Xy ma nieparzysta liczbe wierchotkéw 2z — 1, to nalezy dodaé jeden wier-
chotek A pokrywajacy sie ze srodkiem ciezkosci catego uktadu (wtedy M sie nie
zmieni i bedziemy mogli zastosowaé powyzsze rozumowanie). Podzielmy otrzy-
mane wierzchotki na dwa podzbiory niech a + A i b. a ma x — 1 elementow b



jest mocy z. niech M, to srodek ciezko$ci mas w punktach zbioru A + a, M, to
srodek ciezkosci b. Podobnie jak wyzej

f(P,X1)+PA? = f(My, Xo)+AM>+ f(My, X)) +(x—1)PM>+PM?+2P M}

f(My, Xo)4+AM? +22(22+ PM?) = f(M, X,) + AM? + f(M, X}) +20PM? =
f(M, X))+ AM? 4 22 PM?

Biorac pod uwage, ze AM? = 0 oraz PA? = PM? mamy f(P, X;) = f(M, X1)+
(22 —1)PM?

Dowod 4(I. Kushnir) jest przeprowadzony dla trojkata. Oznaczmy @ rzut P
na $rodkowa. Niech kat /P M A mniejszy rowny 7. Z trojkatow PAM i PM M :

PA? = PM? + AM? — 2AM - MQ

PM? = PM? + MM? + 2MM? - MQ. Mnozac druga réwno$é na 2 i doda-
jac do pierwszej, pamietajac, ze 2M M; = AM otrzymujemy PA? + 2PM? =
3PM? + AM? +2MM32. Ale PM to $rodkowa trojkata BPC, a M M; to $rod-

kowa BMC'. Stosujac wzér na srodkowa otrzymujemy:
M2 — 2(PB?+PC?)—BC?
Posio oL Mooy

1
MM2 — 2(MB?*4+MC?)—BC?
2=

1

Wiee: PA2 + PB2 + PC? — BSZ — 3PM2 + M A% + MB? + MC? — B o
koticzy dowdd.

Dowdd 5 Wynika to bezposrednio z twierdzenia Steinera dla momentu bez-
wladnosci: Moment bezwladnosci bryty sztywnej wzgledem dowolnej osi jest
réwny sumie momentu bezwladnosci wzgledem osi réwnolegtej do danej i prze-
chodzacej przez $rodek masy bryty, oraz iloczynu masy bryly i kwadratu odle-
glosci miedzy tymi dwiema osiami, co mozna wyrazi¢ wzorem:

I=1I,+md?

Iy — moment bezwtadnosci wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy
I — moment bezwtadno$ci wzgledem osi réwnoleglej do pierwszej osi
d — odlegto$é miedzy osiami
m — masa bryty.
Jesli zamiast bryly rozwazymy punkty w ktorych sa umieszczone masy 1 to
otrzymamy uogoélnione twierdzenie Leibniza.

Dowdd 6 (S. 1. Zetel)

Niech P bedzie dowolnym punktem i G $rodkiem ciezkosci trojkata ABC.
Oznaczmy przez A1, By, Cy spodki prostopadlych opuszczonych z wierzchotkow
A, B,C na prostyg PG. Z trojkatow PAG, PBG, PCG mamy:

PA? = PG? + AG? — 2PG - GA,
PB? = PG? + BG + PG - GB;
PC? = PG? + CG? + 2PG - GC;

Poprowadzmy przez G prostg prostopadia do PG i opusémy na nig z wierz-
chotkow trojkata prostopadle AA’, BB',CC’'. Wowczas A’A = GA;,B'B =



GB1,C'C = GC4. Na podstawie twierdzenia o siecznych przechodzacych przez
srodek ciezkosci mamy GA; — GB; — GC; = AA' — BB’ —CC’' =0
Tak wiec PA? + PB? + PC? = 3PG? + AG? + BG? + CG?

Nie sposob nie wspomnie¢, ze to twierdzenie pozwala na efektywne (i efektowne)
obliczanie odlegtosci szczegdlnych punktow od srodka ciezkosci. Sztandarowym
przyktadem jest wzor na odlegtos¢ pomiedzy $rodkiem okregu opisanego O, a
srodkiem ciezkosci M. Z twierdzenia Leibniza mamy bowiem

3R? = AO? + BO? + CO? = (a®> + b* + ¢*) /3 + 30M?

a wiec

OM? =R? — (a®* + V> + ) /9
Podobnych przyktadéw mozna podaé bardzo duzo, co zostato tez zrobione przez
ludzkosé, wiec nie bede sie tym szczegdlnie zajmowal. Pozwole sobie jedynie za-
uwazy¢, ze szczegblne punkty sa nie tylko w trojkacie, ale rowniez w czworokacie

wiec podobny, zwiezly wzér mozna wyprowadzié dla cyklicznego czworokata:
AR2 — a’+b*+c>+d’+AC?+BD? _ 40M?2

1
gdzie a, b, ¢, d to dtugosci bokéw czworokagta ABCD, O jest srodkiem okregu
opisanego, M $rodkiem ciezkosci jednakowych mas umieszczonych we wierzchot-
kach.

Twierdzenie 2 (Slobodianiuk) Dany jest tréjkgt o bokach 1 oraz n. Jesli
Srodek ciezkosci tego trajkgta lezy na okregu wpisanym to dlugosé trzeciego boku

e 5+5n%—6n
wYraza Sie wzorem B 1) 14T

Dowdd:

Najpierw przypomne znany fakt. Dany jest trojkat ABC, niech a, b, ¢
to boki odpowiednio lezace naprzeciwko wierzchotkow A, B i C. Jesli A’, B’
i C’ to punkty stycznosci okregu wpisanego odpowiednio do bokéw a, b, ¢ to
A'B = ¢te=t B/C = ath=c (/4 = btema,

Oznaczmy dlugoscé trzeciego boku danego w zadaniu tréjkata przez k, po-
nadto, niech I to srodek okregu wpisanego, r to jego promieri, a M to srodek
ciezkosci trojkata. Jako, ze srodek ciezkosci lezy na okregu wpisanym jest réwno-
wazne mozna potozyé I'M = r, ponadto mozemy zapisaé Twierdzenie Leibniza
PA%? + PB? + PC? = 3PM? + M A% + MB? + MC? dla P = I. Pozwoli nam
to uzyskaé

TA? +IB* 4+ 1C? =3r> + MA? + MB? + MC? (%)
. Ale TA? =2+ AC"?,IB? = r?> + BA?, IC? = v + CB’ A wiec uwzgledniajac
(*) 1 powyzsza rOWnos¢
TA> +IB? +IC? = 3r* + AC” + BA” + CB"? = 3r* + MA®> + MB* + MC”.
Przeksztalcajac rownowaznie i uwzgledniajac, ze M A2+M B2 +MC? = %
oraz wykorzystujac fakt zaprezentowany na samym poczatku otrzymujemy:

5(a% + 0% 4+ %) = 6(ab+ bc +ca)  (x%)



Powyzsze rownanie mozna sprowadzié, przeksztalcajac réwnowaznie i przyjmu-
jaca=1,b=mn,c=k, do postaci

5(1+n?) —6n—6(n+ 1)k +5k%*=0
co z kolei mozna sprowadzié¢ do

N 6n)_9. T 6. 3tk 3(ntl) g2 _
V(B5(1+n2) —6n) —2-1/5(1 +n2) — 6n ¢5(1+n2)_6n+(\/5(1+n2)_6n k)? =

2 3(n+1) 2 _
Hl e =)
A wiec

3(n+1) 3(n+1)
= k)? = k( = )
V5(1+n2)—6n 5(1+n?) — 6n
Pierwiastkujac obustronnie to réwnanie i upraszczajac otrzymujemy teze.

Mozna pokusié¢ sie o podobne obliczenia dla tréjkata prostokatnego, w kto-
rym $rodek ciezkosci rowniez lezy na okregu wpisanym czego efektem bedzie:

(v/(5(1 +n2) —6n) — 2 _ 5

Twierdzenie 3 (Slobodianiuk) Dany jest tréjkqt prostokatny o przeciwpro-
stokgtnej ¢ dtugosci jeden. Ponadto Srodek ciezkosci lezy na okregu wpisanym.

_g.2=V3 ., a4 _
Vi1-8258 44
2

Dowdd: Podstawiajac w (**) ¢ = 1 oraz uwzgledniajac, ze a® +b* = 1 otrzymu-
jemy

Wtedy jedna z dtugosci przyprostokagtnych wynosi

10=6(ab+a+0)

dodajac obustronnie 3 otrzymujemy
13 = 3(a® + b®) + 6ab + 6(a + b)13 = 3(a + b)*> + 6(a + b)
Jest to rownanie kwadratowe gdzie niewiadoma jest (a+b
pierwiastkiem tego rownania jest % —1. A wiec (a+)

(a+b)2:a2+b2+2ab:1,—36—%Wch2ab:8-2_33

Zatema—b:\/m:\/@
(a=b)+(atd) _ \/@Jr%ﬂ
2 - 2

Twierdzenie 4 (Ceva) Dany jest trdjkat ABC oraz punkty A’, B’ i C' lezgce
odpowiednio na BC, CA i AB. Réwnosé f{“c/ . gi : é,(’;; =1 zachodzi wtedy i
tylko wtedy, gdy trzy proste AA’, BB’ 1 CC’ sq wspdtpekowe.

=

. Jedynym dodatnim
4
5 1.

Zatem a =

Dowad:
f% . ga . é% =1= AA’, BB’ i CC’ sa wspoblpekowe.
Niech gfs’c/ = %, g,‘% = y. Jedli umiedcimy masy z, y, 1 odpowiednio w

punktach A, B i C to $rodek ciezkosci calego uktadu znajduje sie jednoczesnie
na AA’ oraz BB’, a wiec na ich przecieciu M. Srodek ciezkosci punktow A

i B oznaczmy D. 4B = L. A wiec srodek ciezkosci calego ukladu znajduje



sie rowniez na C'D co implikuje, ze M nalezy do CD. BA'/A'C x CB'/B'A
AD/DB =1 a wiec D =C".

Wspolpekowosé AA’, BB 1 CC' = ﬁ,‘g . ga . é% =1 ,

Punkt przeciecia prostych oznaczmy M, niech g% = %1 /x, g,‘% =1y. Wiec
M jest $rodkiem ciezkosci mas x,y, 1 umieszczonych odpowiednio w punktach

A,B,C. M lezy na CC" wiec C' jest srodkiem cigzkosci A i B co implikuje

/ . . .
é% = ¥ co koriczy rozwigzywanie zadania.

. . . . !’ ! !
Twierdzenie 5 (Gergonne) Przy oznaczeniach jak wyzej ﬁ,j\ng %g{ %,Jg =

1

Dowdd: Tstotnie, M jest srodkiem ciezkosci mas 1 1 (x + y) umieszczonych

’ !
odpowiednio w punktach C' i C” wige <2 = 2 o wiee L& = CMEMC —

1
zty+1 MO 1 somin MA” . x  : MB' _ _y
=, ostatecznie & = 47 Analogicznie 35 = 77 1 5 = 9T

Ostatecznie
c'M  AM BM 1 T Yy

_ —1
CC TAATBE riytrl siytl ziyil

Twierdzenie 6 o minimalnosci sumy kwadratow odlegtosci punku Lemoine’a
od bokow trojkagta.

Dowdd: Dla dowodu wykorzystam twierdzenie o tréjkacie spodkowym Lemo-
ine’a, ktore orzeka, ze punkt Lemoine’a trojkata ABC jest jednocze$nie $rod-
kiem ciezkosci trojkata utworzonego ze spodkéw rzutéw prostokatnych tegoz
punktu na boki trojkata ABC Oznaczmy punkt Lemoine’a jako L, a Ly, Ly i
L. to rzuty prostokatne L odpowiednio na BC, CA i AB. Niech P to dowolny
punkt, odmienny od L. Analogicznie oznaczmy P,, P, i P.. Wtedy mamy:

PP?=PL? - L,P?
PP} = PL} — L\P}
PP?=PL? - L.P?
Sumujac te wyrazenia otrzymujemy
PP? + PP} + PP?=PL2 — L,P? + PL} — L,P? + PL? — L.P? =
PL? + PL} + PL? — (L, P? + L,P} + L.P?)

co, biorac pod uwage twierdzenie Leibniza i faktu, ze L jest srodkiem ciezkosci
LoLyL., jest réwne

LL? + LLy+ LL? 4+ 3PL* — (L,P? + LyP? + L.P?)

Zauwazmy ze LP > L,P,, LP > LyP,, LP > L.P., przy czym réwnos¢ nie
moze zachodzi¢ we wszystkich przypadkach. A wiec wyrazenie W = 3LP? —
(Lo P? 4+ LyP? + L.P?) jest dodatnie.

PP2 4+ PP? + PP> = LL? + LL} + LL?> + W

co implikuje teze.
Naturalna kontynuacja powyzszego rozumowania jest



Twierdzenie 7 (Stobodianiuk) Dla punktu P suma kwadratéw odlegtosci od-
bokow wielokqgta jest najmniejsza wtedy i tylko wtedy, gdy P jest srodkiem ciez-
kosci jednakowych mas umieszczonych w spodkach rzutéw prostokgtnych P na
boki wielokgta.

Dowdd: Oznaczmy wierzchotki wielokata A; ... A,. Niech P bedzie punktem
dla ktorego > 1, PP? przyjmuje minimum, gdzieP; to rzut P na bok A;A;11
(przyjmijmy, ze A,1 = A1).

", PP? jest minimalna = P jest srodkiem mas umieszczonych w P;.

Oznaczmy P; rzut P na bok A;A;+1. Rozwazmy dowolny punkt P’ rozny od
P. analogicznie oznaczmy P/. Wtedy >, P'P? > Y | P'P* > " | PP?
P, a wiec Z?zl X P? przyjmuje minimum gdy X = P, wiec positkujac sie
Twierdzeniem Leibniza, stwierdzamy, ze zachodzi pozadana implikacja. Po-
zostaje dowiesé, ze jesli P jest $rodkiem ciezko$ci mas umieszczonych w P; to
", PP? jest minimalna. Z tw. Leibniza .., P'P? = nPP?Y "  PP?.
PP' > PiPi przy czym réwno$¢ nie zachodzi dla wszystkich 1.y, P'P/? =
S P'PE N0  P'P? = 3" PP?+nPP,— " PP?. Wyrazenie
nPP? — " | P'P/? jest dodatnie co koniczy dowod w druga strone.

Twierdzenie 8 (Johnson) Dany jest tréjkgt ABC i punkty A’, B', C' odpo-
wiednio na bokach BC, CA i AB takie, Ze é% = ﬁ,‘g = g,BC:. Wtedy $rodek
ciezkosci A'B'C’ pokrywa sie z $rodekiem ciezkosci ABC

Dowdd:
Niech é% = %. Umie$émy w kazdym wierzchotku ABC po dwie masy war-

tosci p i g. Srodek ciezkosci masy p we wierzchotku A i masy ¢ z wierzchotka B
znajduje sie w C’. Analogicznie srodek ciezkosci masy p z wierzchotka B i masy
q z wierzchotka C znajduje sie w A’, a Srodek ciezkosci masy p z wierzcholka
C' i masy g we wierzchotku A znajduje sic w B’. Jako, ze $rodek ciezkosci nie
zmienia si¢ niezaleznie od sposobu jego wyznaczania to wnioskujemy, ze srodek
ciezkosci A’ B'C’ pokrywa sie z $rodkiem ciezkosci ABC.

Teraz zaczyna sie ciekawsza czes¢ mojej pracy. Dla porzadku przypomne
bez dowodu

Twierdzenie 9 (Wielkie Twierdzenie Ponceleta) : Dany jest okrag Oy oraz
okrag Oz lezgey w jego wnetrzu. Niech Ay bedzie dowolnym punktem na okregu
Oq, za$ Az, Az ... takimi punktami na O1, Ze dla kazdego I prosta A;A;41 jest
styczna do okregu Oo oraz A; nie rowna sie A;1o. Analogicznie okreslmy punkty
B;. Wowczas, jesli dla pewnego n zachodzi A, = Ay to réwniez B, = Bj.

Wprowadzmy pojecie bicentrycznego wielokata (ang. Bicentric polygon), ktore
bedzie oznaczalo, ze dany wielokat jest wpisany w okrag O; i jednoczes$nie opi-
sany na okregu Os, bedziemy moéwié, ze okregi O; i Oy generuja bicentryczny
wielokat. Warunkiem wystarczajacym i niezbednym do istnienia bicentrycznych
wielokatow generowanych przez O; i Oy jest odpowiednia odleglo$é pomiedzy
srodkami O; i Os, ktora mozna wyrazi¢ przez ich promienie(przypis). Z WTP
wynika, ze jesli istnieje bicentryczny wielokat to dla kazdego punktu A na O;



istnieje bicentryczny wielokat generowany przez O i Oy majacy wierzchotek w
A.

Twierdzenie 10 (Tabachnikov, Schwartz) Dane sq okregi Oy i Oz. Srodki
ciezkosci jednakowych mas umieszczonych we wierzchotkach bicentrycznych wie-
lokgtow generowanych przez O1 i Oy leZg na jednym okregu.

Dowdd przeprowadzony przeprowadzony przez Tabachnikova i Schawartza
jest analityczny. Podam kilka przypadkéw udowodnionych przeze mnie meto-
dami czysto geometrycznymi.

Dowdd dla trdjkgta: Wezmy dowolny trojkat ABC. Diugosé promienia i §ro-
dek okregu wpisanego to odpowiednio r oraz I, a sam wpisany okrag oznaczmy
jako O, dlugo$¢ promienia i srodek okregu opisanego to R oraz O, przez O;
bedziemy oznaczaé¢ okrag opisany. Przypomne znane twierdzenie Feuerbacha,
ktore orzeka, ze odleglto$é pomiedzy srodkiem okregu Feuerbacha a srodkiem
okregu wpisanego jest rowna R — 2r (okrag Feuerbacha jest zawsze styczny do
okregu wpisanego). A wiec $rodek okregu Feuerbacha lezy na okregu o srodku
I oraz promieniu R — 2r(rys.1).

Okrqgg Feuerbacha jest zazna-
CzZONY MNa CZerwono a jego
Srodek mna niebiesko.  Okrqg
na ktorym znajdujg sie srodki
okregow Feuerbacha wszyst-
kich  bicentrycznych wielokq-
tow generowanych przez Oq
i Og zaznaczony jest kolorem
zielonym.

Rozwazmy dwa trojkaty generowane przez O1 i Os, ktore sg symetryczne wzgle-
dem prostej IO (rys.2)



Srodki okregéw Feuerbacha
sq dla symetrycznych trdj-
kgtow sqg zaznaczone na
czerwono. Okrgg gamma
zaznaczony jest na zielono.

Srodki okregéw Feuerbacha dla kazdego z nich leza na prostej OI. A wiec te
srodki sg §rednica okregu na ktorym leza srodki okregdéw Feuerbacha wszystkich
innych trojkatow generowanych przez O; i Oy. Okrag ten nazwijmy ~. 7 wla-
snosci prostej Eulera wiemy, ze §rodek ciezkosci trojkata dzieli odcinek taczacy
srodek okregu Feuerbacha z O w stosunku 1 : 2 wiec, jako ze punkt O jest jed-
nakowy dla wszystkich trojkatéw generowanych przez Op 1 Oa, $rodki ciezkosci
trojkatow generowanych przez O1, Os tworza okrag ktory jest obrazem gamma
w jednokladnosci o srodku O i skali 2/3 (rys.3)



rys. 3

Srodek ciezkosci trijkata  zazna-
czony na zielono.  Srodek okregu
Feuerbacha ma kolor czerwony, a
niebieskim  punktem jest $rodek
okregu opisanego. Okrgg czerwony
zawnera wszystkie punkty Feuerba-
cha trojkgtow generowanych przez
okregi O1 i Os.  Okrgg zielony
zawiera wszystkie $rodki  ciezko-
Sci trajkgtow generowanych przez
okregi O1 i Oo

Dowdd dla czworokgta: Niech beda dane dwa okregi O i Oy ktore generuja
nieskonczong ilo$é¢ bicentrycznych czworokatéw. Przypomne dwa znane fakty:

1.Przekatne wszystkich bicentrycznych czworokatéw generowanych przez Oq
i Oy przecinaja sie w jednym punkcie(ang. Limiting point)

2. Twierdzenie Newtona orzeka, ze odcinek laczacy srodki przekatnych bi-
centrycznego czworokata generowanego przez Op i Oy zawiera srodek okregu

wpisanego.

Na mocy lematu 3 i faktu 1 srodki przekatnych czworokatéw generowanych
przez O1 i O lezg na jednym okregu ktory nazwiemy « (rys.4)

rys.4

Wiec odcinek taczacy srodki przekatnych to cieciwa okregu «, ktéra na mocy
faktu 2 przechodzi przez pewien staly punkt, wobec czego $rodek odcinka ta-
czacego Srodki przekatnych dowolnego czworokata generowanego przez O i Oq
lezy na pewnym okregu niezaleznym od wyboru czworokata (rys.5)



\ rys.b

Narzuca si¢ pytanie jak zachowuja sie inne szczegélne punkty tréjkata w kon-
figuracji Ponceleta. Bezposrednio z faktu, ze srodek ciezkosci trojkata zatacza
okregi otrzymujemy podobne zaleznosci dla:

- ortocentrum: majac w pamieci znany fakt orzekajacy, ze odcinek HO
(H - ortocentrum, O - érodek okregu opisanego) jest dzielony przez srodek
ciezkosci M w stosunku 2 : 1, nalezy rozwazy¢ jednokladnosé o srodku w O
przeksztalcajaca M na H.

- punktu Nagela: tym razem z pomoca przychodzi analogiczny znany fakt
orzekajacy, ze odcinek Nal (Na - punkt Nagela, I - srodek okregu wpisanego)
jest dzielony przez M w stosunku 2 : 1, nalezy wiec rozwazy¢ jednoktadnosé o
srodku w I, przeksztalcajaca M na Na.

A wiec ortocentra i punkty Nagela wszystkich trojkatow generowanych przez
dwa wybrane okregi tworza okregi o promieniu 2(R — 2r) (trzy razy wiekszym
niz okrag utworzony ze §rodkow ciezkosci).

- $rodka ciezkosci drucianej ramki trojkata (masy rownomiernie roztozonej na
krawedziach): z listopadowej Delty z 2011 roku dowiadujemy sie, ze $rodkiem
ciezkosci obwodu tréjkata jest srodek okregu wpisanego w trojkat utworzony
przez srodki jego bokéw. Niech Sp to srodek okregu wpisanego w trojkat utwo-
rzony przez $rodki jego bokow. Nalezy wiec rozwazy¢ jednoktadnos$é o érodku
1, przeksztalcajaca M na Sp.

Okazuje sie, ze podobne wlasciwosci maja tez inne punkty trojkata, niezwia-
zane bezposrednio ze $rodkiem ciezkosci(chyba)!

Twierdzenie 11 (Stobodianiuk) Dane sq okregi O1 i Oy. Srodki okregéw



dopisanych wszystkich bicentrycznych tréjkgtéow generowanych przez O1 i Os
lezg na jednym okregu o promieniu 2R

Dowdd: Tstotnie, oznaczmy litera D punkt przeciecia dwusiecznej kata BAC z
okregiem opisanym réznym od A. Ponadto niech I to srodek okregu wpisanego,
J dopisanego. Z twierdzenia o trojlistku mamy ze DI = DB = DC = DJ.
Laczac ten fakt ze wspolliniowoscia I, D, J (te punkty leza na dwusiecznej)
widzimy, ze J jest obrazem punktu D w jednokladnosci o srodku I skali 2/1 co
daje teze.

Twierdzenie 12 (Slobodianiuk) Dane sq okregi Oy i Os. Trojkgt ABC jest
wpisany w Oy, opisany na Oy. Srodek Oy to I. Dwusieczne kgtow ABC oraz
BCA przecinajg boki b oraz ¢ odpowiednio w punktach D oraz E. Prosta DE
przecina okrqg O1 w punktach F oraz G. Wtedy Srodki okregéw opisanych na
tréjkgtach IDE lezg na okregu o Srodku I i promieniu 2R (rys. 6).

Dowdad:

Oznaczmy przeciecie BD z O jako D’. Przeciecie CE z O to E'. Na
mocy twierdzenia o tréjlistku okrag opisany na trojkacie CIA ma srodek w D’.
Nazwijmy ten okrag o. Okrag opisany na [FE nazwijmy (. Prosta CA jest
prosta potegowa O; i «, prosta F'G jest prosta potegowa O, i 5. Jako ze proste
potegowe trzech okregéw przecinaja sie w jednym punkcie widzimy, ze prosta
potegowa « i 8 powinna zawiera¢ punkt wspolny tych okregow, czyli I oraz
punkt przeciecia F'G i AC czyli D. A wiec prosta ID jest prosta potegowa
a i B, co oznacza, ze «, 3, ID przecinaja sie w jednym punkcie X. Jako ze
IX jest srednicg o to D’ potowi odcinek IX. Analogiczine definiujemy punkt
Y i, ze wzgledu na symetri¢ rysunku, wnioskujemy, ze E’ polowi IY. A wiec
E'D = % Popatrzmy teraz na okrag O;. Kat oparty na F'D’ ma miare
ZBTJFC. Teraz zauwazmy, ze /XY = m — LBTJFC. A wiec kat oparty na XY
w okregu 8 ma ta sama miare co kat oparty na E'D’ w okregu O;. Jako, ze
2-E'D' = XY widzimy, ze 8 jest dwa razy wiekszy od O;. Oznacza to ze
odlegltos¢ punktu I od srodka okregu g zalezy tylko od promienia O; i jest dwu-
krotnie od niego wieksza co implikuje teze.



, ze odcinek IZ ma dlugosé¢ 2R.

W geogebrze sprawdzitem, ze cala plejada punktow szczegdlnych trojkata ma
podobne wtasnosci, w konfiguracji Ponceleta porusza sie po okregu, badz elipsie.
Planuje znalez¢ jak najwiecej elementarnych dowodow tych faktow. Analogiczne
badania mozna tez prowadzi¢ na bicentrycznym czworokacie, co tez zamierzam
uczynic.



