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1 Wstep

Punktem wyjscia dla naszych rozwazan jest klasyczne rownanie Pitagorasa zwiazane
z trojkatem prostokatnym
2, .2 _ 2
Yyt =2 (1)

Dobrze znane jest jego rozwigzanie w liczbach calkowitych x = 3, y =41 2 = 5.
Oczywiscie, zmiana znaku przy kazdej z tych liczb nie wptywa na poprawnos¢ rowna-
nia (1). Podobnie, zamiana x oraz y nie zmienia poprawnosci tego réwnania. A zatem
to jedno rozwiazanie, odpowiada tak naprawde az 16 ré6znym rozwiazaniom. Zaintry-
gowalo nas pytanie, czy rownanie Pitagorasa ma istotnie inne rozwigzania w liczbach
caltkowitych. Szybko odnalezliémy pojecie tréjek pitagorejskich i dowiedzielidémy sie,
ze jest ich nieskonczenie wiele. W pierwszej czesci naszej pracy przedstawiamy geo-
metryczny sposob znajdowania tréjek pitagorejskich.

Druga czesé pracy zwiazana jest z uogdlnieniem réwnania (1) na wyzsze potegi.
Takie uogdélnienie, dla n > 3, nosi nazwe réwnania Fermata:

"yt =" (2)

Okazuje sie, i to bylo dla nas zaskoczeniem, ze rownanie Fermata nie ma nietry-
wialnych (to znaczy takich, ze z # 0 1 y # 0) rozwiazan w liczbach catkowitych.
Jeszcze bardziej zdziwita nas informacja, ze problem nieistnienia takich rozwiazan,
zostal rozstrzygniety dopiero bardzo niedawno, bo w 1994 roku, przez Andrew Wi-
lesa. Druga cze$¢ naszej pracy poswiecona jest... rozwigzaniom réwnania Fermata.
Zamiast liczb catkowitych postugujemy sie jednak macierzami takich liczb. Ale po
kolei.

2 Troéjki pitagorejskie, czyli uzycie kota

Réwnanie (1) przeksztatcimy do réwnowaznego réwnania

-+t =1 (3)
Podstawiajac p = x/z 1 ¢ = y/z mozemy zapisaé
P +¢=1, (4)

a to jest rownanie okregu jednostkowego. Zauwazmy, ze jesli x,y, z sa liczbami cal-
kowitymi, to p, ¢ sa liczbami wymiernymi. Czyli, jesli réwnanie (1) ma rozwiazanie



w liczbach calkowitych, to réwnanie (4) ma rozwiagzanie w liczbach wymiernych.
Réwniez na odwr6t. Jesli p i ¢ sa wymiernymi rozwiazaniami réwnania (4), to za-
(&

pisujac p = 7 i ¢ = § i podstawiajac x = ad, y = cb i z = bd dostajemy catkowite
rozwiazanie rownania (1). Reasumujac, wykazaliémy nastepujaca zaleznosé.

Twierdzenie 2.1. Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé miedzy rozwigza-
niami réwnania (1) w liczbach calkowitych i rozwigzaniami réwnania (4) w liczbach
wymiernych.

To twierdzenie byloby bezuzyteczne gdybysmy nie potrafili wyznaczy¢ punktow
wymiernych na okregu jednostkowym. Ale potrafimy. I wlasnie teraz pokazemy jak
to zrobid.

Rysunek 1: Okrag jednostkowy przeciety prosta

Na rysunku 1 zaznaczono punkt A = (1,0) oraz pewna prosta. Réwnanie tej
prostej jest (w ukladzie wspolrzednych p, q) postaci

g=ap—a

dla pewnej liczby a, gdyz prosta ta przechodzi przez punkt A. Fundamentalny dla
naszych rozwazan jest nastepujacy fakt.

Twierdzenie 2.2. Jesli wspolczynnik kierunkowy prostej ¢ = ap — a jest liczbg
wymierng, to wspdlrzedne punktu B # A, w ktérym ta prosta przecina okrgg jed-
nostkowy sqg réwniez liczbami wymiernymi.

Dowdd. Wyliczymy wspdirzedne punktu przeciecia prostej z okregiem. Mamy uktad

réwnan
g = ap—a
P+q¢ =1

Podstawiajac ¢ do drugiego réwnania dostajemy po przeksztalceniach

(1+a*)p* —2d%*p +a*> —1=0. (5)



Wiemy, ze jednym z rozwiazan tego rownania jest p = 1, bo prosta i okrag na pewno
przecinajg sie w punkcie A. Z kolei, jesli p1, ps sa rozwiazaniami rownania, to ze
wzoréw Viete’a mamy

a?—1

pip2 = m-

a zatem drugim (poza p; = 1) rozwiazaniem réwnania (5) jest liczba pa = g;;i Ta
liczba jest pierwszg wspolrzedna punktu B. Druga wspélrzedna wyliczamy z réw-

nania prostej

—2a
=aps—a=———.
4= apz a’?+1
Zatem para liczb wymiernych
a?—1 . —2a
= 1 = —_—
P= 2 1= 2

jest rozwiazaniem réwnania (4). Co wiecej kazde rozwiagzanie wymierne tego row-

nania jest tej postaci dla pewnej liczby wymiernej a. Wynika to z faktu, ze prosta

przechodzaca przez dwa punkty wymierne ma wymierny wspolczynnik kierunkowy.
7 twierdzenia 2.1 wynika, ze liczby

z=a’-1, y=-2a, z=a*+1 (6)

sa, dla catkowitych wartoéci a rozwigzaniami rownania Pitagorasa, czyli tworzg tréj-
ke pitagorejska.

Whiosek 2.3. Istnieje nieskoriczenie wiele trojek Pitagorejskich. Sq one parame-
tryzowane przez rézne wartosci catkowitego parametru a.

Przyktad 2.4. Podstawiajgc w (6) a = 2 dostajemy v = 3, y = —4, z = 5, czyli
(z dokladnosciq do znaku i kolejnosci) podstawowe rozwigzanie réwnania Pitagorasa.
Z kolei, dla a = —5 dostajemy x = 24, y = 10, z = 26. Dzielgc przez 2 mamy

r=12, y=5, z=13.

A to jest inne, dobrze znane rozwigzanie réwnania Pitagorasa w liczbach catkowitych.

3 Macierze

Jak juz wspomnieliSmy, w 1637 roku Pierre de Fermat w swoim dziele ,,Arithmetica”
sformulowal twierdzenie, ze réwnanie (2) nie ma rozwiazania w liczbach catkowitych
roznych od zera. Fermat nie podal dowodu tego twierdzenia. Dzieki jego réwnaniu
rozwinal sie dzial matematyki: teoria liczb. Dow6d twiedzenia Fermata zostal po-
dany dopiero pod koniec XX wieku.

Jest to zastanawiajaca historia, bo istnieja przeciez inne réwnania, o ktérych
dobrze wiadomo, ze nie majg rozwiazan. Na przyklad réwnanie

224+1=0

nie tylko nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych, ale nie ma go tez w liczbach
rzeczywistych! Matematycy jednak nie lubig zadan, ktorych sie nie da rozwigzaé.
I to doprowadzito do powstania liczb zespolonych. Liczba urojona i ma wtasnie tg
wlasnosé, ze jej kwadrat jest réwny —1, czyli jest ona rozwigzaniem powyzszego
rOwnania.



W odniesieniu do réwnania Fermata proponujemy w tej pracy jego rozwaza-
nie w jeszcze innym typie obiektéow matematycznych, a mianowicie w macierzach.
Bedziemy je oznacza¢ duzymi literami alfabetu.

Definicja 3.1. Macierzqg wymiaru 2 X 2 nazywamy czworke liczb ustawionych w dwa
rzedy i dwie kolumny:
a b
A= .

W zbiorze macierzy wprowadzamy operacje dziatan, podobnie jak na liczbach
Dodawanie macierzy zdefiniowane jest w naturalny sposéb ,,po wspotrzednych”.

a b e f
Definicja mnozenia macierzy jest nieco bardziej skomplikowana
a b| e f| _
c d g h|

To moze sie wydawaé skomplikowane, jednak definicja mnozenia ,,po wspo6trzednych”
nie doprowadzitaby do niczego istotnie réznego od liczb.

ate b+ f
c+g d+h

ae+bg af + bh
ce+dg cf +dh

Uwaga 3.2. Pierwsza, istotna roznica miedzy mnozeniem liczb i mnoZeniem ma-
cierzy, jest taka, Ze mnozenie macierzy na ogdét nie jest przemienne, tzn. A - B nie
musi byé rowne B - A. Na przyklad, dla macierzy

ia) ooy

19 221 . 23 34
A'B_[zls 50] "B'A_lzn 46]'

mamy

Fatwo mozna sprawdzié, ze mnozenie przez macierz jednostkowa

(s

AT=T1-A=A,

daje
czyli I zachowuje sie tak jak jedynka wérdd liczb. Role zera odgrywa macierz
0 0
-1

A+Z =17

Istotnie, mamy

dla kazdej macierzy A.
Moze si¢ zdarzy¢, i to tez jest istotna réznica w stosunku do liczb, ze mnozenie
dwbch macierzy, ktore sa niezerowe daje macierz zerows. Na przyktad

el le vl e )



Macierze A o takiej wlasnosci, ze mozna dobraé macierz B # Z taka, ze
A-B=Z7
bedziemy nazywaé osobliwymi. Takie macierze mozna tatwo rozpoznac.

b .
nazywamy liczbe

Definicja 3.3. Wyznacznikiem macierzy A = [ CCL d

det(A) = ad — be.

Mamy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.4. Jesli det(A) = 0, to istnieje macierz B # Z taka, ze AB = Z.

a

Dowdd. Niech A = [ c ] . Zalézmy, ze a lub b jest rézne od zera. Wtedy macierz

d

B = l _ab _ab ] spelnia warunki zadania.

W pI‘ZQCiWnym przypadku, dlaa=0b = 0 bierzemy B = [ _Cd _Cd ‘| . L]

W dalszym ciagu bedziemy zajmowaé sie tylko macierzami nieosobliwymi (tzn.
takimi, ktore nie sa osobliwe, czyli, ktérych wyznacznik nie jest réwny zero). Dla
takich macierzy mozna wskaza¢ macierz odwrotna.

a

Twierdzenie 3.5. Niech A = l .

Z 1 i niech t = ad — bc # 0. Niech macierz B

dana bedzie wzorem

| d/t —c/t
B= l bt ajt ] :
Wowczas
A-B=1.
Dowdd. To jest tatwy rachunek. O

Na zakonczenie krétkiej wyprawy w kraine macierzy zauwazmy, ze ograniczajac
sie tylko do macierzy, ktore sa podobne do macierzy I, to znaczy maja niezero-
we 1 réwne wyrazy tylko na przekatnej, odtwarzamy dobrze znane mnozenie liczb.

Konkretnie, niech
a 0 . b 0
A‘[o a] 13_[0 b]’

wtedy



4 Roéwnanie Fermata w macierzach catkowitych
W tej czesci zajmiemy sie réwnaniem
X"+Yr=2", (7)

dla n > 3 i dla nieosobliwych macierzy X,Y, 7. Zaczniemy od przygotowawczej
obserwacji.

Lemat 4.1. Niech A = 01 . Wéwezas A2 = a 0 .
a 0 0 a

Dowdéd. Dowdd polega na pomnozeniu macierzy A przez siebie. O

Nasz gléwny wynik jest nastepujacy.

Twierdzenie 4.2. Réwnanie (7) ma dlan = 4 nieskoriczenie wiele rozwigzarn w ma-
cierzach nieosobliwych o wspélczynnikach catkowitych.

Dowdéd. Nasz dowdd polega na wskazaniu rozwigzan. Niech liczby catkowite x, ¥, z
beda rozwiazaniami réwnania Pitagorasa (1), tzn. liczby te tworza trojke pitagorej-
ska. Wtedy, macierze

01 0 1 01
spelniaja rownanie
Xt+vt=2%

Rzeczywiscie, na mocy Lematu 4.1 mamy np.

2 X 0
Xt - [ v 0 ]
7 tego wynika, ze
2
4 2 2 z= 0
X XX —[ 0 1:2]
Analogicznie i
2.0 220
4 4 _
Y—lOyQ oraz 4~ = ERE
Réwnosé

)
)

22 0 N 2 0| 220
0 a2 0 v | | 0 =z
jest teraz oczywista.

Liczba rozwiazan jest nieskoficzona, bo pokazaliSmy we Wniosku 2.3, Ze jest
nieskonczenie wiele trojek pitagorejskich. O



5 Podsumowanie

Oczywiscie nasza praca nie rozwigzuje problemu szukania rozwigzan w macierzach
catkowitych réwnania Fermata. WskazaliSmy tylko jedna przyktadows rodzing takich
rozwiazan dla konkretnej wartosci wykltadnika n. Mamy nadzieje, ze nasza praca
zainspiruje inne osoby do zajecia sie problemem poszukiwania innych rozwiazan
oraz poszukiwaniem innych ciekawych wtasnosci macierzy.

Nasza praca powstata w czasie zaje¢ w projekcie ,,Laboratorium Twoérczej Mate-
matyki”. Naszymi nauczycielami i mentorami byli panowie Tomasz Szemberg i Da-
niel Wéjcik. Dziekujemy im za pomoc przy tworzeniu tej pracy. Dzigkujemy tez panu
Pawlowi Solarzowi za wprowadzenie do systemu LaTeX.



