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Wstep

Geneza mojego uczestnictwa w konkursie prac matematycznych miata poczatek
w szkole gimnazjalnej. Podczas rozméw z rodzicami wielokrotnie styszatam komentarze
sugerujace, iz w latach, kiedy oni uczeszczali do klas réwnoleglych wiekowo wymagania
z matematyki byly wieksze. Odbieratam ich sugestie jako czynnik mobilizujgcy mnie
do jeszcze wigkszej pracy pogtebiajgcej matematyczng wiedze. Ciekawosé jednak Lwzieta
gore” i chciatam poréwnac stawiane przed uczniami wymagania ~krélowej nauk” z lat
szkolnych moich rodzicéw i obecnie. Wybratam geometrie, moja ulubiona czgs¢ matematyki,
jedng z najwazniejszych dziedzin, ktéra powstata juz w starozytnosci z takimi nazwiskami
jak np. Euklides i Pitagoras. Pierwszy z nich juz w Il w. p.n.e. uporzadkowat dotychczas
poznang wiedze z geometrii. Dzieki uprzejmosci Pani mgr Karoliny Szymskiej, aktualnie
mojej nauczycielce matematyki w liceum, zostaty mi udostepnione dwa zbiory zadan (czesc 1
i czes¢ 2) autorstwa Pani Marii Matek- nauczycielki w Liceum Ogolnoksztatcgcym
im. Jana Zamoyskiego w Warszawie tj.:

1. Matematyka w szkole $redniej. Geometria- zbior zadan- czesé 1. Wydanie z 1993 roku
przeznaczone przede wszystkim dla ucznidéw klas pierwszych szkét érednich.

2. Matematyka w szkole éredniej. Geometria- zbi6r zadani- cze$é 2. Wydanie z 1994 roku
przeznaczone dla ucznidw klas drugich szkét $rednich.

Roczniki wydania tych pozycji mniej wiecej pokrywaja sie z latami, kiedy moi rodzice
pogtebiali wiedze w szkole $redniej. Analizujac w/w zbiory zadan stwierdzitam, iz w czesci 1
na 280 zaproponowanych przez autorke zadan 17 stanowity zadania o najwyzszym stopniu
trudnosci, a w czgsci 2 na 145 zadar byto ich 10. Moja szczegdlng uwage przyciggneto jedno
zadanie. Tres¢ tego zadania w identyczny sposdb przedstawiona zostata w czedci 11 w czesci
2. W czesci 1 zadanie to oznaczone zostato najwyiszym stopniem trudnosci, natomiast
w czesci 2 jako zadanie, ktérego rozwigzanie nie powinno stanowi¢ wiekszego problemu.
To zrdznicowanie skali trudnosci bardzo mnie zainteresowato. Analizujagc przedstawione
dwie metody rozwigzania tego zadania stwierdzitam, Ze faktycznie sposdb rozwigzania
zadania w czgsci 1 wymaga sporej intuicji matematycznej, przynajmniej w poczatkowej fazie
rozwigzania problemu. W czes$ci 2 w rozwigzaniu zadania skorzystano ze wzoru Herona.
Jako poczatkujgca licealistka pierwszy raz ustyszatam o takim wzorze, ale juz od poczatku
miatam wrazenie ze sposob rozwigzania zadania z wykorzystaniem tego wzoru jest duzo
tatwiejszy. Od Pani mgr Karoliny Szymskiej dowiedziatam sie, ze wzér Herona
jest w programie nauczania w klasie 2. Nadmieniam, ze ucze sie w klasie o profilu
biologiczno-chemicznym. Matematyka jest mojg ulubiong dziedzing nauki, ale moje
marzenia i plany skierowanie s3 w strone medycyny. Jako przedmioty w zakresie
rozszerzonym wybratam wiec chemie i biologie, jednak matematyke na egzaminie
maturalnym pragne zdawac réwniez w zakresie rozszerzonym. Zabrzmi to humorystycznie,
ale to od poznania wzoru Herona u$wiadomitam sobie, ie nastat juz moment,
aby nie odwlekajgc w czasie rozpoczgé intensywne pogiebianie wiedzy matematycznej
we wtasnym zakresie. Po akceptacji mojego ambitnego przemyslenia, oczywiscie ,, pomocng
dfori” po raz kolejny podata mi Pani Karolina, udostepniajac swoja prace magisterskg jako
absolwentka Wydziatu Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Jagielloriskiego na temat
~ROZnych dowodéw twierdzenia Pitagorasa”. Ciekawg informacja, o ktérej dowiedziatam
sie z w/w pracy jest miedzy innymi to, ze chociaz twierdzenie Pitagorasa zostato
udowodnione, setki, a nawet tysigce lat temu, to matematycy i inni uczeni, wymyslaja jego
réznorodne dowody. W 1968 roku zostata wydana ksigzka profesora Elisha Scott Loornis’a
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»The Pythagorean Proposition”, ktéra zawiera 367 dowoddéw tego twierdzenia, a niektdre
irodta podaja, ze jest ich wiecej, jednak zdarzajg sig¢ dowody tak podobne, 7e cze$¢ oséb
uznaje je za takie same.

I tak od mojej polemiki z rodzicami w kwestii stawianych wymogéw z matematyki
dawniej i obecnie, poprzez ciekawos¢ i che¢ udowodnienia, 7e s w btedzie oraz od poznania
wzoru Herona zrodzit sie pomyst uczestnictwa w konkursie prac matematycznych.

Dlatego tez w podzigkowaniu Heronowi za wplyw na moje ambitne przemyslenia,
pozwolitam sobie poswieci¢ temu ciekawemu matematykowi i wynalazcy troszeczke wiecej
Czasu i uwagi.

W mojej pracy przedstawitam: kilka faktéw historycznych dotyczacych Herona, dwie
metody rozwigzania zadania, ktére wzbudzito moje zainteresowanie, poprawnos¢
rozumowania dla innych przypadkdéw tréjkata, dwa dowody wyprowadzenia wzoru Herona,
dwa dowody twierdzenia Pitagorasa z wykorzystaniem wzory Herona, twierdzenie
(zagadnienie) Herona, problem Herona, inng metode udowodnienia tezy przyktadowego
zadania oraz wnioski i moje sugestie w podsumowaniu.



Rys Historyczny
»Kilka stéw o Heronie matematyku i dowcipnym wynalazcy”

Zrédta podajg niewiele informacji o tym starozytnym greckim matematyku, fizyku,
mechaniku, wynalazcy i konstruktorze, ktérego najwazniejszym matematycznym odkryciem
jest wzor na pole tréjkata (zwane wtasnie wzorem Herona) oraz wzory na powierzchnie
i objetos¢ innych figur geometrycznych, a takie metoda przyblizonego obliczania
pierwiastkdw. W latach 148 do 30 p.n.e. Rzymianie podbijali kolejno Macedonig, wszystkie
paristwa hellenistyczne. Bodaj jako ostatni Egipt w 30r. p.n.e. Gdyby poszuka¢ w tych czasach
jakiegos przedstawiciela nauk Scistych, to chyba jedynym mozliwym kandydatem bedzie
Heron z Aleksandrii. Stawe i znaczng cze$¢ majatku zawdzieczat swoim osiggnieciom
technicznym. Jest w szczegdlnosci autorem kilku cudéw, jakie serwowali wiernym kaptani
egipscy np. po zakupieniu w Swigtynnym kiosku stosownej wiazki chrustu i po wrzuceniu
jej na Swigte palenisko przed pielgrzymem otwieraty sie (same!) drzwi Swigtyni, ktérych
cztowiek nie byt nawet w stanie poruszy¢. Cud ten jest pierwszym odnotowanym w historii
zastosowaniem maszyny parowej. Podobng maszyne zamontowat Heron w swoim patacu
na Krecie. Stuzyta ona do delikatnego potrzgsania kolumnami co (zwazywszy, ie Kreta
jest terenem nawiedzanym przez trzesienia ziemi) koriczyto zbyt dtugi pobyt gosci w patacu.
Maszyna Herona nie doczekata sie Zadnego rozsadniejszego zastosowania, poniewaz
niedoboru sity fizycznej (dzieki rozwinigtemu niewolnictwu) raczej nie odczuwano.
I z maszyng parowg Herona pozostato tak- wszyscy dzisiaj wiedza, ze zrobit to péttora tysigca
lat pdZniej Watt, bo on zrobit z niej uzytek. Innym osiggnieciem Herona byt automat, ktéry
po wrzuceniu monety nalewat porcje (inng droga niedostepnej) wody Swieconej. Zupetnie
niewyobrazalnym osiggnieciem mechanicznym byt zegar wodny, ktéry mierzyt czas wedtug
przyjetego wowczas obyczaju i przez caty rok, zaréwno dzien, jak i noc, byty dzielone
na 12 godzin. Mimo, ze rdinice w dtugosci trwania dnia i nocy w niskich szerokoéciach
geograficznych s3 mniejsze niz np. u nas, to jednak zbudowanie mechanizmu reagujacego
na nie wydaje sig niemozliwe. Od w/w wynalazkéw bardzo odbiegaja osiggniecia Herona
w matematyce. Zwany jego nazwiskiem wzér na pole trojkagta o danych bokach
a,b,c mianowicie:

%\/(a+b+c)(a+b——c)(a—b+c)(—a+b+c)

jest typowym przyktadem dobrze wykonanej pracy (pochodzi on z dzieta » Metrica™).

Pan Marek Kordos wykladowca geometrii na Uniwersytecie Warszawskim
i Politechnice Warszawskiej, w swojej ksigzce ,,Wyktady z historii matematyki” stwierdzit,
ze cyt.: , Nie kazde poprawne uzyskanie nowego twierdzenia jest uprawianiem matematyki:
w kazdej (praktycznie) teorii jest nieskoriczenie wiele twierdzen, wiec dla kazdego takze
nieskornczenie wiele do odkrycia ich przypada. Warto dowodzié tylko takie (niedowiedzione
dotgd) twierdzenia, z ktérych wynikajq wnioski odnoszgce si¢ do innych, nierozstrzygnietych
dotqd pytan. Wzér Herona nie ma tej zalety — jest i juz. Pozwala obliczyé pole tréjkgta,
gdy dane sq jego boki i nic wigcej”.

Ciekawa jest natomiast niefrasobliwo$é (odwaga?) Herona w formulowaniu zadan
arytmetycznych. Przyktad: ,znalezé kwadrat, kiérego suma pola i obwodu wynosi 896" .
Niefrasobliwos$¢ polega na tym, ze dodaje wielkosci odmiennego rodzaju: dhugosé i pole.
Oczywiscie mozna domniemywac tez (z korzyscig dla Herona), ze jest to zdanie sobie sprawy
z faktu, iz nie liczymy na podanych w tresci zadania obiektach, a tylko na opisujacych



je liczbach rzeczywistych — nie sposéb jednak takiej tezy (ze wzgledu na szczuplo§é danych)
obroni¢.
Rozwigzanie zadania przez Herona polega na dopetnieniu do kwadratu:

x2+4x = 896

x*+-4x+4= 900

(x+2)*= 302
x =28

co sugeruyje, ze zadanie byto wymyslone ,,0d konica”.

Wedltug historykéw (por. "Geometrig” Herona, cz.Il) poczatkéw geometrii nalezy
szuka¢ w Egipcie, gdzie trzeba bylo stale odtwarza¢ stupy graniczne pol zniszczonych
przez wylewy Nilu. W ten sposéb praktyczna potrzeba dala poczatek dyscyplinie naukowej.
Historia algebry zaczyna si¢ w XVI w od rozwigzania przez Cardano, Tartaglie
i Ferrariego rownan stopnia 3 i 4 w sposob algebraiczny. Rozwiazania zostaly jednak
znalezione przy pomocy wymyslonej konstrukcji podzialu szescianu na prostopadiosciany,
ktéra znana byla juz Heronowi (por. ,, Geometria” Herona, cz.Il).

Podobnie poczatkéw pojecia funkeji nalezy szukaé juz w Starozytnoéci. Tabliczki
babilonskie zawierajace tablice odwrotnos$ci liczb (igi), tablice pierwiastkow kwadratowych
1 stopnia 3, tablice astronomiczne, tablice mnozenia utamkéw (Papirus Rhinda), tablice
zamiany jednostek miar i wag w Grecji, Indiach- to przyktady funkcji zdefiniowanych
przy pomocy zbioru ich wartosci w zadanych punktach. Inne przyktady zaleznosci
funkeyjnych to np. przekroje stozkowe, opisane przez starozytnych w jezyku geometrii,
bedace wykresami odpowiednich funkcji, jedli okreslac je algebraicznie. Algorytm obliczania
pola trojkata podany przez Herona to typowy przyklad stownego opisu funkcji. Heron
z Aleksandrii byl ostatnim wybitnym geometra starozytnosci. Orginalne teksty Herona
pochodza z jego dziet , Stereometrica™ i, Metrica”, w ktorych zawarte sa przyktady zadan
1 spos6b myslenia Herona w celu ich rozwigzania dotyczace np. znalezienia pola i przekatne;j
rownobocznego i réwnokatnego czworokata o boku 50 stop, obliczenia objetosci kuli
o $rednicy 7 stp i obwodzie 22 stopy, obliczenia pola pigciokata, ktorego kazdy z bokow
ma 10 stdp, mierzenia piramidy (ostrostupa) zbudowanego na kwadracie, znalezienia pola
pentagonu (pigciokata foremnego) sze$ciokata i siedmiokgta foremnego itd. W swojej ksigzce
,» Poczet wielkich matematykéw” Wlodzimierz Krysicki pisze, iz daty zycia Herona Zwanego
rowniez Heronem Mechanikiem s3 sporne. Jedni historycy utrzymuja, iz dziatat
on w I w. p.n.e. inni natomiast, ze w trzecim wieku naszej ery.

Warto zauwazy¢, iz fakt, ze uczeni nie sa w stanie ustali¢ daty powstania dzieta
w granicach 400lat, $wiadczy dostatecznie o skostnieniu i upadku mysli matematyczne;.
Jako matematyk Heron nie byt twérczy, dokonat jednak w matematyce doniostej przemiany:
zwigzat jg z potrzebami czlowieka i sprowadzit ze $wiata platonskich idei na ziemie.

Na zakonczenie pragne przytoczy¢ oryginalny przekaz Herona dotyczacy jego stawnego
wzoru cyt: , Istnieje ogdlna metoda obliczania pola dowolnego tréjkgta o danych bokach,
nie biorgc pod uwage wysokosci. Niech np. boki tréjkgta majg 7,8,9 jednostek. Dodaj 7,8,9
co daje 24. Wez polowe, w wyniku 12. Odejmij 7, zostanie 5; znéw odejmij 8 od 12, pozostaje
4 i znéw odejmij 9, reszta 3. Pomndz 12 przez 5, w wyniku 60, to przez 4, w wyniku 240,
a to przez 3, co daje 720. Biorgc pierwiastek kwadratowy otrzymasz pole tréjkgta. Poniewasz
720 nie jest kwadratem liczby wymiernej, weimy pierwiastek z bardzo malg réznicq.
Poniewaz nastgpnym kwadratem po 720 jest 729 i pierwiastek kwadratowy jest réwny 27,

dzielimy 720 przez 27, co daje 26 i dwie trzecie. Dodaj 27, co daje 53 i § Potowa z tego
to 26 % -31- Zatem pierwiastek kwadratowy z 720 bedzie bardzo blisko 26 % % Istotnie

11, 1 T : 5 . "
kwadratem 26 5 3/est 7205, a wigc réznicq jest jedna trzydziesta szésta czesci jednostki.



Gdybysmy chcieli, aby réznica byla mniejsza niz % , nalezatoby przyjgé znaleziong
wartosé¢ 720% zamiast 729 i obliczajgc w ten sam sposob otrzymalibysmy, ze rézmica

7 r o9

jest mniejsza niz jedna trzydziesta szosta czesé.



Tre$é zadania:

Udowodnij, ze dla dowolnego tréjkata ABC zachodzi nieréwnoé¢

h < /p(p — a), gdzie h jest dtugoscig wysokosci poprowadzonej z wierzchotka A,
a-dtugoscig boku BC, a p-potowa obwodu tego tréjkata.



Pierwszy sposob rozwigzania zadania

Przeksztat¢my nieréwnos¢, ktérg mamy udowodni¢, do innej réwnowaznej postaci.

Poni . __atb+c . . _a+b+c_ _a+b+c_2_a_b+c—a

oniewaz p =-——, wigcp —a ="— a=———-"=—

zatem

( ) b+c+a b+c—a b?>+bc—ab+bc+c2—ac+ab+ac—qg?
p(p—a)= : -

2 2 4

_ b+ cP+2bc—a®  (b+c)? - a?
a 4 - 4

mamy wiec udowodnig, ze
n2 < (b+c)*—a?
- 4
fub, ze

4h? + a* < (b + ¢)?

Wyrazenie to przypomina twierdzenie Pitagorasa i sugeruje, aby znalez¢ trojkat prostokatny

o przyprostokatnych 2h i a.

Tréjkat taki pojawi sie, gdy dany tréjkat ABC przeksztatcimy przez symetrie wzgledem prostej

I réwnolegtej do CB i przechodzacej przez punkt A (jak na ponizszym rysunku).

|C a B W tréjkacie prostokatnym CC’B’
| mamy wowczas:
| s P |CC’|=2h, |C'B’|=3,
h, \ b h |CB’|<|CA|+]|AB’|=b+c
| N
\ zatem
: = A v |CC'|2 + |C'B'|? = 4h?%+a?
i
l \ 712 2
| b (2 |CB’|%< (b+c)
h | %
%\ Poniewaz
f \ |cC’|2+|C'B'| 2= | B2
c' T T Ta B' wynika stad rzeczywiscie, ze

4h%+a’<(b+c)? - co mielismy udowodni¢

Powyzszy rysunek dotyczy przypadku tréjkata réznobocznego, ostrokatnego.

Sprawdzitam, Ze to samo rozumowanie jest réwniez poprawne w innych przypadkach

trojkatéw.
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Trojkat prostokatny
(2h)* + a% < (b + )2

Tréjkat rozwartokatny
Qh)* +a? < (b + c)?



Tréjkat réwnoboczny

C a B
I\
r
| s h
h' \ 3 o
| \ 3
|
| \ A
/N
o A
h: g h Y
I
i
!
e T a8

(2h)? + a? = (b + ¢)?

Trojkat réwnoramienny
(2h)? + a? = (b + ¢)?
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| sposéb wyprowadzenia wzoru Herona

Niech dany bedzie tréjkat ABC (oznaczenia jak na rysunku ponizej).

¢
D

1
PA:E ‘a*b-sina

Aby wyprowadzi¢ wystepujacy we wzorze sin a za pomocg dtugosci bokéw wykorzystamy

twierdzenie cosinuséw:
c2=a2+b2-2-a-b-cosa
oraz jedynke trygonometryczng:

sina +cos?a =1

otrzymujemy kolejno
24p2_c2 B B 2,322
sinfa=1-cos’a = 1*(u_c")2=(1—_a i )-(1+——a i ):
2-a'b 2-ab 2-ab

(Z-a-b—az—b2+cz) ) (2-a-b+a2+b2—cz)__((c—a+b)(c+a—b)) . ((a+b—c)(a+b+c))
2:ab 2-ab - 2-a'b 2-ab

dla uproszczenia przyjmuje si¢ dodatkowe oznaczenia na potowe obwodu trojkata

__a+b+c
T2

po jego przeksztatceniu otrzymujemy nastepujace zaleznoéci:

at+b+c=2'p
a+b—-c=2p—2-c=2(p—c)
c+ta—-b=2p—2-b=2(p—->b)
c—a+b=2-p-2-a=2(p—a)
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Podstawiajgc te rownosci, otrzymujemy:

2 (0-a):2-(p=b) 2:(p-c)-2p 4

in? — — . S = —

pierwiastkujgc te réwno$ci stronami otrzymamy:

sina = — plp—a)(p—b)(p—c)

ostatecznie podstawiajgc do wzoru PA= % ‘a-b-sina otrzymamy:

PA=\/p(p—a)(p—b)(p—c)
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Il sposéb wyprowadzenia wzoru Herona

Jesdli f < 90°to
|BD| = c - cosf
_a2+cz—b2 a?+c%-p?

Z twierdzenia cosinuséw: |BD| = ¢ =
2ac 2a

Jedli f > 90° to
bZ . a2 _ C2

[BD| = c - cos(180° — B) = —c - cos B = =

wynika stad, ze w obu przypadkach zachodzi wzér:
la? + c? — b?|

BD| =
|BD] T

Wybierzmy do obliczenia pola takg wysokos¢ tréjkata, ktorej spodek nalezy do boku tréjkata.
Niech bedzie to np. wysokos¢ AD (JAD| = h)

la? + c? — b?|

IBD] = 2a
W tréjkacie ADB mamy:
h? = ¢? — |[BD|?
B = g [a% + c? — b2|2
. 4a?
W2 = o [4a2c? — (a% + c? — b?)?] =

1
=33 [2ac — (a® + ¢ — b?)][2ac + (a% + ¢ — b?)] =

1

=07 [b? — (a® — 2ac + c?)][(a® + 2ac + ¢2) — b?] =

15



= 5[0~ = ?[(a+ 0 — b?] =

1
=E(b—a+c)(b+a—c)(a+c—b)(a+c+b)
a+b+c=2p
b—a+c=2(p—a)

b+a-c=2(p-c)
a+c—-b=2(p-b)

1
hz=;l—az'2p-2(p—a)-2(p—b)-2(p—c)

2 A e (e
h*=— p(p—a)(p-b)(p—o)

2
h =;\/p(p—a)(p—b)(p—6)

po podstawieniu do wzoru PAABC = %ah otrzymujemy:

PAABC = \/p(p —a)(p—b)(p — ©)
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Pierwszy dowod twierdzenia Pitagorasa z wykorzystaniem
wzoru Herona.

Dowdd autorstwa Jose Antonio Fabiano Mendesa z Rio de Janerio polega
na pofaczeniu dwdch przystajacych tréjkatéw prostokatnych. Tym sposobem dostajemy
tréjkat réwnoramienny (rysunek ponizej).

Policzmy pole tego trojkata korzystajgc z klasycznego wzoru na pole tréjkata oraz ze wzoru
Herona

¢
PA=—2—-2b-a=ab

PA= /(b + c)b2(c —Db)

Poréwnujac obie réwnosci stronami otrzymujemy:

ab = /(b +c)b2(c—b)
a’b? = (b + c)b?(c — b)
a’? = (c+b)(c—b)
a® = c? — b2

a?+b%=c?
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Drugi dowdd twierdzenia Pitagorasa z wykorzystaniem
wzoru Herona.

John Molokach znalazt inny sposéb wykorzystania wzoru Herona. Podzielit on dany
tréjkat na dwa tréjkaty rownoramienne.

A
c
P 2b
C C
B 2a c

Na poczatku pokazemy, ze oba tréjkaty majg takie same pola.

1 1
PADBC = ECZ sina = ECZ sin(180° — a) = PADCA

A stad dostaniemy, ze

1 1
PADBC = -Z—PAABC =5

N -

+2a-2b=ab

Obliczajac teraz pole tréjkata DBC ze wzoru Herona otrzymujemy:

al = \/(a + c)a?(c—a)
a’b? = (a+ 0)a’*(c—a)
b%? = (c+a)(c—a)
b? = c? — a®
a’ + b? = ¢?
4a% + 4b? = 4c?
(2a)? + (2b)? = (2¢)?
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Twierdzenie (zagadnienie) Herona, problem Herona.

I. Twierdzenie (zagadnienie) Herona.

Jest to twierdzenie dotyczgce drogi promienia $wiatta.
ledno z najstarszych zagadnien na ekstremum.

Tres¢ twierdzenia:

Niech ustalone punkty P, Q lezg po tej samej stronie .

Weimy dowolny punkt R € I. Oznaczmy przez a miare kata pomiegdzy odcinkiem RP i prosta |
przez f miare kata pomiedzy odcinkiem RQ.i |.

Zachodzi wéwczas nastepujgca réwnowaznoéc:

tamana PRQ ma najmniejszg dtugo$¢ <=>a = f8

Obrazowo tresc tego twierdzenia mozna wyrazic tak:

tamana PRQ jest najkrétsza wtedy i tylko wtedy, gdy kgt padania jest rowny kqgtowi odbicia.

’

Dowéd

Skonstruujmy punkt P’ symetryczny do P wzgledem prostej | i oznaczmy przez o' mlare kata
pomiedzy odcinkami RP’ i |.

Zachodzi oczywiscie: |RP| = |RP'| oraz a = o'

Dostajemy cigg rownowaznych zdan:

tamana PRQ ma najmniejszg dtugo$¢ <=> tamana P’RQ ma najmniejsza dtugosé<=>
punkty P',R,Q sa wspétliniowe <=> f=a' <=> f=qa

Druga z powyzszych réwnowaznosci opiera sie na nieréwnosci tréjkata, a trzecia
na wtasnosci katow wierzchotkowych.
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Il. Problem Herona.

Problem Herona zostat oméwiony w jego dziele ,,Catoprica”, ktére wedtug wszelkiego
prawdopodobienstwa ujrzato $wiatto dzienne ok. 2000 lat temu.

p

Niech P’ bedzie symetrycznym odbiciem P wzgledem prostej 1, PP’ jest prostopadte
do I, RP = RP’. Dla dowolnego punktu R na 1, QR + RP = QR+RP’. Przez nieréwnosé
trojkata QRP’, QR+RP’=QP’, z réwnoécia osiagnigta tylko wtedy, gdy R lezy na QP’
(co zostato udowodnione w twierdzeniu Herona).

Problem znany byl w Japonii przez Fukagawe i Pedoe, ktorzy podkreslili obliczeniowe
aspekty rozwigzania. P
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Niech R jest zmiennym punktem w danym segmencie AB, Q jest statym punktem
na prostopadtej AQ do linii AB, a P jest ustalone po tej samej stronie AB co Q i lezy
na prostopadtej BP do AB.

Przyjmijmy oznaczenia:
AQ=c;BP=d;AB=k

Znajdzmy AR = p takie, ze QR + RP jest minimalne, gdy R porusza sie na AB.

Rozwigzanie:
Jezeli R spetnia wymagania minimalne, tréjkaty ARQ BRP’ sg podobne.
Wiec:
AR _BR _ AR+BR _ AB
AQ BP  AQ+BP  AQ+BP
lub po wprowadzonych oznaczeniach:

Powyzsze zaleznosci znalazty zastosowanie w matematyce przy rozwigzaniu zadan
o trojkatach oraz dotyczacych drogi o najmniejszej dtugosci (czyli minimum). W fizyce
stosuje sie je w optyce przy konstrukcji obrazu w zwierciadle ptaskim.

Tres¢ zadania, ktére wybratam dotyczy udowodnienia tezy: h < /p(p —a)
w dowolnym tréjkacie. Pierwszy sposéb rozwigzania zadania nazwatam sposobem
z ,wykorzystaniem przeksztatcenia geometrycznego jakim jest symetria osiowa”. Drugi
sposob rozwigzania sposobem ,z wykorzystaniem wzoru Herona”. Poznajgc osiggniecia
matematyczne Herona dosztam do nastepujgcych wnioskow:

W Zrodtach, z ktérych korzystatam spotkatam sie z zadaniem i jego rozwigzaniem
o tresci: Dany jest trojkat o danym polu S i boku ¢=PQ. Sposréd wszystkich takich tréjkatow
znalez¢ ten, w ktérym suma pozostatych bokéw QR = a i RP = b, a wiec a+b jest najmniejsza
(sytuacje mozna sobie wyobrazi¢ na poprzednich rysunkach).

Rozwigzanie:
Z warunku pierwszego (ustalone pole) wynika, ze szukany trzeci wierzchotek znajduje

sie na prostej | rownolegtej do boku ¢, poniewaz odlegto$¢ tego wierzchotka

od prostej stanowigcej przedtuzenie danego boku trdjkata musi by¢ stata i wynosi h=§

(wynika to ze wzoru na pole tréjkata S = %hc). Punkty P i Q sg zatem jednakowo oddalone

od prostej |. W tym szczegblnym przypadku zgodnie z twierdzeniem Herona szukany trzeci
wierzchotek tréjkata bedzie réwnoodlegty od punktéw P i Q a otrzymany tréjkat
rownoramienny.
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Przyktad ten ewidentnie potwierdza sytuacje z tréjkatem réwnoramiennym
i rownobocznym, ktére obrazowo przedstawitam podczas sprawdzenia poprawnoéci toku
myslenia sposobem ,z wykorzystaniem symetrii osiowej” w innych przypadkach tréjkatow.

Reasumujac:

1. Korzystajac z zaleznoéci |CB'| = |CA| + |AB'| = b+c mdwigcej o wspétliniowodci
punktéw C,A,B’ (czyli o tzw. minimum) automatycznie korzystamy z twierdzenia Herona.

2. Korzystajac z zaleznosci |[CB'| < |CA| + |AB'| = b+c automatycznie korzystamy

z tzw. nieréwnosci trojkata CAB' , ktéra dotyczy przypadkow tréjkatdw: ostrokatnego,
rozwartokatnego, prostokatnego.
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Drugi sposéb rozwigzania zadania (z wykorzystaniem wzoru
Herona)

Pi=3ah=/p(p — )@ - D - ) =p—a) /& - b)(p - ©)

stad:

h _ v (@-b)(p-c)
Jp(p-a) %a

h<plp—a)<=>/lp—b)(p—c) <3

2= - -0

(-a)? = (p-b)(p-c)

1

az ~ (a+b+c—2b a+b+c—-2c
9 =

I )

2 2

a2 > (a+c-b)(a+b-c)
a? = a? - (b-c)?

A ta nieréwnos¢ jest oczywiscie prawdziwa.
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Inna metoda udowodnienia tezy zadania.

pVp—a avp-a

h 2r
VP VPP=a  aVp-a

h _ 2rJp
Vp(p—a) avVp-a

Mamy udowodnic, ze:

h< /p(p—a <=>J%S1<=>a2\/rf;aﬁl<=>2r pSa,/p—a

Wykazemy, ze

afp—a=2rfp
a?(p-a) = 4r%p
a’p-a=4r¥p
4r’p<a?Pp-ad < a’p

24



4r’p < a’p

4r? < gt

Z twierdzenia sinusow :

a

sin«

a = 2R sinx
sink <1
2Rsinx < 2R
a<?2R
2r <a<?2R
2r< 2R
r<R

A to jest oczywiscie prawda.
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PODSUMOWANIE

Na zakonczenie pragne przedstawi¢ moje wnioski i sugestie wynikajgce z niniejszej
pracy:

1. Wybrane zadanie w swojej tresci i problemie do rozwigzania nie jest by¢ moze
wyjatkowe 1 bardzo ciekawe. Wspomniatam wczesdniej, iz zainteresowalo mnie z uwagi
na przedstawienie sposobOdw jego rozwigzania o roéznym stopniu trudnosci. Wazne
jest, ze rozstrzygnigcie poprawnosci tezy opiera si¢ na przeprowadzeniu stosownego dowodu,
a z praktyki wiem, ze zadania tego typu nam uczniom sprawiaja spore problemy. Postaé tezy
do udowodnienia od razu sugeruje, ze dowdd nalezy przeprowadzi¢ z wykorzystaniem wzoru
Herona i metoda ta bedzie najprostsza. Jedynym warunkiem jest, aby rozwigzujgcy zadanie
posiadal wiedzg, ze jednym z wzoréw na obliczenie pola powierzchni dowolnego trdjkata
jest wzor wyprowadzony przez Herona i zna¢ jego postaé, a nawet jesli posta¢ ta umkneta
z pamiecl wystarczy jak to si¢ potocznie mowi ,, wiedzie¢ gdzie poszukaé”. Potwierdza
to, wiadomg kazdemu, priorytetowa zasadg, ze warto poznaé to co udowodnili weze$niej inni
aby nie ,meczy¢ umystu” i ,utrudniaé sobie Zycia” np. podczas matury, jednego
z najwazniejszych egzamindw w zyciu cztowieka.

2. Z analizy dowodu przeprowadzonego z wykorzystaniem wzoru Herona dosziam
do wniosku, ze idgc tym tokiem mySlenia i wykorzystujac inne znane wzory na pole
powierzchni dowolnego trojkata (np. z okregiem wpisanym w trdjkat i okregiem opisanym
na trojkacie) mozna réwniez po przeprowadzeniu odpowiednich przeksztalcen udowodnié
teze zadania.

3. W czeSci ,,Rys historyczny” zacytowatam Pana Marka Kordosa z jego ksiazki
. Wyklady z historii matematyki”, ktory stwierdzit, ze wzoér Herona pozwala obliczy¢ pole
trojkata, gdy dane sg jego boki i nic wiecej.

Owszem znajac boki trojkata ABC mozemy w sposob bezposredni obliczy¢ jego obwdd
i pole. Dane pole trojkata ABC przy wykorzystaniu innych wzoréw na pole powierzchni
dowolnego trojkata pozwala obliczy¢ inne wielko$ci tego trojkata:
a) wysokosci ha, hy, 1 he opuszczone na poszczegdlne boki trojkata ABC z wzoru P= % ah, = %

bhy = %chc

b) promien kota r wpisanego w trojkat ABC z wzoru P =r - p (gdzie p = a+s+c )

a'bc
4R

c¢) promien kota R opisanego na tréjkacie ABC z wzoru P =
d) sinusy katow a, B, v w tréjkacie ABC z wzoru

i b ¢ 1 0 1 i
P Zzbc sino, = - ac sinfs =2—ab siny
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€) znajac wartosci sinuséw katdw, znamy wartosci katow a,B,y

Podsumowujac, to wiasnie obliczenie pola powierzchni tréjkata ABC majac dane
diugosci jego bokow umozliwia korzystajac z innych wzoréw obliczy¢ inne jego parametry.

Ponadto w pracy przedstawitam dwa dowody twierdzenia Pitagorasa z wykorzystaniem
wzoru Herona. Dlatego tez, wydaje mi si¢, ze stwierdzenie ,,i nic wigcej” zbyt mocno obniza
warto$¢ funkcjonalng tego wzoru.

4. Sposob rozwiazania zadania ,z wykorzystaniem symetrii osiowej” nie jest
odosobniony od wptywu innych osiagnie¢ matematycznych Herona tj: tzw. ,minimum”
1 ,,nierownosci trojkqta”.

5. W kwestii mojej polemiki z rodzicami musze z pelnym szacunkiem
dla nich przyzna¢, ze majg duzo racji, a przekonatam si¢ o tym poréwnujac skale trudnosci
zadan z ich zbioréw i obecnych.
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