Trojkaty w ujeciu Euklidesowym, a plaszczyzna dziewi¢ciu punktow

OLAF CHRZANOWSKI, WOJCIECH MISKOWICZ, MIKOLAJ ROZMUS

Cho¢ wigkszo$ci uczniow z pewnoscig trudno to sobie wyobrazi¢, istnieje wiele
roznych geometrii. To, co ze szkolnej tawki kojarzy nam si¢ z geometrig, matematycy znaja
jako geometri¢ euklidesowa. Wyrdznia si¢ jeszcze geometri¢ sferyczng, hiperboliczna,
eliptyczna... Mozna by tak dlugo wymienia¢. My za§ w ostatnim czasie zetkngliSmy sie¢
z plaszczyzna dziewieciu punktéw, ktora jest przyktadem geometrii skonczonej, czyli takie;j,
gdzie prosta zawiera skonczong liczbe punktow.

Zetknigcie si¢ z ta ciekawg plaszczyzng w artykule Andrzeja Szablewskiego
"Geometria dziewieciu punktow" ([2]) zainspirowato nas do poréwnania jej z dobrze nam
znang ptaszczyzng euklidesowq. Niniejszy artykut jest jedng z dwoch czgsci, jakie powstaly
w wyniku kilkumiesiecznej pracy piecioosobowego zespotu nad wiasnosciami ptaszczyzny
euklidesowej oraz plaszczyzny dziewigciu punktow. W tej czeSci przedstawiamy
czytelnikowi wyniki zwigzane z relacjami mi¢dzy prostymi oraz gtdéwne wiasnosci trojkatow
na plaszczyznie dziewigciu punktéw i ptaszczyznie euklidesowej. W drugiej czesci "Okregi
w ujeciu Euklidesowym, a plaszczyzna dziewigciu punktow" zredagowanej przez naszych
kolegow czytelnik znajdzie podobne porownanie wtasnosci na obydwu tych plaszczyznach,
ze szczegblnym uwzglednieniem wlasno$ci okregow. Nasza czg$¢ rozpoczynamy od

zdefiniowania ptaszczyzny dziewigciu punktow i przedstawienia jej podstawowych cech.

§1

Podstawowe informacje na temat plaszczyzny dziewi¢ciu punktow

Andrzej Szablewski w [2] opisat, jak wyglada taka ptaszczyzna i jak definiuje si¢ na

niej podstawowe figury geometryczne, ktore my jak dotad (o, 2) (1,2) (2,2)
znaliSmy jedynie w uje¢ciu euklidesowym. Cho¢ trudno to ® ¢ °
sobie wyobrazi¢, cala ptaszczyzna sklada si¢ doktadnie

z dziewigciu punktow, ktorych wspoétrzedne widzimy na  (0,1) (1,1) (2,1)
rysunku obok. Skoro mamy skonczong liczbe punktéw, to ° ° °
z pewnoS$cig prosta nie moze ich zawiera¢ nieskonczenie

wiele, jak to bylo na ptaszczyznie euklidesowej. Tutaj prosta (09.0} (19.“} (2,.()}

definiuje si¢ jako zbidr utworzony z trzech punktéw

majacych dokladnie jedng wspolng wspotrzedng albo takich, ze zadne 2 punkty nie majg
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wspolnej. Takich zbioréw jest doktadnie 12, zatem ptaszczyzna dziewigciu punktéw zawiera

12 prostych. Oto one:

L, ={(0,2),(1,2),(2,2)} L; ={(0,2),(1,1), (2,00}
L, ={(0,1),(1,1),(2,1)} Lg = {(0,0),(1,1),(2,2)}
Ly = {(0,0), (1,0), (2,00} Ly ={(0,1),(1,2), (2,00}
L, ={(0,2),(0,1), (0,00} Lo =1{(1,2),(2,1),(0,0)}
Ls ={(1,2),(1,1), (1,00} Ly; ={(2,1),(1,0),(0,2)}
Le ={(2,2),(2,1), (2,00} L, ={(0,1),(1,0),(2,2)}
O ile proste L4, ..., Lg sa zgodne z intuicjg prostej, ktérag mamy z ptaszczyzny euklidesowe;j

(wszystkie punkty lezg w jednej linii), to pozostale cztery proste moga budzi¢ watpliwosci
u czytelnika. Punkty tych prostych nie lezag w jednej linii i tak na prawde o tym, ze te zbiory
tworza proste decyduje catkowicie abstrakcyjna definicja prostej na ptaszczyznie dziewigciu
punktow wspotrzednej (w [1] czytelnik moze si¢ dowiedzied, jak ogdlnie definiuje si¢ proste
® 4 @ na plaszczyznach skonczonych). Na rysunku obok widzimy
punkty tworzace prostg Lg wyrdéznione krzyzykiem. Szablewski
w [3] rozroznia te dwa rodzaje prostych nazywajac je

X ® ® odpowiednio zbiorami pierwszego i drugiego typu.
JesteSmy przyzwyczajeni, ze na "zwyktej" ptaszczyznie
moglismy ustala¢ relacje miedzy dwiema prostymi. Mogly one
° ® % by¢ rownolegle, prostopadte, lub przecina¢ si¢ pod katem
innym, niz kat prosty. Stad pojawilo si¢ pytanie, czy podobne rozwazania s3 mozliwe dla
prostych na plaszczyznie dziewieciu punktow. Pojawia si¢ jednak problem, ktéry nie
wystepowal na ptaszczyznie euklidesowej. Mianowicie jak ustali¢ tego typu relacje dla
prostych Lo, ..., L1,? Na plaszczyznie euklidesowej wszystkie proste majg bardzo waznag
wlasno$¢. Otéz jesli rozwazymy odcinki, ktorych obydwa konce lezg na tej samej prostej, to

wszystkie takie odcinki wyznaczajga ten sam kierunek. Wtasno$¢ ta charakteryzuje rowniez

proste Lq, ..., Lg. Ale punkty prostych Lo, ..., L, wWyznaczaja trzy rozne kierunki.
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Na rysunkach powyzej zaznaczono przerywang linig kierunek wyznaczony przez
prosta Lg (po lewej) oraz trzy kierunki wyznaczone przez punkty prostej Lqg (po prawej).

Probujac zbadaé prostopadtos¢ albo réwnoleglos¢ miedzy tymi dwiema prostymi
musielibysmy wybra¢ jeden z trzech kierunkdéw prostej Lg. Ale to powoduje pytanie, jak tego
wyboru dokona¢. Mogtloby si¢ przeciez zdarzy¢, ze dla kazdego kierunku otrzymaliby$my
inng relacje. Tymczasem wzajemne potozenie miedzy dwiema prostymi musi zostac¢ ustalone
w sposob jednoznaczny. Wniosek z tego, ze ustalenie relacji mi¢dzy prostymi nie zawsze jest
mozliwe. Na pewno ustalenie takich relacji nie nastrgcza zadnych trudnosci, jesli wszystkie
odcinki zawarte w prostych wyznaczajg jeden kierunek. W innym przypadku (zgodnie z [1])
przyjmujemy, ze dwie proste sg rownolegle, jesli nie majg punktow wspolnych.

Na pewno mozemy wi¢c ustali¢ relacje migdzy prostymi L, ..., Lg (zbiory typu
pierwszego, czyli punkty lezace w jednej linii) oraz niektore relacje miedzy pozostalymi
prostymi, analizujac ich ewentualne punkty przeciecia. Pozostang jednak sytuacje, w ktérych
relacji migdzy dwiema prostymi nie bedziemy mogli ustali¢. Bardziej szczegétowo opowiemy
o tym za chwile.

Jak wspomnielisSmy wczesniej, wszystkie punkty prostych pierwszego typu wizualnie
tworzag linie. Latwo wigc na podstawie potozenia tych linii dostrzec zalezno$ci migdzy
prostymi. Mozemy tez uzy¢ ogoélnie znanych warunkéw algebraicznych na prostopadtosé
1 rownoleglo$¢ prostych, pozwalajacych rozstrzygna¢ potozenie prostych wzgledem siebie,
jesli tylko znamy wspdirzedne dwoch punktow nalezacych do tych prostych (z taka sytuacja
mamy do czynienia na ptaszczyznie dziewigciu punktow).

Rozwazmy wigc punkty o nastgpujacych wspdtrzednych: A = (a4, a;), B = (by, by),
C = (cy,¢y) oraz D = (dy,d,). Symbolem AB oznaczmy prosta przechodzaca przez punkty
A1 B. Woéwcezas prawdziwe sg dwa nastepujgce warunki:

1)AB L CD & (by —a;) - (dy — 1) + (b —a3) - (d — ;) = 0,
2)AB 1 CD & (by — a;) - (d; — ¢3) — (b, — az) - (dy — ¢1) = 0.
W tym miejscu warto przypomnie¢, ze warunek pierwszy zostal tez podany w [2].

Kryteria te pozwalajag nam rozstrzygna¢ potozenie dwoch prostych wzgledem siebie,
ale jedynie w przypadku, gdy punkty prostej wyznaczajg jeden kierunek. Zatem 1 ta wlasnos¢
moze zosta¢ zastosowana wytacznie dla prostych Lq,.., Lg. Zachgcamy czytelnika do
zbadania odpowiednich przykladow i samodzielnego przekonania si¢, ze proste wizualnie
wygladajace na prostopadie badz réwnolegle w istocie spetniaja odpowiedni z powyzszych

warunkow. Korzystajac z tych zalezno$ci oraz z dodatkowej informacji o prostych



rownolegtych ustaliliSmy, ze pomiedzy prostymi na ptlaszczyznie dziewigciu punktow

zachodza nastgpujace relacje:

Ly | Ly | Ly | Ly| Ls|Lg|L7|Lg|Lg|Ljg|Lyg|Lygp
Ly [ O O 1 I A
L, Il 1| 1] 1 ? | ? ? ?
Ly 1| 1] ? | ? ? ?
Ly | ? | ? ? ?
Lg I ? | ? ? ?
Leg ? | ? ? ?
L, L1201 ? Il
Lg i ? I ?
Lo 20| ?
Lqg ? Il
Lyy ?
Ly,

Zaleznosci dla prostych Lq,.., Lg wynikaja z omoéwionych warunkow algebraicznych.

Przekreslone komorki mowia nam, ze dane proste nie sg ani prostopadie, ani rownolegte.
Gdyby istniaty narz¢dzia definiujace miar¢ kata na plaszczyznie dziewieciu punktow, to
mogliby$Smy przyjaé, ze proste te przecinaja si¢ pod katem innym niz 90°. Poniewaz proste tej
grupy wyznaczaja jeden kierunek, to taki kat bylby wyznaczony jednoznacznie.
Roéwnoleglo$ci migdzy prostymi typu drugiego wynikajg z braku punktow wspolnych. Jak
zwréciliSmy uwage wczesniej, dla prostych z tej grupy nie mozna uzy¢ warunku
algebraicznego, wigc umownie przyjmujemy, ze proste nie majgce punktu przecigcia sa
rownolegte. Komoérki oznaczone znakiem zapytania informujg nas, ze w tym przypadku nie
jesteSmy w stanie okres§li¢ wzajemnego potozenia dwoch prostych. Maja one jaki$ punkt
wspolny, wiec nie sg rownolegle, a z drugiej strony ich punkty wyznaczaja trzy rézne
kierunki na ptaszczyznie, wigc warunek algebraiczny jest w tej sytuacji bezuzyteczny i nie
mozna na jego podstawie rozstrzygna¢ wzajemnego potozenia mi¢dzy prostymi.

Z prostopadtoscig 1 réwnolegloscia wigze sie wiele fundamentalnych twierdzen
matematycznych. W niniejszej pracy podjeliSmy probe ustalenia, ktére twierdzenia
z klasycznej geometrii euklidesowej moga zosta¢ przeniesione na plaszczyzne dziewigciu
punktow. Ze wzgledu na ograniczenia, jakie ta plaszczyzna ze sobag niesie, w swoich
rozwazaniach skupiliSmy si¢ jedynie na tych wlasnos$ciach, ktére moga zosta¢ zbadane na
podstawie wzajemnego polozenia prostych, badz dhlugosci odcinkow. Musimy wiec

zdefiniowa¢ odlegto$¢ miedzy dwoma punktami tej ptaszczyzny.



Definicja ta jest calkowicie abstrakcyjna i nie ma nic wspdlnego z dlugosciami, ktore
mozna wyrazi¢ znanymi nam jednostkami. Przyjmujemy, ze odleglo$¢ miedzy dwoma
punktami wynosi 1, jezeli r6znig si¢ one miedzy sobg jedng wspoirzedng, natomiast jezeli
r6znig si¢ obydwoma wspotrzednymi, to odleglo§¢ miedzy nimi wynosi 2. Z tego wynika, ze
wszystkie wielokaty na ptaszczyznie dziewigciu punktow beda mialy boki dtugosci 1 lub 2.
Przez bok (odcinek) bedziemy tu rozumie¢ dowolny zbior sktadajacy si¢ z dwoch punktow.
Uzywajac wspomnianych wcze$niej warunkow algebraicznych mozemy badaé tez wzajemne
relacje migdzy dwoma odcinkami.

Po przyblizeniu najwazniejszych poje¢ zwigzanych z plaszczyzng dziewigciu punktow
mozemy przystapi¢ do badania jej wlasnosci. Nasze rozwazania rozpoczynamy od najbardziej
elementarnego wielokata- mianowicie trojkata. W [2] czytelnik moze dowiedzie¢ si¢ na temat
konstrukcji czworokatéw (w szczegdlnosci prostokatow) oraz zwigzanych z tym tematem

watpliwosci.

§2

Trojkaty na plaszczyznie dziewieciu punktow

Przypomnijmy, ze trojkat to wielokat o trzech bokach. Ta definicj¢ kojarzy chyba
kazdy. Aby jednoznacznie wyznaczy¢ trojkat na plaszczyznie euklidesowej wystarczy
wskazac trzy niewspotliniowe punkty, ktore beda jego wierzchotkami. W analogiczny sposob
mozemy postawi¢ definicj¢ trojkata na ptaszczyznie dziewigciu punktow.

Trzy wierzchotki sposrod dostepnych dziewigciu punktow mozna wybra¢ na

9-8-7 _ g4
6

sposoby. Wynika to stad, ze pierwszy wierzchotek mozemy wybraé na 9 sposoboéw, drugi na

8, a trzeci na 7 (po wskazaniu jakiego$ wierzchotka mamy zawsze do wyboru o jeden mniej).
Ale liczac w ten sposob traktujemy, ze kolejno$¢ punktow ma dla nas znaczenie. Tymczasem
tworzac trojkat z trzech wierzchotkow, ich kolejnos$¢ nie jest wazna. Poniewaz 3 elementy
mozna ustawi¢ w roznej kolejnosci na 6 sposobow, tyle razy zostat policzony kazdy trojkat.
Musimy wigc podzieli¢ cato$¢ przez 6.

Wiemy juz, ze dwanascie z tych osiemdziesigciu czterech "trojek" tworzy proste. Sg to
wiec punkty wspotliniowe. Wszystkie pozostate "trojki" utworza trojkaty. Ostatecznie zatem
otrzymalisSmy, ze na plaszczyznie dziewigciu punktow istnieja doktadnie 72 trojkaty.
Uwzgledniajagc migdzy nimi pewne symetrie, mozemy je podzieli¢ na 7 nastgpujacych

rodzajow:
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Oczywiscie odcinki zaznaczone przerywang linig nie istniejg na plaszczyznie dziewigciu
punktow (istnieja jedynie wyrdéznione na czerwono punkty). Linie te majg ulatwic
zauwazenie, ktore z punktow sa wierzchotkami trojkata. Latwiej tez dzieki temu dostrzec,
gdzie znajduja si¢ wierzchotki innych trojkatow tego samego typu. Na przyktad wystepuja
doktadnie 4 trojkaty typu ). Sa to trojkaty, ktérych wierzchotkami sa trzy kolejne
wierzchotki duzego "kwadratu" 3 X 3. Czytelnik latwo zauwazy, ze trojkatow kolejnych
typoéw jest odpowiednio 4,4,8,8,16,16,16, co rzeczywiscie daje tgcznie 72. Wsrdd nich
mamy doktadnie 44 trojkaty prostokatne. Sa to trojkaty typu a), ¢), e) oraz f). Korzystajac
z wprowadzonych wczesniej warunkow algebraicznych mozna sprawdzi¢, ktére boki
trojkatow sg prostopadie.

Obok trojkata prostokatnego bardzo szczegdlnym rodzajem trojkata jest trojkat
rownoboczny. Poniewaz na plaszczyznie dziewigciu punktow istniejg tylko dwie mozliwe
dhugosci odcinkow, a mianowicie 1 i 2, to mozemy rozwazac tylko dwa rézne (uwzgledniajac
sytuacje symetryczne) trojkaty rownoboczne- o bokach dlugosci 1 oraz o bokach dtugosci 2.
Oznacza to, ze wszystkie wierzchotki takich trojkatow majg jedng wspotrzedng wspodlnag, albo
maja wszystkie wspotrzedne rézne migdzy soba. Ale trzy punkty spetniajace ktorys z tych
warunkow tworza na ptaszczyznie dziewigciu punktéw prosta. Wniosek z tego, ze gdyby
istniaty tu trojkaty réwnoboczne, to ich wierzchotki bylyby wspotliniowe. Na tradycyjnej
plaszczyznie nie jest mozliwe znalezienie trzech punktow wspotliniowych, z ktorych kazde
dwa bylyby w takiej samej odleglosci (na co réwniez Szablewski zwraca uwage w [3]).
Punkty skrajne zawsze bylyby bardziej od siebie oddalone, niz jakiekolwiek inne. Do$¢

zaskakujacy jest zatem fakt, Ze istnieje geometria, gdzie takie co$ jest mozliwe...
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Skoro wiemy juz, ze ta "najtadniejsza" sytuacja nie zachodzi- w koncu trojkat
rownoboczny jest najbardziej symetrycznym trojkatem- to przyjrzyjmy si¢ tym trojkatom,
ktore istnieja na ptaszczyznie dziewigciu punktow. Cho¢ trojkaty sa najprostszymi mozliwymi
wielokatami, to paradoksalnie spo$rod innych wielokatow wyrdznia je mnostwo wilasnosci
1 twierdzen. Mowa tu oczywiscie o trojkatach w ujeciu euklidesowym. Sprawdzmy, ktore
z tych wlasnosci da si¢ przettumaczy¢ na jezyk dziewigciu punktow.

Pierwszym twierdzeniem, ktére w sposdb naturalny przychodzi na mys$l jest
twierdzenie Pitagorasa. To chyba najstynniejsze twierdzenie matematyczne. Na dzien
dzisiejszy znanych jest az kilkaset jego dowodéw. Na rozwazanej przez nas plaszczyznie
dziewigciu punktow istniejg trojkaty prostokatne, mozliwe jest wiec rozwazenie tego

twierdzenia. Przypomnijmy jego klasyczng wypowiedz:

W tréjkqcie prostokgtnym suma kwadratow diugosci przyprostokgtnych

jest rowna kwadratowi diugosci przeciwprostokqgtnej.

Clz + b2 = C2 g—— I\xl b

Na zwyklej plaszczyznie liczby a, b, c moga przyjmowaé dowolne wartosci bgdace liczbami
rzeczywistymi. Tymczasem bedac na ptaszczyznie dziewieciu punktow dysponujemy jedynie
bokami dtugosci / lub 2. Przyjrzyjmy si¢ wystepujacym tu trojkatom prostokatnym. Trojkaty
typu a), e) oraz f) maja przyprostokatne dlugosci / oraz przeciwprostokatng dtugosci 2.
Z kolei trojkaty typu c¢) majg przyprostokatne dtugosci 2 oraz przeciwprostokatng dtugosci /.
Jednak zadna z réwnosci:

e 1+1=4,

o 4+4=1,
nie jest prawdziwa. Wniosek z tego, ze na plaszczyznie dziewigciu punktéw nie zachodzi
twierdzenie Pitagorasa. Co wigcej nie istnieje tu zaden trojkat prostokatny, dla ktorego suma

kwadratow dtugosci dwoch bokow bytaby réwna kwadratowi dhlugosci trzeciego boku.



Wiynika to z faktu, ze nie jest mozliwe dobranie takich wartosci dla liczb a, b,c € {1,2}, aby
spetniona byta rownos¢

a® + b? = c?.
Wszystkie mozliwe wartosci dla liczb a,b,c € {1,2} (z doktadnoscia do symetrii migdzy

bokami dtugosci a 1 b) przedstawiamy w ponizszej tabeli:

1112
b|1]22]2
c|2(1]2]1

Warto tu przypomnie¢, ze nie rozwazamy sytuacji, gdzie wszystkie boki miatyby taka sama
dhugos¢. Wczesniej wyjasniliSmy, ze trojkaty rownoboczne na ptaszczyznie dziewigciu
punktow nie wystepuja, bo wowczas z definicji wierzchotki takich trojkatow bytyby
punktami wspotliniowymi. Skoro w Zzadnym z powyzszych czterech przypadkdéw nie zachodzi
rownos¢ a? + b? = c?, to oznacza, ze rowniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa nie moze tu by¢ spetnione. Tak na prawde tego twierdzenia nie ma sensu w ogole
rozwazac, bowiem nigdy nie beda spetnione jego zalozenia.

Do zaskakujacych obserwacji doprowadzita nas doktadniejsza analiza trojkatow
z ostatnich trzech kolumn powyzszej tabeli. ZauwazyliSmy bowiem, ze na plaszczyznie
dziewigciu punktow istniejg trojkaty prostokatne, ktorych przyprostokatne moga mied
dlugosci takie same, jak dlugo$¢ przeciwprostokatnej, a nawet ze przeciwprostokatna moze
by¢ krétsza niz przyprostokatne (trojkaty typu c). Taka sytuacja nie moglaby si¢ zdarzy¢ na
ptaszczyznie euklidesowej, gdzie jak powszechnie wiadomo, przeciwprostokatna jest zawsze
najdtuzszym bokiem trojkata. To nakierowato nas na pewne bardzo elementarne, ale czesto
zapominane twierdzenie zwigzane z dlugosciami bokow trojkata, a mianowicie twierdzenie
o nierownosci trojkata.

Sprobujemy czytelnika wprowadzi¢ w to zagadnienie w sposOb obrazowy.
Oczywistym wydaje si¢ fakt, ze jesli mamy przyby¢ z miasta A do miasta B, to najkrotsza
mozliwa droga bedzie prowadzi¢ bezposrednio z jednego miasta do drugiego, w linii proste;.
Jesli jednak postanowimy zboczy¢ z trasy, aby "przy okazji" zwiedzi¢ miasto C, to wowczas
droga z miasta 4 do miasta B ulegnie wydtuzeniu. Taki wlasnie jest zasadniczy sens

twierdzenia o nieréwnosci trojkata. Jego klasyczna wypowiedz brzmi:



W dowolnym trdjkqcie diugosc kazdego boku jest mniejsza
od sumy dtugosci dwoch pozostatych bokow.

cC__— y

y / c<a+b

l/){/ // { a< b + C
)
/ b<a+c

Oczywiscie mowimy tu o dlugosci bokéw w ujeciu klasycznym- euklidesowym. Juz na
trojkatach prostokatnych typu a), e) oraz f) mogliSmy zaobserwowac, ze whasnos$¢ ta nie
przeklada si¢ na ptaszczyzne dziewigciu punktéw. Wspomniane trojkaty prostokatne majg
boki dtugosci 1,1, 2, a wiec suma dtugosci dwoch krotszych bokéw nie bedzie wigksza niz
dhugos¢ trzeciego boku. Wniosek z tego, ze wybierajac si¢ na wycieczke po plaszczyznie
dziewieciu punktow, w pewnych sytuacjach korzystniej jest jednak zboczy¢ z trasy. Nie
wydtuzy to drogi, ktorg bedziemy musieli pokona¢, a na pewno troche wigcej zobaczymy...
Oczywiscie mamy tu na mysli wycieczke metaforyczng.

Jak wspomnieliSmy wczes$niej sposrod wszystkich wielokatow trojkaty odznaczaja sie
bogactwem wlasnosci. Wsrdd twierdzen bardzo przydatnych nalezy wymieni¢ cechy
przystawania trojkatow. Dwie figury geometryczne w ujeciu euklidesowym nazywamy
przystajacymi, gdy maja wszystkie boki réwnej dlugosci oraz odpowiednie katy takiej samej
miary. W praktyce oznacza to, ze jesli chcieliby$my zbada¢ przystawanie dwoch, dajmy na to,
stukatow, to musielibysmy poréwnac¢ dlugosci wszystkich stu bokow oraz miary wszystkich
stu katow. Wyjatkiem tutaj jest trojkat, gdzie dzigki cechom przystawania wcale nie musimy
zna¢ dhugosci wszystkich trzech bokow i miar wszystkich trzech katoéw.

Na plaszczyznie dziewigciu punktow, jak dotad, nie potrafimy zdefiniowaé miary
kata- poza katem prostym, ktory jest okreSlony za pomoca warunku algebraicznego na
wspotrzednych punktow. Problem zdefiniowania tutaj dowolnego kata jest problemem wcigz
otwartym. WspominaliSmy o tym w paragrafie wstgpnym, przy okazji badania zaleznoS$ci
miedzy prostymi. Dla prostych typu pierwszego, gdzie punkty prostych wyznaczaja
jednoznacznie ich kierunek taki kat moéglby by¢ wyznaczony jednoznacznie. Poki jednak
problem ten nie zostal jeszcze rozstrzygniety, nie wszystkie cechy przystawania trojkatow
mozemy tutaj rozpatrywac. Ale na pewno mozemy mowi¢ o cechach opartych na dlugosciach

bokoéw:



e cecha przystawania trojkatow "bok-bok-bok":

Dwa trojkqty sq przystajgce, gdy diugosci
bokow jednego trojkqta sq takie same,

Jjak dtugosci bokow drugiego trojkqta.

a=a
b=>b'
c=cc

e cecha przystawania trojkatéw "bok-kqt-bok":

Dwa tréjkqty sq przystajgce, gdy dwa boki jednego
z nich majq takie same dtugosci, jak dwa boki
drugiego trojkqta i kqty miedzy tymi bokami w

obydwu trojkqtach majq takie same miary.

a=a
b=>b'
a=a

Oczywiscie w przypadku cechy "bok-kqt-bok" na plaszczyznie dziewieciu punktéw jedynym
katem, ktéry mozemy rozpatrywac jest kat prosty. Okazuje si¢ jednak, ze tutaj, jesli nawet
dwa trojkaty spetniajg ktora$ z powyzszych cech przystawania, to niekoniecznie musza by¢
przystajace, na co przedstawimy odpowiednie kontrprzyktady.

Zaczniemy od cechy "bok-bok-bok". Porownajmy trojkaty typu b) i ¢). Wszystkie one
maja boki dtugosci 2,2,1. Zatem zgodnie z cechg przystawania powinny to by¢ trojkaty
przystajace. Jednak trojkaty przystajace miatyby rowniez wszystkie katy o takich samych
miarach. Tymczasem trojkaty typu c¢) (po prawej) sa trojkatami prostokatnymi, podczas gdy

wsérod trojkatow typu b) nie ma zadnego trojkata prostokatnego (po lewej). Zatem cecha
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przystawania trojkatow "bok-bok-bok" nie rozstrzyga jednoznacznie o przystawaniu na

ptaszczyznie dziewigciu punktow.
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Problem pozostaje jednak otwarty w przypadku cechy przystawania "bok-kqt-bok".
Tym razem poroéwnajmy trojkaty typéw a), e) oraz f). Wszystkie one maja przyprostokatne
dhugosci 1 oraz przeciwprostokatng dlugosci 2. Nasuwa si¢ jednak pytanie, czy sg to trojkaty
przystajace. Zgodnie z cechg przystawania moglibySmy przyjac, ze przystawanie w tym
przypadku zachodzi. Jednak poprzedni przyklad pokazat, Ze nawet trojkaty majace wszystkie
boki takich samych dtugosci (jak tutaj) nie musza by¢ przystajace na ptaszczyznie dziewieciu
punktow. Nalezaloby si¢ upewni¢ badajac miary pozostatych dwoch katow. Poniewaz jednak
nie mamy narzedzi, ktore pozwolity nam te miary porownac, nie umiemy na to pytanie poki
co odpowiedzie¢. Mamy nadziejg¢, ze kiedy$ uda nam si¢ postawi¢ poprawng definicj¢ miary
kata na ptaszczyznie dziewigciu punktow 1 wowczas rozstrzygniemy ten oraz wiele innych
problemow.

Réwnie interesujgce wydaja si¢ nam zagadnienia zwigzane z podobienstwem
trojkatow, ale ponownie pojawia si¢ pytanie, jak zdefiniowaé podobienstwo trojkatéw, nie
majac miary dowolnego kata? Jedyna cecha, ktora znéw mogtaby okazac si¢ rozstrzygajaca

wydaje si¢ cecha podobienstwa trojkatow "bok-bok-bok":

b I."I \ o Jezeli boki jednego trojkqta sq proporcjonalne do
bokow drugiego trdjkqta, to trojkgty sq podobne.

a b c

a b

Jednakze dysponujac jedynie odcinkami dtugosci / 1 2 trudno o proporcje migdzy bokami-

chyba, ze mielibySmy do czynienia z tréjkatami réwnobocznymi, a takie, jak wiemy, na

ptaszczyznie dziewieciu punktéw nie istniejg. Jedyne proporcje, jakie mozemy tu uzyskac to %
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lub % Co mozemy zatem powiedzie¢ o dwoch trojkatach prostokatnych rownoramiennych?
Na ptaszczyznie euklidesowej nie mieliby§my najmniejszych watpliwosci , ze musza by¢ one
podobne. Ale tutaj potrafimy wskazac takie tréjkaty, ktore zgodnie z cechg podobienstwa
"bok-bok-bok" podobne by¢ nie moga. Przyjrzyjmy si¢ trojkatom typu a) i c¢). Trojkaty
z grupy a) (po lewej) maja przyprostokatne dlugosci /, a przeciwprostokatng dtugosci 2.
Trojkaty z grupy ¢) (po prawej) odwrotnie.
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Zatem ramiona sg do siebie w stosunku % (trojkat a) do trojkata c)), ale przeciwprostokatne sa

do siebie w stosunku % Zgodnie z cechg podobienstwa trojkatéw, wbrew elementarnej
intuicji, trojkaty te nie sa podobne.

Na ptaszczyznie euklidesowej mozna wymieni¢ jeszcze wiele wlasno$ci dotyczacych
trojkatow, jednak wiekszosci z nich nie sposdb nawet wypowiedzie¢ w jezyku dziewigciu
punktow. Brak do tego narzedzi, ktore mozna zdefiniowa¢ na "zwyklej" ptaszczyznie, ale na
ptaszczyznie dziewieciu punktéw juz nie. Mozna jednak bada¢ zwigzki trojkatéw z innymi
figurami geometrycznymi, jak cho¢by z okregami.

W odniesieniu do tego zagadnienia czytelnik znajdzie informacje w siostrzanym
artykule naszych kolegéw "Okregi w wujeciu Euklidesowym, a plaszczyzna dziewieciu
punktow”, ktory jest kontynuacjg rozwazan na temat tej plaszczyzny oraz mozliwych jej

powigzan z ptaszczyzng euklidesowa. Zachecamy rowniez do tej lektury.
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