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Wstep

Dywan Sierpifiskiego to jeden z najbardziej charakterystycznych obiektow
matematycznych 1 wrecz ksigzkowy przyktad figury fraktalnej. Jego pozornie prosta
konstrukcja w potaczeniu z fraktalng naturg daje ciekawy efekt wizualny i sprawia, ze
jest on prawdopodobnie najlepiej rozpoznawalnym fraktalem na $wiecie.

(Rysunek 1.1 Dywan Sierpinskiego w drugim kroku.
Czarnym kolorem zaznaczono jego pole powierzchni,
natomiast biata cze$¢ nie jest czgscig tego obiektu)

Problem kolorowania

Jednoczesénie jednak natura tego obiektu nie zostata do konca poznana. Jedna z
niewiadomych byta zagadka z kétka matematycznego, ktérego spotkania odbywaty
si¢ w naszej szkole. Zadanie polegalo na tym aby obliczy¢ ile farby potrzeba aby
pomalowaé caly fraktal (przyjmujac dhlugos$¢ jego boku jako 1). Odpowiedz na to
pytanie jest prosta, wystarczy obliczy¢ jego pole, ktore okazuje si¢ by¢ rowne 0.

Naturalng kwestia bylo rozwinigcie tego problemu: ile trzeba farby aby
pomalowa¢ caty dywan w n-tym kroku? OdpowiedZ na to pytanie przyszta niemal

réwnie szybko co na poprzednie: Pole fraktala w n-tym kroku to (g)" .

ZauwazyliSmy jednak, ze dywan, mozna podzieli¢ na 4 rodzaje kwadratow. Chcemy
wiec pomalowac¢ kazdy rodzaj na inny kolor, oraz obliczy¢ ile farby potrzebujemy do
tego w n-tym kroku.

Kwadraty te wyrdzniamy, ze wzgledu na ulozenie brzegow, gdzie brzegami sa:



1. Najkrotsze po wykonaniu n krokéw boki obiektu.
2. Czesci pozostatych bokow, ktoére zostaly podzielone tak, aby ich dlugos$¢ byta

réwna najkrotszym bokom po n krokach.

Na ilustracji ponizej zostaly zaznaczone wszystkie brzegi po wykonaniu pierwszego
kroku.

! !
(Rysunek 2.1 Cienkie linie dziela grube boki
na réwne fragmenty, nazywane brzegami)

Ro6zne rodzaje kwadratow

Zauwazmy, ze dywan Sierpinskiego po wykonaniu pierwszego kroku sklada si¢ z
dwoch rodzajéw kwadratéw (rysunek 3.1 ). Kazdy kwadrat ma krawedzie o dlugosci
réwnej dlugosci brzegu, ale nie kazdy jego bok jest naszym brzegiem.
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(Rysunek 3.1 Dwa rodzaje kwadratow)

Jak wspomnieliSmy wczesniej na rysunku mozna wyrdzni¢ dwa rodzaje
kwadratow: kwadraty, ktorych dwa boki lezace przy jednym kacie sg brzegami, (na

4



rysunku powyzej oznaczone litera W) oraz takie ktorych dwa rownolegle boki sa
brzegami (na rysunku oznaczone litera B). Jednych i1 drugich jest 4, co daje sume¢ 8
kwadratow, na jakie zostal podzielony Dywan Sierpinskiego po pierwszym kroku.

Przyjrzymy sig¢ teraz jakie kwadraty powstaja po wykonaniu drugiego kroku:
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(Rysunek 3.2 Kwadraty powstate w drugim kroku)

Jak mozna zauwazy¢ pojawily si¢ 2 nowe rodzaje kwadratow: majace doktadnie
jeden bok bedacy brzegiem, (na rysunku oznaczone litera K) oraz nie posiadajace
zadnych brzegoéw (na rysunku oznaczone litera S). Po drugim kroku mamy wigc 4
rodzaje kwadratow:

Wilasnos$é

1. Kwadraty W, ktérych dwa sasiednie boki sg brzegami,

2. Kwadraty B, ktorych dwa przeciwlegle boki sa brzegami,

3. Kwadraty K, ktérych jeden bok jest jednoczesnie brzegiem,

4. Kwadraty S, ktorych zaden bok nie jest jednocze$nie brzegiem.

Zauwazmy, ze mamy 4 kwadraty W, 16 kwadratow B, 40 kwadratow K oraz 4
kwadraty S, co daje w sumie 64 kwadraty. Zwroé¢my uwage, ze taka liczba kwadratow
wynika z samej procedury tworzenia kolejnych krokéw Dywanu Sierpinskiego:

Dany kwadrat jest dzielony na 9 kwadratow, z czego jedng z nich ($rodkowy kwadrat)
si¢ usuwa, w zwigzku z czym w kazdym nastgpnym kroku mamy 8 razy wigcej
kwadratow niz w kroku poprzednim. Prawdziwe jest zatem twierdzenie:

Twierdzenie 1.1

W +B +K +S =8

Gdzie: n-numer kroku, W, B, K, , S, ,-ilosci odpowiednich kwadratow w n-tym
kroku.



Konsekwencja natury fraktalnej

WIB [K
W | = [B] [K
K/K]S

(Rysunek 4.1 Przemiana Kwadratu W.)

Mozna zauwazy¢, ze kwadrat W, zostal podzielony w drugim kroku doktadnie
na 1 kwadrat W, , 2 kwadraty B,, 4 kwadraty K, il kwadrat §,, (co pokazuje
rysunek 4.1). Nalezy rowniez zobaczy¢, ze kwadrat W, Zostanie podzielony na

doktadnie taka samg liczbe kwadratow trzeciego kroku. Jest to obserwacja
nietrywialna, ktora w polaczeniu z fraktalng naturg Dywanu Sierpinskiego prowadzi
do sformutowania nastgpujacego twierdzenia:

Twierdzenie 2.1

Kazdy kwadrat danego rodzaju zostanie podzielony w nastepnym kroku w taki sam,
charakterystyczny dla jego rodzaju sposob.

Oznacza to, ze kazdy kwadrat W, zawsze zostanie podzielony na 1 kwadrat W, ., 2

kwadraty B,,,, 4 kwadraty K, , i1 kwadrat S ., . Analogicznie sprawa ma si¢ dla

kwadratow B, K, 1 S.

Podzialy kazdego z kwadratéw zostaly przedstawione na rysunkach (Rysunki 4.2-4.5),
oraz w zestawieniu ponizej.
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(Rysunek 4.2 Przemiana Kwadratu W.)
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(Rysunek 4.3 Przemiana Kwadratu B.)
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(Rysunek 4.4 Przemiana Kwadratu

S

=)

=)

N

S

(Rysunek 4.5 Przemiana Kwadratu S.)




Wzory rekurencyjne

Od znajomo$ci natury przejs¢ konkretnych kwadratéw juz tylko krok do
opracowania wzordéw rekurencyjnych, ktore opisywalyby liczbe kwadratoéw danego
rodzaju w kroku n, w zaleznosci od ilosci kwadratow, z ktorych moga one powstawac
w kroku n-1.

Wzory te prezentuja si¢ nastepujaco:

Twierdzenie 3.1

W;a - VVn—l =4

B =2B +K, ,+2W

K =6B  +5K, ,+4S ,+4W
S =2K ,+4S ,+W

Przeksztalcenie rekurencyi

Wzory rekurencyjne posiadaja pewna wadg, mianowicie obliczenie liczby
kwadratow w danego rodzaju w kroku n wymaga znajomosci ich liczby w kroku
poprzednim, co znacznie utrudnia obliczenia. Nalezy wiec, korzystajac z uktadu
réwnan rekurencyjnych, wyprowadzi¢ rownania nie wymagajace rekurencji.

W,=Ww,,=4

B =2B | +K,  +2W |

K =6B _,+5K ,+4S ,+4W |
S =2K, ,+4S ,+W

W +B +K +S =8"

Dany jest powyzszy uklad rownan. Mozna zauwazy¢, ze:



Kn — Sn = 6Bn_1 + SKH_1 + 4Sn_1 + 4Wn—1 — 2Kn_1 —4Sn_1 — Wn_1 =
= 6Bn—1 + 3Kn—1 + 3VVn—1 = 3(2Bn—1 + Kn—l + 2VVn—1) _3VVn—1 =
=3Bn —3Wn :3Bn —12

I dale;j:

-S§ =3B —-12-K,
S =K, +12-3B
W, =4

A wige:

4+B +K, +S,=¢8"

S =K, +12-3B,

4+B +K +K, +12-3B =8"

16+2K,6-2B, =8"

8+K —B =4-8""

K =4-8""-8+B,

S =4-8""'-8+B +12-3B, =(-2B,)+4-8""' +4

Zauwazmy, ze skoro:

B =2B ,+K ,+8
K _ =4-8"7-8+B

n
To po podstawieniu:

B =3B, +4-8"

Jest to kolejny wzor rekurencyjny, zwré¢my jednak uwage na jego charakter:



B =4

B,=3"-4+4-8
B,=3(3"-4+4-8°)+4.8'=3".4+3".4.8"+3".4.8
B, =3(3*-4+3"-4-8°+3"-4.8") =
=3".4+3".4.8"+3".4.8' +3%.4.8

B =43""+3".8°+3"7.8...+3".8"?)

Po wylgczeniu przed nawias 3"2dostajemy:

B,=4-3"2(3'+3%-8°+37.8'+37.8%..+37".8"7)

Mamy wigc rownanie zawierajace pewng sume, ktorg mozemy zapisac jako:
n=2 Q¥

B =4-3"(X —+3
' (Z35+3)

Z uwagi na to, Ze w rOwnaniu pojawia si¢ szereg geometryczny, to jego sume

mozemy rozumie¢ jako:
8 n-2
1 o 3 n—2

1—-°
3

Czyli wzor przedstawia si¢ tak:

8n—2

l—3=

8
1—3

B, = 4-3"2 +3
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Co po serii kolejnych przeksztatcen daje nam:

n—2 n—1
Bn:16(2 8 5+3 )

(Przeksztatcenia te nie znalazly si¢ w pracy z racji tego, iz jest to po prostu skracanie
powyzszego wzoru, nie wymagajace zadnych dodatkowych spostrzezen.)

Teraz nalezy jeszcze sprecyzowaé wzoryna K, i S nt

2-8"% 43"

K =B, +4-8""-8=16( )+4-8"7 -8

n-2 n-1
S, =(-28,)+ 48 ra= gy s aonE 0,

Ostatecznie wzory prezentuja si¢ wiec nastepujaco:

Twierdzenie 4.1

W, =4

n—-2 n—1
Bn:16(2 8 5+3 )

n-2 n—1
K =16(23 5+3 )+4.8"1 8

n-2 n—1
S —4.8 —3p 28 5+3 )+4

Rozwigzanie problemu

Dysponujac  powyzszymi wzorami mozemy w koncu odpowiedzie¢ na
postawione na poczatku pytanie. Przypomnijmy, ze dotyczylo ono lacznego pola
kwadratéw danego rodzaju.

Wiemy, ze dtugos$¢ boku catego fraktala jest rowna 1. W drugim kroku kazdy bok
dzielony jest na 3 czgdci, podobnie jak w kazdym nastepnym, czyli dlugo$¢ boku
kwadratuto 3™ a wiec jego pole to 37" . Laczne pola kwadratéw danego typu to
wiec:
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DlaW 32" .4

n-2 n—1
DlaB 37 -(16(%))

. 8n—2 + 3n—1

DlaK 32" -(16(2 )+4-8"1—8)

n-2 n—1
Dla§ 372 (48" - 32(%) +4)
Chcielibysmy takze wiedzie¢, jaka cz¢$¢ calego fraktala zajmuja poszczegdlne

kwadraty, jest to zwyczajnie iloraz pola poszczegolnych kwadratow oraz pola catosci:

372n .4
Dla W: lim =0

"5

3721 .16 - (2 .gn—2 +$ 3n—1) B 1

Dla B: lim - (g)" =01
9
16

' z (2-8"24+3"1)+4.8"1-8)-372" 4
Dla K: lim =§=0'6

"*°° (5)

(4-8"‘1—%-(2-8”‘2+3"‘1)+4)-3‘2”_ B
S =15=03

Dla S: lim

"“ 5)

A tak prezentujg si¢ procenty, po 7 kroku réznice byly minimalne:

Przyblizone wartosci procentowe pol kwadratéw danego typu w stosunku do powierzchni figury

70,00%

60,00%

50,00%

40,00% m Powierzchnia kwadratow W

Powierzchnia kwadratow B
30,00% W Powierzchnia kwadratow K
m Powierzchnia kwadratow S

20,00%

10,00%

0,00% I l - - - - p—

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6 n=7
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Z.akonczenie

Z pomoca matematyki udalo nam si¢ rozwigza¢ zadanie oraz odkry¢ jedna z
wlasnosci Dywanu Sierpinskiego. Mozna teraz przenie$¢ problem wymiar wyzej, na
np.: Kostk¢ Mengera, albo na inng figur¢ fraktalng, np.: Trdjkat Sierpinskiego. Z
pewnoscig jednak sam Dywan skrywa jeszcze wiele tajemnic, ktore nalezy odkry¢.
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