TRÓJKĄTY PIERWOTNE HERONA I ICH WŁASNOŚCI

Imię starożytnego greckiego matematyka Herona z Aleksandrii żyjącego w I wieku, kojarzy nam się zazwyczaj bardziej ze wzorem Herona niż z trójkątami Herona. Te dwa pojęcia są jednak ze sobą bardzo ściśle związane, ponieważ wzór Herona pomaga badać zależności zachodzące w trójkątach Herona. W tej pracy chcę właśnie opisać te zależności oraz własności samych trójkątów Herona. Szczególną uwagę poświęcę trójkątom pierwotnym, a więc takim, w których długości boków wyrażone liczbami całkowitymi są względnie pierwsze.
[image: image1.png]=ple—a)p—b)(p— )




1. Wzór Herona

Zacznijmy od udowodnienia wzoru Herona [1], z którego potem będziemy korzystać.
Wzór Herona: [image: image2.png]=ple—a)p—b)(p— )



, gdzie [image: image4.png]_ atbtc




jest półobwodem, udowadniamy korzystając z jedynki trygonometrycznej, twierdzenia cosinusów ([image: image6.png]a® + b* — 2abcosy =




), wzorów skróconego mnożenia oraz wzoru na pole trójkąta [image: image8.png]5= %ubsiny



(rys.1):






                                        rys.1
[image: image9.png]165° = 4a”b*sin’y = 4a’b*(1 — cos’y) = (2ab)’ — (2abcosy)*
= (2ab — 2abcosy)(2ab + 2abcosy)




=[image: image11.png](2ab +c* —a® —b*)(2ab+ a® + b* — ) = (¢* — (a— b)*)((a+ b)* — c%)



=
=[image: image13.png](a—b+c)(—at+b+c)(atb+c)(atb—c)=16p(p—a)(p—b)(p—c)



,                                                                                                                      co kończy dowód.
[image: image341.png]



Widzimy zatem, że wzór ten pozwala nam w prosty sposób obliczyć pole dowolnego trójkąta, znając długości jego boków. 
Przeprowadźmy jeszcze kilka ciekawych obserwacji:
· pole dowolnego trójkąta możemy wyrazić za pomocą wzoru:
[image: image15.png]=-an=@-bry =@



 (rys.2a i 2b), gdzie p to półobwód, r to promień okręgu wpisanego w trójkąt, a [image: image17.png]


to promienie okręgów dopisanych stycznych odpowiednio do boków trójkąta a, b i c.                                         rys.2a
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[image: image342.png]


[image: image343.png]


                                                      rys.2b
· tangens półkąta w trójkącie może być wyrażony za pomocą wzoru:[image: image19.png]


  (rys. 3)
· inna postać wzoru Herona to[image: image21.png]


, co wynika z:
[image: image22.png]55 ss
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[image: image24.png]5=52 =
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,                        
 czyli    [image: image26.png]


.                                                                     rys.3
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2. Jakie trójkąty mogą być trójkątami Herona?

Na początku wyjaśnijmy czym właściwie są trójkąty Herona? Otóż trójkąty Herona to takie trójkąty, w których długości boków i pole są wyrażone liczbami całkowitymi.  Szczególnym przypadkiem trójkątów Herona są trójkąty pierwotne, a więc takie, że NWD(a,b,c)=1, gdzie a, b, c są długościami boków trójkąta. Każdy taki trójkąt da się przeskalować tak, aby powstał z niego trójkąt niepierwotny.

Zobaczmy teraz, jakie trójkąty mogą być trójkątami Herona, a jakie nie. Przez oznaczenie (a,b,c,S) rozumiem kolejno długości boków a, b, c oraz pole trójkąta S.
· Trójkąt równoboczny - nigdy nie jest trójkątem Herona, gdyż jego pole jest wyrażone wzorem [image: image28.png]


i nie ma możliwości, by jednocześnie długości boków i pole były całkowite [2].
· Trójkąt pitagorejski - (trójkąt, którego boki są wyrażone liczbami naturalnymi) może być trójkątem Herona. Jest nim chociażby trójkąt egipski (3,4,5,6). Rozważmy parzystość boków trójkąta pitagorejskiego, korzystająć ze wzoru [image: image30.png]a* +b* =




. Liczba naturalna parzysta postaci 2n podniesiona do kwadratu wynosi [image: image32.png]


i przystaje do 0 (mod 4). Każda liczba naturalna nieparzysta postaci 2n+1 podniesiona do kwadratu daje  4n(n+1)+1 i przystaje do 1 (mod 4). Zatem ponieważ wszystkie trzy boki nie mogą być parzyste, bo wtedy nie byłby to trójkąt pierwotny,  wnioskujemy, że jedna z przyprostokątnych musi być parzysta, druga nieparzysta i przeciwprostokątna nieparzysta. Półobwód też więc jest liczbą całkowitą.
· Trójkąt równoramienny - może być trójkątem Herona. Przykłady takich trójkątów to: (5,5,6,12), (5,5,8,12), (10,10,13,60), (13,13,24,60).
· Trójkąt z bokami w ciągu arytmetycznym - może być trójkątem Herona, np. (13,14,15,84).
· Trójkąt różnoboczny - może być trójkątem Herona, np. (12,17,25,70).
3. Trójkąty Herona rozkładalne i nierozkładalne
[image: image344.png]W kazdymwypaku gdy tréjkqtnie jest prostokqmy

a>h,orazb>h,







Trójkąty pierwotne Herona możemy podzielić na trójkąty rozkładalne i trójkąty nierozkładalne. Trójkąty rozkładalne to takie, które można rozłożyć na dwa trójkąty pitagorejskie, albo inaczej takie, które mają  jakąś wysokość o długości wyrażonej liczbą całkowitą. Trójkąty nierozkładalne to takie, których nie da się przedstawić w postaci dwóch trójkątów pitagorejskich.                                                   rys.4
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Trójkąty rozkładalne mogą oczywiście być sumą lub różnicą dwóch trójkątów pitagorejskich, które je tworzą (rys.4)

Udowodnimy teraz, że trójkąt rozkładalny pierwotny można zbudować z dwóch trójkątów pitagorejskich tylko na jeden sposób [3].
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I - Zauważmy najpierw, że trójkąt pietwotny pitagorejski nie jest rozkładalny. Udowodnimy to przez zaprzeczenie. Załóżmy, że trójkąt pitagorejski jest rozkładalny. Wtedy wysokość opadająca na przeciwprostokątną jest całkowita i dzieli trójkąt na dwa mniejsze trójkąty (rys.5). Zauważmy, że obydwa te mniejsze trójkąty przystają do tego, który razem tworzą. Ale ponieważ duży trójkąt jest pierwotny, więc nie da się go przeskalować na mniejszy w ten sposób, by wciąż był pierwotny, zatem trójkąty powstałe                                                     rys.5
po podziale dużego trójkąta wysokością nie są pierwotne.
Uzyskaliśmy sprzeczność, która kończy dowód.
[image: image346.png]


II - Teraz udowodnimy, że rozkładalny trójkąt równoramienny Herona można rozłożyć tylko na jeden sposób, wysokością dzielącą go na dwa trójkąty przystające.
Najpierw poprowadźmy wysokość dzielącą trójkąt na dwa trójkąty przystające. Gdyby nie była całkowita, to pole równe [image: image34.png]


(rys.6) również nie byłoby całkowite. Zatem wysokość ta musi być całkowita, a ponieważ zachodzi zależność [image: image36.png]Ry +
Q=5



, zatem a musi być parzyste, natomiast boki o długościach b – nieparzyste i wysokość [image: image38.png]


też nieparzysta w zgodzie z wcześniejszymi rozważaniami. Podstawmy za wartości [image: image40.png](har

Sia

.b)



                                        rys.6                                                                                                 
odpowiednio  [image: image42.png]


, gdzie m i n mają różną parzystość (wtedy [image: image44.png]


oraz [image: image46.png]+n?



są nieparzyste), m > n, oraz NWD(m,n)=1 ( gdyby NWD(m,n)=x, x>1 [image: image48.png]


m=xk, n=xl, NWD(a,b)=NWD(4mn,[image: image50.png]+n?



)=NWD[image: image52.png]2]
(4xklx*(k+1)=x*#1



, a więc sprzeczność). Zauważmy wtedy, że gdy poprowadzimy wysokość na bok b, to podzieli nam ona trójkąt równoramienny na dwa trójkąty, z czego jeden jest podobny do trójkątów powstałych w wyniku poprowadzenia wysokości [image: image54.png]


zgodnie z cechą k,k,k (rys.7). Wysokość [image: image56.png]


jest zatem przeskalowana wysokością [image: image58.png]


. Aby obliczyć jej długść obliczamy stosunek długości odpowiednich boków i mnożymy razy [image: image60.png]


. Zatem:
[image: image62.png]


 ale [image: image64.png]m® +n® t m* —n’



 bo [image: image66.png]m® +n® > m® —n’



, [image: image68.png]m® +n® t mm® +n® { n



oraz [image: image70.png]+n?



jest nieparzyste większe niż 1, więc nie dzieli 4. Wysokość [image: image72.png]


nie jest więc całkowita, co kończy dowód.
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                                                                 rys.7
[image: image347.png]


III - Udowodnijmy teraz coś bardziej ogólnego, a mianowicie, że jeżeli trójkąt Herona, który nie jest prostokątny ma dwie wysokości, których długości są wyrażone liczbami całkowitymi, to nie jest to trójkąt pierwotny.
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Załóżmy nie wprost, że istnieje taki trójkąt Herona pierwotny, który ma dwie wysokości całkowite. Niech będą to wysokości [image: image74.png]


i[image: image76.png]


. Zauważamy, że [image: image78.png]


ponieważ w każdym wypadku [image: image80.png]a > h,



i[image: image82.png]b= h,



(rys.8) zatem a i b nie mogą być względnie pierwsze, gdyż wtedy długości wysokości byłyby niecałkowite.                                          rys.8
Załóżmy, że NWD(a,b)=g>1, a więc a=a'g    oraz b=b'g dla a' i b' całkowitych względnie pierwszych. Zauważmy, że w takim wypadku [image: image84.png]hy, =Db' |k,




i analogicznie [image: image86.png]a'| hy



zatem możemy zastąpić [image: image88.png]


oraz [image: image90.png]h, =a'h



. Zauważmy, że bok a jest dzielony na dwie części na dwa sposoby, w zależności od rozwartości kąta. Albo na części [image: image92.png]


oraz [image: image94.png]b7 = (b'h)?




albo [image: image96.png]


i [image: image98.png]a+/b7
— (b'h)?



.Jednak [image: image100.png]JBT = (0'h)? = b7 (g7 — h?)



i przyjmując [image: image102.png]


otrzymujemy:
[image: image103.png]¢ = (b'h)* + (a— b'k)* =b"*(h* + k*) + a"?g* — 2a'b'gk = g(g(b"” + a'*) — 2a'b'k)




lub[image: image105.png]¢ = (b'h)* + (a+ b'k)* =b"(h* + k*) + a"?g* + 2a'b'gk = g(g(b"” + a'*) + 2a'b'k)
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W obydwu przypadkach dochodzimy do wniosku, że [image: image107.png]-2
glef=glc



, ale ponieważ [image: image109.png]gla



i[image: image111.png]glb



uzyskujemy sprzeczność, gdyż trójkąt nie jest pierwotny. To kończy dowód.
[image: image349.png]


4. Konstruowanie trójkątów rozkładalnych i nierozkładalnych

Wiemy, że istnieje cała klasa trójkątów Herona, których nie da się skonstruować za pomocą sklejania dwóch trójkątów pitagorejskich wzdłuż boku o wspólnej długości. Można oczywiście konstruować je używając zdegenerowanych trójkątów pitagorejskich, a więc takich, które nie mają wszystkich długości boków całkowitych. Spróbujmy jednak zbadać nieco konstrukcję takich trójkątów [3].
Zauważmy na początku, że w trójkącie zachodzi pewna ciekawa zależność pomiędzy tangensami półkątów (rys.9):
[image: image113.png]tyty +tyty + taty



, gdzie
[image: image114.png]a
t=tgo,t =tgo,t; = tg3

5




Można ją uzasadnić zastępując tangensy                odpowiednimi ilorazami:                                                              rys.9                         
[image: image115.png]



[image: image116.png]r‘(p—a+p—b+p—c)
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[image: image118.png]_ maebe=e) _ (aebe.) _ Jpl-alE-b)E=d)

-
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, co jest prawdą.
Zauważmy, że żaden z iloczynów tangesów nie może być więszy niż 1, a każde dwa tangensy definiują trzeci. Możemy zastąpić odpowiednie tangensy ilorazami [image: image120.png]1,23, NWD(n,, d;) =1




. Wtedy dobierając parametry do rysunku (rys.10) otrzymujemy długości boków wyrażone za pomocą odpowiednich iloczynów, a wstawiając do wzoru z iloczynem tangensów otrzymujemy:
[image: image121.png]nynyds + nydyng + dynyng = dydyd;




Jeżeli chcemy z tego równania otrzymać np. [image: image123.png]


, to równanie przybiera postać:
[image: image124.png]Ty _ dads MMy
dy,  mydy +dyn,

ty
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[image: image350.png]ra(x+y+z)-rax—ray=raz=ry(p-a)=$

ra(x+y+z)-rgy—raz=rgx=r3(p=b)=

s
re(x+y+z)-rez—rex=rey=rc(p—c)=$




                                                            rys.10
Przyjmijmy [image: image126.png]g, = NWD(d,d3 —nyng, nyd; + dyng)



, a więc:
[image: image127.png]gyny = dyd; —nyng




[image: image128.png]g,dy =myd; +dyn,




Analogicznie postępujemy w przypadku [image: image130.png]tyty



oraz [image: image132.png]92,93



.
Widzimy, że odpowiednie boki mają długości:
[image: image133.png]a =ny(n,d; + dyng) = g,dyny




[image: image134.png]b=n,(nyd; +dyng) = g,d;n,




[image: image135.png]= ng(nyd, +dyn,) = gzdsng




półobwód:  [image: image137.png]nynyds + nydyng + dynyng = dydyd;



,
a pole: [image: image139.png]S = Jdydyd; - nynydy - mydyny - dyngng = nydyn,d;ngd,





Oczywiście zauważmy, że aby sposób zadziałał tangensy kątów muszą być liczbami wymiernymi, czy jednak długość promienia okręgu musi być liczbą całkowitą? Okazuje się, że nie.

Przypatrzmy się teraz nieco dokładniej, jakie długości mają promienie okręgów wpisanych i dopisanych do trójkątów Herona.
5. Promienie okręgów dopisanych i wpisanego a trójkąty Herona [4]
Rozważmy trójkąt pitagorejski pierwotny (rys.11).
Jak wiemy z wcześniejszych rysunków:[image: image141.png]|AY| =p —a =222

a=
TEG T T =1
s



,
czyli[image: image143.png]|AE| + |[EY| =7+ |EY||AE| =1



.
Zachodzą relacje: 
[image: image145.png]a=r+r =1n -1 ENb=r+rp=r, -1 ENc=n,+13 =71,—TEN



.
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Ponieważ z wcześniejszych rozważań wiemy, że obwód tego trójkąta jest parzysty, a obwód wynosi [image: image147.png]27,



, zatem [image: image149.png]


jest naturalne, co implikuje naturalność [image: image151.png]


i [image: image153.png]


.
[image: image351.png]x y

T2 2= (v y )=




                                           
                                                       rys.11

Teraz przypatrzmy się tym promieniom w przypadku trójkąta Herona, równoramiennego i pierwotnego.  Załóżmy, że a=b, a więc i  [image: image155.png]


.
Na początku zauważamy, że:
[image: image157.png]|* <, <,
T @+D@-9= 2 @Qataa-0) =




i możemy wyciągnąć wniosek, że: [image: image159.png]


, gdzie [image: image161.png]m € N



oraz, że w takim razie [image: image163.png]


(mod 4) , a ponieważ liczby [image: image165.png]


i[image: image167.png]


są przeciwnych znaków, więc muszą przystawać do zera, co daje c=2d i m=2n dla NWD(d,n)=1. Wtedy [image: image169.png]


oraz:
[image: image170.png]



Gdyby n dzieliło 2 musiałoby być równe 1 lub 2, jednak w każdym przypadku n=(a+d)(a-d) nie dawałoby d całkowitego dodatniego, zatem otrzymana różnica promieni nie jest całkowita co dowodzi, że przynajmniej jeden z promieni [image: image172.png]e, T



w trójkącie równoramniennym nie może być całkowity. Natomiast promienie [image: image174.png]


i[image: image176.png]


są całkowite.
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Przykłady to:
· [image: image178.png](ab,c,5) = (55612)(r1ums,7) =





· [image: image180.png]15,

(a,b,c,S) = (1313,1060) (1,7, 75,7c) = (5, 12,12°7)





Teraz przypatrzmy się długościom promieni w trójkącie Herona, którego boki są w ciągu arytmetycznym. Zakładamy, że b - a = c - b = d > 0 , wtedy:
[image: image182.png]_as= [
- C+a)C- J
)E-d) =2 307 4d)




,
a więc aby pole było wyrażone liczbą całkowitą [image: image184.png]b*
4d* =
3m*



dla [image: image186.png]m € N



czyli [image: image188.png]


(mod 4), a ponieważ każdy kwadrat liczby całkowitej może przystawać modulo 4 wyłącznie do 1 lub 0, zatem obydwie te liczby muszą przystawać do 0. b=2e, m=2n dla [image: image190.png]e,n €N



i NWD(e,n)=1. Wtedy
[image: image191.png]3en





[image: image192.png]



Gdyby n dzieliło 2 byłoby równe 1 lub 2. Dla n=1  3 = (e+d)(e-d), co daje e = 2 i d = 1  i  w konsekwencji trójkąt (3,4,5). Dla n = 2  12=(e+d)(e-d), co daje możliwości (e+d; e-d) =   =(12;1) lub (6;2) lub (4;3). Opcję (6;2) odrzucamy, gdyż e i d są względnie pierwsze. Pozostałe dwie opcje nie dają d całkowitych.

Zatem widzimy, że w trójkącie Herona o bokach w ciągu arytmetycznym [image: image194.png]


i[image: image196.png]


są zawsze naturalne, natomiast oprócz trójkąta egipskiego [image: image198.png]


i[image: image200.png]


nie mogą  być razem naturalne.
Przykłady to:
· [image: image202.png](a,b,¢,5) = (13,14,15,84) (1,7, 75, 7¢.

12,14)




· [image: image204.png](a,b,c,S) = (51,52,53,1170)(r,7,75,7) = (15,






Teraz udowodnimy, że istnieje nieskończenie wiele trójkątów Herona (niepitagorejskich), dla których promienie okręgów dopisanych i wpisanego mają długości całkowite [4].
Najpierw rozważmy następującą konstrukcję:
[image: image205.png]



[image: image206.png]b=4n’—2n° +1=(2n+1)(2n* —2n +1)




[image: image208.png]=4n°+
2n® —

(2n—
1)(2n* +
2n
+1
)




dla [image: image210.png]n€N



n > 1
Zauważmy, że [image: image212.png]atb=c+2



. Ponadto a jest parzyste, b i c nieparzyste, więc zawsze powstaje nam trójkąt pierwotny dla każdego [image: image214.png]


. Gdyby NWD(a,b,c)= x>1wtedy a=a'x, b=b'x, c=c'x dla [image: image216.png]a',b',c' EN



, co implikuje [image: image218.png]a' +b'—




, zatem x musiałby być równy dwa, ale nie  jest to możliwe, gdyż b i c są nieparzyste. Zależność [image: image220.png]atb=c+2



zawsze spełnia również nierówność trójkąta.
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Sprawdźmy jaki to trójkąt:
[image: image222.png]—b*=(a+b—-2)"—a’—b*=2ab—4a—4b+4=2(ab—2a—2b+2)



, co po wstawieniu wartości a i b daje
[image: image223.png]2(ab—2a—2b+2)=2(4n*(4n’ —2n° + 1) —8n” — 8n’ + 4n’ -2 +2)
=2(16n° —8n* + 4n? — 4n? —8n®)




=[image: image225.png]16n*(2n® —

—1)=0




Wynik zawsze dodatni lub równy zero dla n= 1, zatem dla n>1 jest to trójkąt rozwartokątny.   Teraz:
[image: image226.png]4n® +8n°
p=—p— = 2n?(2n+1)




 [image: image228.png]p—a=4n’—2n° =2n"(2n—1)p—b=4n—1=(2n+1)(2n—1)p—





[image: image229.png]S =2n*(2n+1)(2n— Dh, = =z (2n+1)(2n-1)
-




[image: image230.png]2n?(2n+1)(2n—1)





co kończy dowód. Dla n=1 (a,b,c)=(4,3,5) oraz dla n=2(a,b,c)=(16,25,39).

Zauważmy, że mieliśmy  tu do czynienia jedynie z trójkątami rozkładalnymi, rozwartokątnymi. Teraz przeprowadźmy dowód dla pierwotnych trójkątów Herona nierozkładalnych.
Rozważmy konstrukcję dla n >1 [image: image232.png]n€N




[image: image233.png]a=25n"+5n—5=5(5n"+n—1)




[image: image234.png]b=25n"—5n° —7n+3 = (5n+ 3)(5n° — 4n + 1)




[image: image235.png]= 25n° +20n® — 2n— 4 = (5n— 2)(5n° + én + 2)





Ponieważ  [image: image237.png]atb=c+2



i a jest nieparzyste ( [image: image239.png]245(5n*+n—1)=2t5n"+n—-1=2|n(52+ 1)



co jest prawdą zarówno dla n parzystych co nieparzystych), to jest to trójkąt pierwotny jak w poprzednim przykładzie oraz [image: image241.png]—b* =2(ab— 2a—2b+ 2) = 2(25n°(5n(5n° —3) + 1) +9(6n — 1)) > 0




jest to trójkąt rozwartokątny.
Ponadto:
[image: image242.png]p =25n +20n° —2n—
2n—3 =(5n+3)(57° +n—1)




[image: image243.png]p—a=25n°"—5n"—7n+2=(5n—2)(5n" +n—1)




[image: image244.png]p—b=25n"+5n—

= (5n—2)(5n+3)




[image: image245.png]



[image: image246.png]= (5n—2)(5n+3)(5n° + n—1)




[image: image247.png]Sn—2




[image: image248.png]



[image: image249.png]



[image: image251.png](5n+3)(5n—2)(5n* +n—1)
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[image: image252.png]hy= 2= 20n=2Gn3)
P €N




[image: image253.png]25 _2(5n—2)(5n*+n—1) 2
== =10n+6— N
b 52 —4n+1 Won+6-cr— 1€

hs =




[image: image254.png]_25 _2(5n+3)(5n°+n—1)

" =10n-4+

N
c 5n? +6n+2 Ereniz®




co kończy dowód. Dla n=2 (a,b,c)=(105,169, 272).
6. Punkty kratowe a trójkąty Herona

Kolejnym zagadnieniem jakim zajmę się w tej pracy jest pewna ciekawa własność trójkątów Herona a mianowicie to, iż zarówno wierzchołki tych trójkątów jak i środki okręgów dopisanych do jego boków i wpisanego leżą zawsze w punktach kratowych.

Udowodnimy, że istnieje nieskończenie wiele takich trójkątów, wykorzystując wcześniejsze ich konstrukcje [4].
Najpierw dla trójkątów rozkładalnych, a więc
[image: image255.png]a=4n’b=(2n+1)(2n’ —2n + 1)c = (2n— 1)(2n* + 2n+ 1)




wierzchołki rozmieszczamy w następujący sposób:
[image: image256.png]=(—2n(n—-1)(2n+1),(2n —1)(2n+ 1)),B = (4n*,0),C = (0,0)




wtedy
[image: image257.png]—cr)=(12n-1)




[image: image258.png]s—bmn)=(2n—-1)(2n+1)2n+1)




[image: image259.png]I = (a—s,13) = (—2n°(2n — 1),2n%)




[image: image260.png]I = (s,7) = (2n*(2n+ 1),2n*(2n — 1)(2n + 1))




gdzie [image: image262.png]I 1315, 1¢



to środki okręgu wpisanego i dopisanych stycznych odpowiednio do boków a,b,c. Dla n=2 współrzędne rozpatrywanych pnktów są następujące:
[image: image263.png]=(—20,15)B = (16,0)C = (0,0)




[image: image264.png]1,3)1, = (15,5)I5 = (—24,8)I; = (40,120)




W przypadku trójkątów nierozkładalnych:
[image: image265.png]a=5(5n" +n—1),b = (5n+3)(5n° — 4n + 1),c = (5n — 2)(5n° + 6n + 2)




wierzchołki umieszczamy w punktach o współrzędnych:
[image: image266.png]=(2n(2n—1)(5n+ 3),(n —1)(3n—1)(5n+ 3)) = (2n(2n — )7y, (n — 1)(3n— 1)ny),




[image: image267.png]= (—4(5n* +n —1),-3(5n" +n — 1)) = (—4r5, —3713),C = (0,0)




wtedy
[image: image268.png]aA+ bB+cC
a+b+c

=(3n-24n+1)




[image: image269.png]L

—aA+bB+cC
—a+b+c

= ((=4n+ ), (=30 +2)m),




[image: image270.png]_aA—bB+cC

1y = L = ((4n = 1, (n= D)




[image: image272.png]ad+bE—cC
atb—c

I ((3n = 2)mymp, (—4n+ D7),
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Dla n=2 współrzędne rozpatrywanych punktów wynoszą:
[image: image273.png]= (156,65),B = (—84,—63),C = (0,0)




[image: image274.png](—91,-52),1; = (147,84), 1

1092,—1911),




7. Rozwartokątne trójkąty Herona o promieniach okręgów dopisanych i wpisanego
    wyrażonych liczbami całkowitymi - próba konstrukcji

Teraz przedstawię własną próbę skonstruowania nieskończenie wielu pierwotnych trójkątów Herona rozwartokątnych, dla których długości promieni okręgów dopisanych i wpisanego są wyrażone liczbami całkowitymi.
Na początku założyłam, że:
[image: image275.png]p—a=aa,




[image: image276.png]p—b

byb,




[image: image277.png]p—c=cc,




[image: image278.png]p =dyd,




gdzie [image: image280.png]ay, @y, by, by, €4, ¢5,dy,dy ENG




Zauważyłam, że
[image: image281.png]2185105016, _
dyd,




[image: image282.png]d,
et S
G
. 1C2
2

5l




[image: image283.png]a,a,d,d,6,6, _
byb,

il
w




[image: image284.png]a,05bibpdyd; _
€46y

il
&




gdzie [image: image286.png]7,775 Tc EN



. Przyjęłam, że [image: image288.png]a; =

dy=da,=¢, =

by =cy =f,b, =d,



wtedy
[image: image289.png]



[image: image290.png]p—b=fg=m




[image: image291.png]



[image: image292.png]p=dg =1,




[image: image293.png]S = defg




Z powyższych równości zgodnie z rys. 11 wynika, że mamy do czynienia w tym wypadku zawsze z trójkątem prostokątnym.
[image: image294.png]dg =de +ef +fg




[image: image295.png]_fgte
9=





[image: image296.png]=d(g—e)=f(g+e)




[image: image297.png]f-’fy

9@d=-H=7




[image: image299.png]c=dg—ef =




gdzie g>e                                                                                                                                            
aby długości boków były względnie pierwsze [image: image301.png]g—elf
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       Nie rozpatrywałam przypadków gdy f=1 ani g-e>f, ale przyjęłam g-e=f. Otrzymujemy w ten sposób konstrukcję, która została wykorzystana we wcześniejszych przykładach:
[image: image303.png]=g°+e’
a=g’—e’b=2eg,c=g



dla liczb e<g o różnej parzystości, całkowitych dodatnich, względnie pierwszych otrzymujemy zawsze boki trójkąta pitagorejskiego pierwotnego Herona.

Zauważyłam również, że w poprzednich przykładach, w których rozpatrzone były trójkąty rozwartokątne pierwotne Herona z promieniami okręgów dopisanych i wpisanego o długościach całkowitych, ich konstrukcja miała następującą postać:
[image: image304.png]



[image: image305.png]



[image: image306.png]



[image: image307.png]



[image: image308.png]



[image: image309.png]



[image: image310.png]



[image: image311.png]e =fed =5




natomiast w rozpatrzonym przykładzie trójkątów prostokątnych
[image: image312.png]



[image: image313.png]p—b=fg=m




[image: image314.png]



[image: image315.png]p=dg =1,




[image: image316.png]S = defg




Możemy zauważyć pewien schemat pozwalający budować rozpatrywane trójkąty i spróbować wydedukować konstrukcję dla trójkątów rozwartokątnych.
Przykładowa konstrukcja:
[image: image317.png]S = defg




[image: image318.png]eg,p—b=fedp—

=der, =df,1; =g, 7. =efg.p=fg.pr—





[image: image319.png]detd) oo,

@=o(f ~e)b=flg—de).c=fg—dg(f~e) =d(fe+ =g ="




[image: image321.png]fdu-‘u) de(f7+1)

=

a=d(fe+1),b=



, co po przeliczeniach niestety daje [image: image323.png]a®* +b*—c* <0



Podstawiając jednak [image: image325.png]


, aby uzyskać długości boków względnie pierwsze otrzymujemy:
[image: image326.png](f—e)(fe+1),b=f(e*+1),c=e(f*+1)





co dla f, e względnie pierwszych, f>e daje zawsze trójkat pierwotny ostrokątny Herona.
Rozważmy inną konstrukcję:
[image: image327.png]=1 =dery=dfr,=ef, p=fed=Sp—a=fp—b=ep—




wtedy [image: image329.png]a=d+eb=d+fc=e+f
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[image: image331.png]d+e+f=fedd(ef-1)=e+fd




czyli [image: image333.png]o =1EFD
-1

=e+f



dla ef>1
dla [image: image335.png]ef —lle=ef-1l|f=2ef-1<f=f(e—1)<1Ae(f-1)=1



, co nie może być spełnione
dla [image: image337.png]ef —1If*+1=ef-1=f°+1=>f(e—f)=2




oraz[image: image339.png]ef —1If*+1=ef—1le*+1=2ef-1<e’+1=e(f—e) =2



.
Jedyną możliwością spełniająca obydwa te warunki jest f=e, ale wtedy
[image: image340.png]e+, fFED

G- T Fror-n Y




Jednak taka konstrukcja nie jest możliwa dla trójkątów pierwotnych.
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