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1  Wprowadzenie

Celem niniejszej pracy jest zglebienie 1 przedstawienie pomysiow autora na nietypowe
transformacje geometryczne na plaszczyznie R?, od strony analizy matematycznej.

Dowiemy si¢ jak wykresli¢ sinusoide dostownie na innej sinusoidzie i jak rozszerzy¢ pojecie
inwersji geometrycznej, oraz co mozna rozumie¢ poprzez "obroét eliptyczny".

Ponadto zobaczymy sinusoide¢ ptynnie przechodzaca w spirale, oraz wiele innych krzywych i
ksztattow podlegajacych transformacji "spiralizacji".

Wszystkie obiekty geometryczne omowione w pracy zostaly wykonane przez autora pracy w
programach dynamicznych GeoGebra oraz Desmos. Obrazy tych obiektow w pracy sa
zrzutami ekranu tych programow.



2  ,Nakladanie”

Aby wprowadzi¢ pojecie transformacji ,,naktadania”, wprowadzmy pewna krzywa M i funkcje
f(x).

Transformacja ,,naktadania” polega na umieszczeniu lokalnego uktadu wspéirzednych, na
poczatku wybranej krzywej M (np. potokregu) i przemieszczaniu go wzdhuz tej krzywej tak aby
Ox byt styczng do tej krzywej w tym punkcie, a Oy prostopadia do niej o orientacji dodatnie;.
Argumentem tworzonej funkcji staje si¢ wowczas dtugos¢ tuku przebytego przez ten punkt od
jego poczatku, a wartoscig funkcji warto$¢ funkcji f(x).
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rys I — proces umieszczania lokalnego uktadu wspotrzednych na wybrang krzywqg

Wzory na tg transformacje otrzymalem w nastepujacy sposob:

x = x,(t)

Dla krzywej M zdefiniowanej parametrycznie w nastepujacy sposob: M: {y — (D)
- J1

N
2 2
Dtugos¢ krzywej M: L(s) = j \/ (d J;lt(t)) n (d 3;1t(t)) dt
0

dy1(®)

Styczna w punkcie (xl(t),yl(t)): k:y= ﬁ (x — xl(t)) + y,(t)

dt




dx; (8)
Zatem prostopadta bedzie wyrazona jako: p:y = — i (x = x,(8)) + ¥, (8)
dt

x = x5(t)

Funkcja nalozona bedzie postaci: {
! weeep y =y,(t)

Wtedy w wspotczynnika kierunkowego prostej prostopadtej do styczne;j:
d x4 (t)
at . y2(®) =3 ()

Cdy () x () —x.(0)

dt
d x,(t) dy,(t)
y2() =31(0) = = s ® — @) A xa® =) = = g Hs 020 =7 @)
dt dt

Z tw. Pitagorasa:  f(L(t)) = / (x2() — %1 ()2 + (72 (1) — y1.(D)?

dx1 ()2
Po podstawieniu:  f(L(t)) = \/(xz (t) — x1(t))? (1 + <ﬁ) )

dt
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fAL@) = (x2(8) —x.(8)) |1+ ( dt )
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1+ (dyl(t)>
dt
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FUL@) = (2 () = y1(8)) 1+ <d ita))
dt

yo®) = —LEE

d%(t) z

t

1+ <dx1(t)>
—dt




Ze wzgledu na utracong przez podniesienie do kwadratu informacje o znaku wspotczynnika
kierunkowego nalezy przemnozy¢ otrzymane wzory przez odpowiednig korekte, a wtedy
otrzymujemy finalnie:

( d x,(t)

, d Ly, (D]
— sign d};lt(t) }’1 0 fL(®)
t

d x4 (t) 2

dt
1+ —=
dy:(t)

4 dt

x,(8) = + x,(6)

ly1 (O]
yi(t) fL())
dy,(t)

dt
SAWTAG
\ dt

y2(t) =

> + y1(®)

Poniewaz wzory na funkcje natozona sa wyrazone w postaci parametrycznej tak samo jak
wzory na krzywa na ktorej funkcje ta nakltadaliémy, proces ten mozna iterowa¢. Ciekawym
pomystem z tego wynikajacym jest tworzenie w ten sposob fraktali, jednakze przez
ograniczenia software’owe nie bytem w stanie zglebi¢ tego pomystu.

Ciekawa modyfikacja jest dodanie wybranego odsunig¢cia do naktadanej funkcji, tak jak
ponizej:

( d x,(t) 1 (O]
—sign| s |BLS (L) +0)
2, (t) = dt 2 +x:()
d x,(t)
d
1+ 3@
) —dt
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\ dt




Zmieniajac dynamicznie warto$¢ tego odsunig¢cia mozna otrzymacé ciekawe rezultaty, jak

mozna zobaczy¢ na kolazach ponize;j.

rys 2 — sinusoida natozona z roznymi odsunieciami na elipse
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rys 3 — pierwiastek natozony z réoznymi odsunieciami na parabolg rys 4 — potokrqg natozony na parabole
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rys 5 — modut z x natozony z roznymi odsunigciami na parabole

/::D::b\ T | L T~
= A
g ] -_\ ' / "-_\‘

T 201 —
A’ | ol _
- ~
- =0 -
(-~ ~)
-60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50 60

paN N

rys 6 - modut z x natozony na sinusoide
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rys 7 — pierwiastek z x natozony na sinusoidg



rys 8 — parabola natozona na sinusoide

rys 9 - najwigksza ilosé¢ iteracji jakq udato mi si¢ uzyskac.

rys 10 - Swiatelka sinusoidalne natozone na choinke paraboliczng



3 Inwersje

3.1 Czym jest inwersja

Trudno poja¢ na czym polega niestandardowos$¢ danej inwersji nie wiedzac jak wyglada
standardowa, dlatego omowi¢ najpierw po krotce zwykla inwers;je.

Standardowa inwersja zachodzi wzgledem okrggu zwanego inwersyjnym 1 jest to
przeksztatcenie zamieniajace punkty wewnetrzne okregu inwersyjnego o(S,r) na zewnetrzne i
na odwrot, w taki sposob, ze dla kazdego punktu P plaszczyzny |SP||SP’| = r?, gdzie S to
srodek okregu, a P to punkt podlegajacy inwersji na P’ lezacy zarazem na potprostej SP. Jak
mozna wywnioskowa¢ z tego rownania relacja migdzy odlegtoscia do srodka punktu P i P’ jest
odwrotna (inwersja jest inwolucjg), co mozna zobaczy¢ na zdjeciach ponizej.
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3.2 Modyfikacja inwersji

Niestandardowg inwersje mozna otrzymac na kilka sposobow np. zmieniajac jej definicje na
|SP||SP'| = r3, aczkolwiek jest to randomowe i zmienia jedynie rozmiar otrzymanego
ksztaltu. Inng mozliwos$cig jest zmienienie ksztattu wzgledem, ktorego zachodzi inwersja. Do
tego celu potrzebna jest znajomo$¢ srodka tego ksztaltu i odlegltosci do jego brzegu, a w
zwigzku z tym dla uniknigcia problematycznych sytuacji, ksztalt ten powinien by¢ wypukty.
Srodek wypuktego ksztattu mozemy wyznaczyé z minimum globalnego funkcji sumujacej
odleglosci do kazdego punktu na brzegu danego ksztattu w zaleznos$ci od potozenia w uktadzie
X, y. Do tego celu nalezy zastosowa¢ pochodne czastkowe, gdyz funkcja ta jest dana wzorem:

d(x,y) = f JGE—xO2 + & —y(©) dt
0

Nastepnie znajagc punkt S 1 P nalezy wyznaczy¢ punkt Q, czyli przecigcie poOtprostej SP z

brzegiem danego ksztattu, aby pozna¢ stosunek odlegtosci %.

W tym celu nalezy wyznaczy¢ warto$¢ parametru m z réwnania: %x(m) —y(m) =
Yp—Ys i
Xp—Xs
y(m) sg dowolnymi funkcjami ciggltymi tworzacymi rownanie parametryczne krzywej bedacej
brzegiem danego ksztaltu i ktéorych warto$ci dla wyliczonego parametru m stanowia
wspotrzedne punktu Q. Jednakze w tak uogolnionej postaci problem ten okazat si¢ dla mnie
nierozwigzywalny.

Xp —Yp oOfrzymanego z rOwnania prostej zawierajacej potprostg SP, w ktorym x(m) i

3.3 Inwersja wzgledem elipsy

Ze wzgledu na napotkany problem przy probie wyprowadzenia wzoréw na inwersje wzgledem
dowolnej wypuklej krzywej, ograniczylem si¢ do wyliczenia wzoréw tylko dla kilku
popularnych ksztattow, zaczynajac od elipsy danej rGwnaniem parametrycznym:

1
x(t) = 5 €0S t
y(t) = bsint

W nastepujacy sposob:

Yp~—Vs
Xp—Xs

ax(m)—y(m)—ax;+y, =0 gdziea =

Dla uproszczenia obliczen mozemy dokona¢ translacji rozpatrywanej elipsy o srodku S o
wektor r = [—x;, —Ys], a wtedy do rozwigzania mamy a x(m) — y(m) =0

Nastepnie podstawiamy i rozwigzujemy dla parametru m.

%cos(m) — bsin(m) =0 /Wl(m)
a a
v tglm)=0 ~ m=tyg (ﬁ)
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Problem niepetnej dziedziny tangensa odwrotnego rozwigzujemy poprzez przemnozenie

|xp—xA

otrzymanego wyniku przez p = ~ co pozwala nam ustali¢, w ktorej potowce (lewej czy

p~Xs

prawej) znajduje si¢ punkt P.

Otrzymujemy wtedy Q = (p x(m),p y(m)), a po uwzglednieniu translacji poczatkowej i jej
przeciwnej otrzymujemy:

Q = (p(x(m) — x5) + x5, p(y(M) — y5))

Po zmodyfikowaniu definicji inwersji z |SP||SP’'| = r? na |SP||SP'| = d?, gdzie d jest
odlegloscig od srodka do krawedzi ksztattu wzgledem ktoérego zachodzi inwersja, oraz wiedzac,
ze punkty S, P, Q, P’ s3 wspotliniowe mozemy otrzymaé wspdtrzedne punktu P’ w nastepujacy
sposob:

2 2 2
X Yp X YpX
xCZI:xp.x, x,:_q —_p._q—_pq

a— =
p p Xp Yp Xp Xp x5

Po uwzglednieniu translacji poczatkowej o wektor v = [—x5, —Ys] 1 translacji koncowej
przywracajacej punkt S na swoje miejsce otrzymujemy:

( (xq_xs)z
l Xy = P + xg
2
Xqg— X
'kyp'=a<(; xs) —xs>+ys
D s

Gdzie a 1 x,zostaly wezesniej wyliczone.

Zachowanie takiej inwersji mozna zobaczy¢ na zdjgciach ponize;.

rys 17 rys 18 rys 19 rys 20
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3.4 Inwersja wzgledem trojkata

Dla inwersji wzgledem trdjkata obliczenia sg bardzo podobne a nawet prostsze, natomiast jesli
tworzymy ten trojkat z trzech ograniczonych prostych, to musimy wyliczy¢ wspotrzedne
punktu Q osobno dla kazdej ze Scianek.

12



3.5 Inwersja wzgledem kwadratu

Postepujac analogicznie otrzymujemy wzory na inwersj¢ wzgledem kwadratu, ktorej kilka
przyktadow mozna zobaczy¢ na zdj¢ciach ponize;.

rys 29 rys 30
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3.6 Inwersja wzgledem szeSciokata

Postepujac analogicznie otrzymujemy wzory na inwersje wzgledem szesciokata, ktorej kilka
przyktadéw zamiescitem ponize;j.

AN
7

rys 31 rys 32
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4  Obrot eliptyczny

4.1 Standardowy obrdt eliptyczny

W ksigzce pt. ,,Przeksztatcenia geometryczne” z 1967r. [1] P.S. Modienow, A.S. Parchomienko
definiujg obrot eliptyczny jako ztozenie kolejno powinowactwo prostokatnego, obrotu i
powinowactwa prostokatnego o odwrotnej skali do poczatkowego, tak jak to wida¢ w czterech
etapach na zdjeciu ponize;.

rys 35

Obrot eliptyczny wyraza si¢ wzorem:
x' =xcosa —kysina
1

y' =Exsina+ycosa

A jego efekty mozna zaobserwowac na zdjgciach na nastgpnej stronig.

15
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rys 38- obrot eliptyczny okregu

rys 39 — obrot eliptyczny elipsy o roznej
ekscentrycznosci

Co ciekawe, elipsa o stosunku swoich osi rownym skali obrotu eliptycznego, obracana
wzgledem swojego srodku, przechodzi po obrocie eliptycznym w sama siebie, niezaleznie od
kata owego obrotu. Okregi natomiast przechodza w elipsy, zatem jak wida¢, tak zdefiniowany
obrét eliptyczny z pewnos$cia ma liczne powigzania z elipsami, aczkolwiek fundamentalnie
obrét nadal zachodzi wokot okregu, co tworzy pewne nieintuicyjne rezultaty, np. punkty sa

obracane o roézne katy wzgledem srodka elipsy.

16



4.2 Inny obrot eliptyczny

Nie usatysfakcjonowany definicja obrotu eliptycznego podang przez Modienowa
i Parchomienko w ksigzce pt. ,,Przeksztalcenia geometryczne” z 1967r. wymyslitem swoja
wersje, czym obroét eliptyczny powinien by¢.

W definicji podanej przez Modienowa i Parchomienko mamy do czynienia z imitacja obrotu
wzgledem elipsy, gdyz opiera si¢ on fundamentalnie na obrocie wzgledem zwyklego okregu,
przez co punkty figury po obrocie pokonuja rézne katy liczac wzgledem elipsy. W mojej wersji
natomiast katy te sg takie same, gdyz tak tez jest podczas zwyktego obrotu. Dodatkowo podczas
zwyklego obrotu kazdy punkt porusza si¢ po swoim okregu, ktdrego promien jest staty,
jednakze w wersji M. 1 P. tak si¢ nie dzieje, co stanowi kolejna réznice wzgledem mojej wersji,
w ktorej kazdy punkt porusza si¢ po swojej elipsie o stalej wielkosci i1 tej samej
ekscentrycznos$ci co elipsa, wzgledem ktorej zachodzi obrot.

Wzory na mojg wersje obrotu eliptycznego otrzymatem w nastgpujacy sposob:

P=y), P=&.y) 6
() o Yy _
a=tg (x) B=a+0 x,—tgﬁ

2
Poniewaz punkty P i P’ lezg na tej samej elipsie danej rownaniem x? + Z—z =1, to:

2 12 2 t 2
X+l = 4 x2+y—=x'2<1+gﬁ>

bZ

Jak mozna zaobserwowac¢ na zdjeciach na stronie nastepnej, wszystkie punkty podczas takiego
przeksztalcenia pokonuja ten sam kat wzgledem $rodka elipsy i zostaja na swoje;j elipsie, ktora
jest podobna do elipsy, wzgledem ktoérej zachodzi obrot.

17
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S ,Spiralizacja”

Jest to najmniej rygorystycznie zdefiniowana transformacja sposrdéd wszystkich znajdujacych
si¢ na tej stronie. Gtownym pomystem jaki miatem na to przeksztalcenia jest uzaleznienie kata
obrotu od odlegtosci danego punktu od wybranego $rodka. Dobor funkcji kata obrotu wzgledem
odleglosci od $rodka ma kluczowe znaczenie dla otrzymanego efektu wizualnego. Dlatego w
celu uzyskania normalnej sinusoidy na malym zakresie, ktora po oddaleniu drastycznie si¢
zakreca wybralem funkcje o(d) = 0.00001 d3, w ktérej d oznacza odlegtos¢ od $rodka obrotu.
W celu wyprowadzenia wzoréw modyfikujemy wzory na obrot wzgledem punktu S=(a,b)
podanych ponizej, poprzez podstawienie funkcji o(d) za kat a.

{X' =(x—a)cosa — (y—b)sina+a
y'=(x—a)sina+ (y—b)cosa+b

Po podstawieniu:

x' = (x—a)cos(o(d)) — (y — b)sin(o(d)) + a
{y’ = (x —a)sin(o(d)) + (y — b) cos(o(d)) + b

gdzie d =./(x —a)2+ (y — b)?

oy

rys 46 — sinusoida plynnie przechodzgca w pewng spirale

Ciekawe efekty mozna rowniez otrzymac, gdy funkcja ta bedzie malejgca, jak mozna zobaczy¢
zdjeciach na nastgpnej stroni¢, aczkolwiek taka ujemna ,,spiralizacja” tworzy efekt, ktory
kojarzy si¢ bardziej z czarng dziurg nizeli spirala.

19
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rys 48 — okrgg poddany ujemnej spiralizacji

rys 49 -prosta poddana ujemnej spiralizacji wokot przemieszczajgcego sie punktu
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rys 50 — krzywa Lissajous poddana ujemnej i liniowej wzgledem odlegtosci spiralizacji wokot krgzgcego punktu
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rys 51— ,,ryba” utworzona z odpowiedniego polgczenia funkcji wyktadniczej z trygonometrycznymi poddana ujemnej
spiralizacji wokotl przemieszczajgcego si¢ punktu

Podzi¢kowanie
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pisania pracy.
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