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  SSttaarroożżyyttnnii  GGrreeccyy  ttrraakkttoowwaallii  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  zz  dduużżąą  oossttrroożżnnoośścciiąą,,  aa  cczzaassaammii  wwrręęcczz    

zz  nniieecchhęęcciiąą,,  ppoonniieewwaażż  bbyyłłaa  ddllaa  nniicchh  źźrróóddłłeemm  ppaarraaddookkssóóww  ii  ppootteennccjjaallnnyycchh  sspprrzzeecczznnoośśccii  ww  iicchh  

ffiilloozzooffiiii  ii  mmaatteemmaattyyccee..  NNiieesskkoońńcczzoonnoośśćć  bbyyłłaa  ddllaa  ssttaarroożżyyttnnyycchh  cczzyymmśś  nniieeśścciissłłyymm  ii  ppootteennccjjaallnniiee  

nniieebbeezzppiieecczznnyymm!!  WWoolleellii  oonnii  uunniikkaaćć  rroozzwwaażżaańń  nnaa  tteemmaatt  nniieesskkoońńcczzoonnyycchh  zzbbiioorróóww  cczzyy  bbyyttóóww,,  

bboo  wwpprroowwaaddzzaałłyy  oonnee  nniieeppeewwnnoośśćć  ii  rrooddzziiłłyy  ppyyttaanniiaa,,  nnaa  kkttóórree  ssttaarroożżyyttnnii  nniiee  uummiieellii  zznnaalleeźźćć  

ooddppoowwiieeddzzii..  RReeaassuummuujjąącc,,  ssttaarroożżyyttnnii  ssttaarraallii  ssiięę  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii  uunniikkaaćć,,  ppoonniieewwaażż  bbyyłłaa  

źźrróóddłłeemm  pprroobblleemmóóww  ii  sspprrzzeecczznnoośśccii..  

WW  sszzcczzeeggóóllnnoośśccii  pprroobblleemmaattyycczznnyy  ookkaazzaałł  ssiięę  bbyyćć  ……  zzwwyykkłłyy  kkwwaaddrraatt!!  

PPiittaaggoorreejjcczzyyccyy  bbyyllii  zzaaffaassccyynnoowwaallii  hhaarrmmoonniiąą  lliicczzbb  ccaałłkkoowwiittyycchh::  lliicczzbbyy  ii  pprrooppoorrccjjee  bbyyłłyy  ddllaa  

nniicchh  ssyymmbboolleemm  ppoorrzząąddkkuu  ii  ppiięękknnaa,,  pprrooppoorrccjjee  wwiiddzziieellii  ww  mmuuzzyyccee,,  ggeeoommeettrriiii,,  ccaałłeejj  ssttrruukkttuurrzzee  

śśwwiiaattaa..  

AAżż  ttuu  nnaaggllee  kkwwaaddrraatt::  ssyymmbbooll  ssyymmeettrriiii  ii  ddoosskkoonnaałłoośśccii  ((rróówwnnee  bbookkii,,  rróówwnnee  kkąąttyy))  wwpprroowwaaddzziiłł  

cchhaaooss  ddoo  iicchh  ffiilloozzooffiiii,,  ggddyy  ookkaazzaałłoo  ssiięę,,  żżee  ddłłuuggoośśccii  pprrzzeekkąąttnneejj  kkwwaaddrraattuu  nniiee  ddaa  ssiięę  wwyyrraazziićć  

lliicczzbbąą  ccaałłkkoowwiittąą..  OOddkkrryycciiee  ttoo  zzsszzookkoowwaałłoo  ssttaarroożżyyttnnyycchh,,  aa  ttyymm  ssaammyymm  lliicczzbbaa  ppiieerrwwiiaasstteekk    

zz  ddwwóócchh  ssttaałłaa  ssiięę  ppiieerrwwsszzyymm  zznnaannyymm  pprrzzyykkłłaaddeemm  lliicczzbbyy  nniieewwyymmiieerrnneejj..  

WW  ssttaarroożżyyttnneejj  GGrreeccjjii  ooddkkrryycciiee  nniieewwyymmiieerrnnoośśccii  lliicczzbbyy  ppiieerrwwiiaasstteekk  zz  ddwwóócchh  bbyyłłoo  aażż  ttaakk  

kkoonnttrroowweessyyjjnnee,,  żżee  nniieekkttóórrzzyy  nnaawweett  uukkrryywwaallii  tteenn  ffaakktt!!  NNiiee  mmooggllii  ssiięę  oonnii  ppooggooddzziićć  zz  ttyymm,,    

żżee  ww  iicchh  śśwwiieecciiee,,  ttaakk  ddoosskkoonnaałłyymm  ii  ww  ppeełłnnii  ooppiissaannyymm  pprrzzeezz  lliicczzbbyy  ccaałłkkoowwiittee,,  nnaaggllee  ppoojjaawwiiłłaa  

ssiięę  lliicczzbbaa,,  kkttóórraa  mmiiaałłaa  nniieesskkoońńcczzoonnee  ii  nniieerreegguullaarrnnee  rroozzwwiinniięęcciiee  ddzziieessiięęttnnee,,  bbuurrzząącc  ttyymm  ccaałłąą  

iiddeeęę  hhaarrmmoonnii..    

PPrroobblleemm  nniieewwyymmiieerrnnoośśccii  lliicczzbbyy  ppiieerrwwiiaasstteekk  zz  ddwwóócchh  ddoottyykkaałł  wwiięęcc  ppoojjęęcciiaa  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii..  

PPrrzzyybblliiżżeenniiaa  lliicczzbbyy  ppiieerrwwiiaasstteekk  zz  ddwwóócchh  ww  ppoossttaaccii  uułłaammkkóóww  bbyyłłyy  ccoorraazz  lleeppsszzee,,  aallee  nniiggddyy  

ddookkłłaaddnnee  ––  wwyymmaaggaałłyy  nniieesskkoońńcczzoonneeggoo  cciiąągguu  kkrrookkóóww..  

PPiittaaggoorreejjcczzyyccyy  ooddkkrryyllii  wwiięęcc,,  żżee  iissttnniieejjąą  lliicczzbbyy,,  ttaakkiiee  jjaakk  ppiieerrwwiiaasstteekk  zz  ddwwóócchh,,  kkttóórree  nniiee  mmooggąą  

bbyyćć  wwyyrraazzoonnee  jjaakkoo  ssttoossuunneekk  ddwwóócchh  lliicczzbb  ccaałłkkoowwiittyycchh..  BByyłłoo  ttoo  zzwwiiąązzaannee  zz  nniieesskkoońńcczzoonnoosscciiąą,,  

ppoonniieewwaażż  ttaakkiiee  lliicczzbbyy  mmiiaałłyy  nniieesskkoońńcczzoonnee  rroozzwwiinniięęcciiee  ddzziieessiięęttnnee..  

ZZ  kkoolleeii  EEuukklliiddeess  zznnaallaazzłł  ddoowwóódd  nnaa  ttoo,,  ccoo  ddzziissiiaajj  mmoożżnnaabbyy  nnaazzwwaaćć  nniieesskkoońńcczzoonnoośścciiąą  zzbbiioorruu  

lliicczzbb  ppiieerrwwsszzyycchh..  
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  WW  śśrreeddnniioowwiieecczzuu  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  bbyyłłaa  rroozzwwaażżaannaa  ggłłóówwnniiee  ww  kkoonntteekkśścciiee  

tteeoollooggiicczznnyymm::  tteeoollooggoowwiiee  nnpp..  ŚŚwwiięęttyy  TToommaasszz  zz  AAkkwwiinnuu,,  aannaalliizzoowwaałł  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  jjaakkoo  ……  

aattrryybbuutt  BBooggaa  ––  jjeeggoo  wwsszzeecchhmmoocc,,  wwsszzeecchhwwiieeddzzaa  ii  wwiieecczznnoośśćć..  BBóógg  bbyyłł  ookkrreeśśllaannyy  jjaakkoo  

nniieesskkoońńcczzoonnyy  bbyytt..  

TTyymmcczzaasseemm  mmaatteemmaattyyccyy  uunniikkaallii  tteemmaattuu  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii,,  kkttóórraa  nnaaddaall  bbyyłłaa  tteemmaatteemm  ttrruuddnnyymm    

ii  ppeełłnnyymm  sspprrzzeecczznnoośśccii..    

WWrraazz  zz  rreenneessaannsseemm  ii  rroozzwwoojjeemm  nnaauukk  śścciissłłyycchh  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  zzaacczzęęłłaa  ppoowwrraaccaaćć  jjaakkoo  tteemmaatt  

mmaatteemmaattyycczznnyy::  

••  XXVVII  ii  XXVVIIII  wwiieekk::  MMaatteemmaattyyccyy,,  ttaaccyy  jjaakk  GGiioorrddaannoo  BBrruunnoo,,  aannaalliizzoowwaallii  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  

wwsszzeecchhśśwwiiaattaa  ww  kkoonntteekkśścciiee  kkoossmmoollooggiiii..  BBrruunnoo  bbyyłł  jjeeddnnyymm  zz  ppiieerrwwsszzyycchh,,  kkttóórrzzyy  oottwwaarrcciiee  

ggłłoossiillii,,  żżee  wwsszzeecchhsswwiiaatt  jjeesstt  nniieesskkoońńcczzoonnyy..    

••  KKaallkkuulluuss  ii  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  ppootteennccjjaallnnaa::  RRoozzwwoojj  rraacchhuunnkkuu  rróóżżnniicczzkkoowweeggoo    

ii  ccaałłkkoowwiitteeggoo  pprrzzeezz  IIssaaaaccaa  NNeewwttoonnaa  ii  GGoottttffrriieeddaa  WWiillhheellmmaa  LLeeiibbnniizzaa  ww  XXVVIIIIwwiieekkuu  

wwpprroowwaaddzziiłł  ddoo  mmaatteemmaattyykkii  ooppeerroowwaanniiee  nniieesskkoońńcczzoonnoośścciiąą  ppootteennccjjaallnnąą  ww  ssppoossóóbb  bbaarrddzziieejj  

śścciissłłyy..  

••  NNaa  pprrzzyykkłłaadd  ggrraanniiccee  ii  nniieesskkoońńcczzoonnee  sszzeerreeggii  bbyyłłyy  nnaarrzzęęddzziiaammii  ddoo  aannaalliizzyy  

nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii,,  aallee  nnaaddaall  nniiee  bbaaddaannoo  jjeejj  jjaakkoo  bbyyttuu  aakkttuuaallnneeggoo..  

                    PPrraawwddzziiwwaa  rreewwoolluuccjjaa  ww  rroozzwwaażżaanniiaacchh  oo  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii  nnaassttąąppiiłłaa  ww  XXIIXX  wwiieekkuu..  

••  CCaannttoorr  wwpprroowwaaddzziiłł  ppoojjęęcciiee  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii  aakkttuuaallnneejj  ww  mmaatteemmaattyyccee..  RRoozzwwiinnąąłł  tteeoorriiee  

zzbbiioorróóww  ii  wwpprroowwaaddzziiłł  ppoojjęęcciiaa  ttaakkiiee  jjaakk  lliicczzbbyy  kkaarrddyynnaallnnee  ii  mmooccyy  zzbbiioorróóww..  UUddoowwooddnniiłł,,    

żżee  iissttnniieejjąą  rróóżżnnee  wwiieellkkoośśccii  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii,,  nnpp..  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  zzbbiioorruu  lliicczzbb  nnaattuurraallnnyycchh  

jjeesstt  mmnniieejjsszzaa  oodd  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii  zzbbiioorruu  lliicczzbb  rrzzeecczzyywwiissttyycchh  ((ttzzww..  mmoocc  ccoonnttiinnuuuumm))..    

••  CCIIEEKKAAWWOOSSTTKKAA  --  lliicczzeebbnnoośśccii  ((mmooccee  zzbbiioorruu))  ssąą  oozznnaacczzaannee  lliitteerrkkaammii  hheebbrraajjsskkiimmii..    

nnpp..  אא      --  AALLEEFF..    

••  RRoozzwwaażżaanniiaa  CCaannttoorraa  wwzzbbuuddzzaałłyy  jjeeddnnaakk  kkoonnttrroowweerrssjjee..  PPaarraaddookkssyy  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii,,  ttaakkiiee  

jjaakk  ppaarraaddookkss  zzbbiioorruu  wwsszzyyssttkkiicchh  zzbbiioorróóww,,  zzmmuussiiłłyy  mmaatteemmaattyykkóóww  ddoo  wwpprroowwaaddzzeenniiaa  

bbaarrddzziieejj  śścciissłłyycchh  ffuunnddaammeennttóóww  mmaatteemmaattyykkii..    

GGeeoorrgg  CCaannttoorr  ((11884455--11991188)),,  uuwwaażżaannyy  zzaa  oojjccaa  tteeoorriiii  mmnnooggoośśccii,,  bbyyłł  jjeeddnnąą  zz  nnaajjbbaarrddzziieejj  

kkoonnttrroowweerrssyyjjnnyycchh  ppoossttaaccii  ww  hhiissttoorriiii  mmaatteemmaattyykkii..  UUrrooddzziiłł  ssiięę  ww  SSaannkktt  PPeetteerrssbbuurrgguu,,  ggddzziiee  

mmiieesszzkkaałł  ddoo  1111  rrookkuu  żżyycciiaa..  WW  mmłłooddoośśccii  uucchhooddzziiłł  zzaa  wwyybbiittnneeggoo  sskkrrzzyyppkkaa..  KKiieeddyy  rrooddzziinnaa  
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CCaannttoorraa  wwrróócciiłłaa  ddoo  NNiieemmiieecc  ((zz  ppoowwoodduu  cchhoorroobbyy  oojjccaa  CCaannttoorraa)),,  ooddkkrryyttoo  nniieewwiiaarryyggooddnnyy  ttaalleenntt  

cchhłłooppccaa..  DDzziięękkii  mmaajjąąttkkoowwii  ooddzziieeddzziicczzoonneemmuu  ppoo  oojjccuu  CCaannttoorr  bbyyłł  ww  ssttaanniiee  ppooddjjąąćć  ssttuuddiiaa    

ww  BBeerrlliinniiee,,  ggddzziiee  nnaappiissaałł  pprraaccęę  ddookkttoorrsskkąą  ddoottyycczząąccąą  tteeoorriiii  lliicczzbb..  HHaabbiilliittaaccjjęę  uuzzyysskkaałł    

nnaa  UUnniiwweerrssyytteecciiee  ww  HHaallllee..  TTaamm  tteeżż  ssppęęddzziiłł  wwiięękksszzoośśćć  sswwoojjeeggoo  nnaauukkoowweeggoo  żżyycciiaa    

ii  ww  11887799  rrookkuu  zzoossttaałł  pprrooffeessoorreemm  mmaajjąącc  3344  llaattaa..    JJeeggoo  ooddkkrryycciiaa  ddoottyycczząąccee  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii  

zzrreewwoolluuccjjoonniizzoowwaałłyy  mmaatteemmaattyykkęę,,  aallee  jjeeggoo  żżyycciiee  bbyyłłoo  ppeełłnnee  nniieezzrroozzuummiieenniiaa,,  kkrryyttyykkii    

ii  oossoobbiissttyycchh  ttrruuddnnoośśccii..    

OOddkkrryycciiaa  CCaannttoorraa::  OOsswwoojjeenniiee  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii    

11..  TTeeoorriiaa  mmnnooggoośśccii::  CCaannttoorr  ssttwwoorrzzyyłł  ppooddssttaawwyy  wwssppóółłcczzeessnneejj  tteeoorriiii  zzbbiioorróóww,,  kkttóórraa  zzaajjmmuujjee  

ssiięę  ssttrruukkttuurrąą  ii  wwłłaaśścciiwwoośścciiaammii  zzbbiioorróóww..  TToo  ddzziięękkii  nniieemmuu  ppoowwssttaałłyy  ppoojjęęcciiaa,,  kkttóórree  

uummoożżlliiwwiiłłyy  pprreeccyyzzyyjjnnee  bbaaddaanniiee  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii..  

oo  WWpprroowwaaddzziiłł  ppoojjęęcciiee  lliicczzbbyy  kkaarrddyynnaallnneejj,,  kkttóórraa  ppoozzwwaallaa  ppoorróówwnnyywwaaćć  „„rroozzmmiiaarryy""  

zzbbiioorróóww,,  nnaawweett  ttyycchh  nniieesskkoońńcczzoonnyycchh..  

oo    UUddoowwooddnniiłł,,  żżee  iissttnniieejjąą  rróóżżnnee  „„wwiieellkkoośśccii""  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii..  NNaa  pprrzzyykkłłaadd,,  zzbbiióórr  lliicczzbb  

rrzzeecczzyywwiissttyycchh    jjeesstt  wwiięękksszzyy  oodd  zzbbiioorruu  lliicczzbb  nnaattuurraallnnyycchh,,  ccoo  zzaappoocczząąttkkoowwaałłoo  bbaaddaanniiaa  

nnaadd  nniieesskkoońńcczzoonnoośścciiaammii  aakkttuuaallnnyymmii..  

  22..  TTwwiieerrddzzeenniiee  CCaannttoorraa::  JJeeddnnyymm  zz  nnaajjwwaażżnniieejjsszzyycchh  oossiiąąggnniięęćć  CCaannttoorraa  bbyyłłoo  

                  uuddoowwooddnniieenniiee,,  żżee  ddllaa  kkaażżddeeggoo  zzbbiioorruu  AAAAAA,,  zzbbiióórr  wwsszzyyssttkkiicchh  ppooddzzbbiioorróóww  

                  PP((AA))PP((AA))PP((AA))  mmaa  wwiięękksszząą  mmoocc  nniiżż  zzbbiióórr  AAAAAA..  OOzznnaacczzaa  ttoo,,  żżee  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii    

                  nniiee  ttyyllkkoo  iissttnniieejjąą,,  aallee  ssąą  zzrróóżżnniiccoowwaannee  ppoodd  wwzzggllęęddeemm  rroozzmmiiaarruu""..    

33..  HHiippootteezzaa  ccoonnttiinnuuuumm::  CCaannttoorr  ppoossttaawwiiłł  hhiippootteezzęę,,  żżee  nniiee  iissttnniieejjee  zzbbiióórr  nniieesskkoońńcczzoonnyy,,    

            kkttóórreeggoo  mmoocc  bbyyłłaabbyy  ppoommiięęddzzyy  mmooccąą  zzbbiioorruu  lliicczzbb  nnaattuurraallnnyycchh  aa  mmooccąą  ccoonnttiinnuuuumm  

            ((zzbbiioorruu  lliicczzbb  rrzzeecczzyywwiissttyycchh))..  PPrroobblleemm  tteenn  ssttaałł  ssiięę  jjeeddnnyymm  zz  nnaajjwwaażżnniieejjsszzyycchh    

              ww  mmaatteemmaattyyccee  ii  ddoo  ddzziiśś  ppoozzoossttaajjee  nniieerroozzssttrrzzyyggnniięęttyy  ww  rraammaacchh  aakkssjjoommaattyykkii    

            ZZeerrmmeelloo--FFrraaeennkkeellaa  ((ZZFFCC))..    

CChhooćć  ddzziiśś  CCaannttoorr  jjeesstt  uuzznnaawwaannyy  zzaa  ppiioonniieerraa  mmaatteemmaattyykkii,,  ww  sswwooiicchh  cczzaassaacchh  ssppoottkkaałł  ssiięę    

zz  ooggrroommnnąą  kkrryyttyykkąą::    

••  OOppoozzyyccjjaa  śśrrooddoowwiisskkaa  mmaatteemmaattyycczznneeggoo::  WWiieelluu  wwssppóółłcczzeessnnyycchh  mmaatteemmaattyykkóóww,,  ww  ttyymm  

wwppłłyywwoowwyy  LLeeooppoolldd  KKrroonneecckkeerr,,  oottwwaarrcciiee  sspprrzzeecciiwwiiaałłoo  ssiięę  jjeeggoo  iiddeeoomm..  KKrroonneecckkeerr  nnaazzwwaałł  

nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  CCaannttoorraa  ,,bbłłęęddeemm""  ii  uuzznnaawwaałł  jjąą  zzaa  nniieezzggooddnnąą  zz  ,,,,kkoonnssttrruukkttyywwnnyymm""  

ppooddeejjśścciieemm  ddoo  mmaatteemmaattyykkii..    
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••  WWyyśśmmiieewwaanniiee  ii  mmaarrggiinnaalliizzaaccjjaa::  CCaannttoorr  bbyyłł  wwyyśśmmiieewwaannyy  zzaa  wwpprroowwaaddzzeenniiee  

nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii  aakkttuuaallnneejj  jjaakkoo  rrzzeecczzyywwiisstteeggoo  bbyyttuu  mmaatteemmaattyycczznneeggoo..  WWiieelluu  uuwwaażżaałłoo  jjeeggoo  

ppoommyyssłłyy  zzaa  zzbbyytt  aabbssttrraakkccyyjjnnee  ii  bbeezzuużżyytteecczznnee  ww  pprraakkttyyccee..  AAbbyy  ooddppiieerraaćć  kkrryyttyykkęę  mmóówwiiłł,,  

żżee  nniiee  zzaajjmmuujjee  ssiięę  nniieesskkoońńcczzoonnoośścciiąą  ttyyllkkoo  lliicczzbbaammii  ppoozzaasskkoońńcczzoonnyymmii..    

NNiieezzrroozzuummiieenniiee  zzee  ssttrroonnyy  wwssppóółłcczzeessnnyycchh  mmiiaałłoo  dduużżyy  wwppłłyyww  nnaa  zzddrroowwiiee  ppssyycchhiicczznnee  CCaannttoorraa::    

••  DDeepprreessjjaa  ii  hhoossppiittaalliizzaaccjjee::  KKrryyttyykkaa  oorraazz  ttrruuddnnoośśccii  ww  uuzzyysskkaanniiuu  aakkcceeppttaaccjjii  śśrrooddoowwiisskkaa  

nnaauukkoowweeggoo  pprroowwaaddzziiłłyy  ddoo  zzaałłaammaańń  nneerrwwoowwyycchh  ii  ookkrreessoowwyycchh  hhoossppiittaalliizzaaccjjii..    

WW  11888844  rrookkuu  ppoo  rraazz  ppiieerrwwsszzyy  ttrraaffiiłł  ddoo  sszzppiittaallaa  ppssyycchhiiaattrryycczznneeggoo..      

••  IIzzoollaaccjjaa  nnaauukkoowwaa::  CChhooćć  CCaannttoorr  mmiiaałł  sswwoojjee  ggrroonnoo  zzwwoolleennnniikkóóww,,  pprrzzeezz  wwiięękksszząą  cczzęęśśćć  

żżyycciiaa  cczzuułł  ssiięę  ooddrrzzuuccoonnyy  pprrzzeezz  ssppoołłeecczznnoośśćć  mmaatteemmaattyycczznnąą..  WW  ppóóźźnniieejjsszzyycchh  llaattaacchh  ccoorraazz  

cczzeeśścciieejj  ppoośśwwiięęccaałł  ssiięę  ffiilloozzooffiiii  tteeoollooggiiii,,  ccoo  rróówwnniieeżż  ssppoottkkaattoo  ssiięę  zz  kkrryyttyykkąą..    

                                              MMiiaałł  rraaccjjęę::  NNiieesskkoońńcczzoonnoośśćć  jjaakkoo  ffuunnddaammeenntt  mmaatteemmaattyykkii  

PPoommiimmoo  ttrruuddnnoośśccii,,  CCaannttoorr  mmiiaałł  rraaccjjęę..  JJeeggoo  ooddkkrryycciiaa  ssąą  ddzziiśś  ffuunnddaammeenntteemm  mmaatteemmaattyykkii::  

••  FFuunnddaammeenntt  wwssppóóttcczzeessnneejj  mmaatteemmaattyykkii::  TTeeoorriiaa  mmnnooggoośśccii  CCaannttoorraa  jjeesstt  ppooddssttaawwąą  

wwiięękksszzoośśccii  wwssppóółłcczzeessnnyycchh  ggaałłęęzzii  mmaatteemmaattyykkii,,  oodd  aannaalliizzyy  ppoo  tteeoorriięę  llooggiikkii    

ii  iinnffoorrmmaattyykkęę..    

••  RRoozzwwiiąązzyywwaanniiee  ppaarraaddookkssóóww::  BBaaddaanniiaa  CCaannttoorraa  ppoozzwwoolliiłłyy  lleeppiieejj  zzrroozzuummiieećć  ii  oosswwooiićć  

ppaarraaddookkssyy  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii,,  ttaakkiiee  jjaakk  ppaarraaddookkss  HHiillbbeerrttaa  cczzyy  ppaarraaddookkssyy  zzwwiiąązzaannee    

zz  tteeoorriiąą  zzbbiioorróóww..    

                                                  PPrroobblleemmyy  zz  nniieesskkoońńcczzoonnoośścciiąą  ssąą  wwcciiąążż  aakkttuuaallnnee  

CCaannttoorr  uuddoowwooddnniiłł,,  żżee  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  ttoo  nniiee  ttyyllkkoo  aabbssttrraakkccyyjjnnaa  iiddeeaa,,  aallee  ttaakkżżee  rreeaallnnyy  pprroobblleemm  

mmaatteemmaattyycczznnyy..  DDoo  ddzziiśś  jjeeggoo  pprraaccee  iinnssppiirruujjąą  kkoolleejjnnee  ppookkoolleenniiaa  mmaatteemmaattyykkóóww::    

••  HHiippootteezzaa  ccoonnttiinnuuuumm::  PPoozzoossttaajjee  jjeeddnnyymm  zz  nnaajjbbaarrddzziieejj  ffaassccyynnuujjąąccyycchh  pprroobblleemmóóww  

mmaatteemmaattyykkii..    

••  GGrraanniiccee  aakkssjjoommaattyykkii::  BBaaddaanniiaa  nnaadd  nniieesskkoońńcczzoonnoośścciiąą  pprroowwaaddzząą  ddoo  ppyyttaańń  oo  ssaammee  

ffuunnddaammeennttyy  mmaatteemmaattyykkii,,  jjaakk  ww  pprrzzyyppaaddkkuu  ttwwiieerrddzzeenniiaa  GGööddllaa  oo  nniieezzuuppeełłnnoośśccii..  
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GGeeoorrgg  CCaannttoorr  zzmmaarrłł  ww  11991188  rrookkuu  ww  ssaannaattoorriiuumm,,  zzmmaaggaajjąącc  ssiięę  zz  pprroobblleemmaammii  zzddrroowwoottnnyymmii    

ii  ffiinnaannssoowwyymmii..  DDzziiśś  jjeeddnnaakk  jjeeggoo  pprraaccee  ssąą  uuzznnaawwaannee  zzaa  jjeeddnnoo  zz  nnaajjwwyyżżsszzyycchh  oossiiaaggnniięęćć  

lluuddzzkkiieeggoo  iinntteelleekkttuu..  JJaakk  ppoowwiieeddzziiaałł  DDaavviidd  HHiillbbeerrtt::    

,,..NNiikktt  nniiee  wwyykklluucczzyy  nnaass  zz  rraajjuu,,  kkttóórryy  ssttwwoorrzzyyłł  CCaannttoorr""..    

CCaannttoorr  pprrzzyyppoommnniiaałł  śśwwiiaattuu,,  żżee  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  nniiee  jjeesstt  ttyyllkkoo  ffiilloozzooffiicczznnąą  zzaaggaaddkkąą,,    

aallee  kklluucczzoowwyymm  eelleemmeenntteemm  mmaatteemmaattyycczznneejj  rrzzeecczzyywwiissttoośśccii..  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

                        GGeeoorrgg  CCaannttoorr        

  

  

  

                                                                                                                                                                                                  DDaavviidd    HHiillbbeerrtt  
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WWiieelluu  mmaatteemmaattyykkóóww  iilluussttrruujjee  ttaakkąą  ssyyttuuaaccjjęę  ppaarraaddookksseemm  hhootteelluu  zz  nniieesskkoońńcczzeenniiee  wwiieelloommaa  

ppookkoojjaammii  wwyymmyyśślloonnyymm  pprrzzeezz  nniieemmiieecckkiieeggoo  mmaatteemmaattyykkaa  DDaavviiddaa  HHiillbbeerrttaa..  OOppoowwiieeśśćć  wwyygglląąddaa  

mmnniieejj  wwiięęcceejj  ttaakk::  

BByyłł  ssoobbiiee  kkiieeddyyśś  hhootteell,,  kkttóórreeggoo  wwłłaaśścciicciieell  CChhiińńcczzyykk,,  nniiee  oobbaawwiiaałł  ssiięę  wwiieellkkiicchh  zzbbiioorroowwiisskk..  

AAbbyy  uunniikknnąąćć  nniieeppoorroozzuummiieeńń,,  kkaażżddeemmuu  ppookkoojjoowwii  pprrzzyyppiissaałł  nnuummeerr,,  ppoocczzyynnaajjąącc  oodd  11,,    

ww  kkoolleejjnnoośśccii  rroossnnąącceejj..  BByyłł  śśrrooddeekk  sseezzoonnuu,,  wwsszzyyssttkkiiee  ppookkoojjee  bbyyłłyy  zzaajjęęttee,,  ccoo  oocczzyywwiiśścciiee  

cciieesszzyyłłoo  wwłłaaśścciicciieellaa..  NNaaggllee  nnaaddeesszzłłaa  wwiiaaddoommoośśćć  zz  cchhiińńsskkiieeggoo  bbiiuurraa  ppooddrróóżżyy::  llaawwiinnaa  jjeeggoo  

rrooddaakkóóww  mmaa  nnaaddjjeecchhaaćć  nnaassttęęppnneeggoo  ddnniiaa  ii  kkoonniieecczznniiee  nnaalleeżżyy  iimm  zzaappeewwnniićć  mmiieejjssccaaww  hhootteelluu..  

NNiiee  mmoożżnnaa  jjeeddnnaakk  wwyyrrzzuucciićć  zz  hhootteelluu  ddoottyycchhcczzaassoowwyycchh  ggoośśccii..  RRoozzwwiiąązzaanniiee??  HHootteellaarrzz,,  

cczzłłoowwiieekk  zznnaajjąąccyy  ssiięę  nnaa  mmaatteemmaattyyccee,,  ppoopprroossiiłł  kkaażżddeeggoo  zzee  sswwooiicchh  ggoośśccii  oo  pprrzzeejjśścciiee  ddoo  ppookkoojjuu  

oo  nnuummeerrzzee  bbęęddąąccyymm  ddwwuukkrroottnnoośścciiąą  ddoottyycchhcczzaassoowweeggoo  nnuummeerruu,,  ttaakk  jjaakk  ttoo  ppookkaazzaannoo    

nnaa  rryyssuunnkkuu..  

  

          11                                              22                                                33                                              44                                              55                                              66  

……  

  

          22  44                                                  66                                                88                                            1100                                        1122  ……  

  

II  ttaakk  ppoojjaawwiiłłoo  ssiięę  nniieesskkoońńcczzeenniiee  wwiieellee  ppuussttyycchh  ppookkooii,,  ww  kkttóórryycchh  sswwoobbooddnniiee  mmooggllii  ssiięę  

ppoommiieeśścciićć  nnoowwii  pprrzzyybbyysszzee..  WWłłaaśścciicciieell  hhootteelluu  zz  nniieesskkoońńcczzeenniiee  wwiieelloommaa  ppookkoojjaammii  ddaalleejj  nniimm  

sszzcczzęęśślliiwwiiee  zzaarrzząąddzzaałł,,  dduummnnyy  zzee  sswwoojjeejj  wwiieeddzzyy  oo  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii..  

RRoozzwwaażżmmyy  nnaajjpprroossttsszząą  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć,,  kkttóórrąą  ttwwoorrzząą  wwsszzyyssttkkiiee  ddooddaattnniiee  lliicczzbbyy  ccaałłkkoowwiittee,,  

cczzyyllii  lliicczzbbyy  nnaattuurraallnnee..  

                                                        ℕℕ  ==  {{  00,,  11,,  22,,  33,,  44,,  55,,  66,,  77,,  88,,  99,,  1100,,  1111,,  1122,,  ……}},,  
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WWiiddzziimmyy  zz  ppeewwnnyymm  zzddzziiwwiieenniieemm,,  żżee  cczzęęśśćć  zzbbiioorruu  ℕℕ,,  mmiiaannoowwiicciiee  zzbbiióórr  lliicczzbb  nnaattuurraallnnyycchh  

ppaarrzzyyssttyycchh,,  jjeesstt  rróówwnnoolliicczznnyy  zz  ccaałłyymm  zzbbiioorreemm  ℕℕ::  

00  00  

11  22  

22  44  

33  66  

44  88  

55  1100  

66  1122  

77  1144  

                                                                                                            ⁝⁝                                          ⁝⁝                                                                                              

SSttąądd    

                                                                      ##  {{lliicczzbbyy  ppaarrzzyyssttee}}==##  ℕℕ  

((  LLiicczzbbęę  eelleemmeennttóóww  zzbbiioorruu  oozznnaacczzaa  ssiięę,,  ppiisszząącc  pprrzzeedd  ssyymmbboolleemm  zzbbiioorruu  zznnaakk  ##))..  

CCzzęęśśćć  nniieesskkoońńcczzoonneejj  ccaałłoośśccii  mmoożżee  wwiięęcc  rróówwnniieeżż  bbyyćć  nniieesskkoońńcczzoonnaa,,  aa  nnaawweett  mmiieećć  ttęę  ssaammąą  

lliicczzbbęę  kkaarrddyynnaallnnąą  ccoo  ccaałłoośśćć..  

LLiicczzbbąą  kkaarrddyynnaallnnąą  zzbbiioorruu  sskkoońńcczzoonneeggoo  jjeesstt  jjeeddnnąą  zz  lliicczzbb  nnaattuurraallnnyycchh..  ZZbbiioorryy  

nniieesskkoońńcczzoonnee  mmaajjąą  zznnaacczznniiee  wwiięękksszzee  lliicczzbbyy  kkaarrddyynnaallnnee  wwyyrraażżaajjąąccee  iicchh  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć..  

ZZnnaawwccyy  mmóówwiiąą  oo  nniicchh  „„lliicczzbbyy  ppoozzaasskkoońńcczzoonnee’’,,  ccoo  oozznnaacczzaa,,  żżee  wwyykkrraacczzaajjąą  ppoozzaa  zzaakkrreess  lliicczzbb  

sskkoońńcczzoonnyycchh..  NNaajjmmnniieejjsszząą  zz  nniicchh,,  ppiieerrwwsszząą  zz  ppoozzaasskkoońńcczzoonnyycchh  lliicczzbb  kkaarrddyynnaallnnyycchh  jjeesstt  ##((ℕℕ)),,  

kkttóórrąą  CCaannttoorr  oozznnaacczzyyłł  ssyymmbboolleemm  ℵℵ00 ..  TToo  lliicczzbbaa  kkaarrddyynnaallnnaa  zzbbiioorruu  wwsszzyyssttkkiicchh  lliicczzbb  

nnaattuurraallnnyycchh  cczzyyllii    

                    ##  {{00,,  11,,  22,,  33,,  44,,  55,,  66,,  77,,  88,,  99,,  1100,,  1111,,  1122,,  ……}}  ==  ##  ℕℕ  ==    ℵℵ00                                                                                                             

SSyymmbbooll    ℵℵ  ((aalleeff))  jjeesstt  ppiieerrwwsszząą  lliitteerrąą  aallffaabbeettuu  hheebbrraajjsskkiieeggoo..  ZZeerroo,,  kkttóórree  wwyyssttęęppuujjee  ww  iinnddeekkssiiee  

ddoollnnyymm,,  oozznnaacczzaa  nnaajjmmnniieejjsszzyy  zzee  wwsszzyyssttkkiicchh  aalleeffóóww  ((aalleeff  zzeerroo))..  IIssttnniieejjee  wwiięęcceejj  aalleeffóóww,,  

  aa  kkaażżddyy  zz  nniicchh  mmaa  sswwóójj  iinnddeekkss    ddoollnnyy::  

                                                                                        ℵℵ11 ,,  ℵℵ22 ,,ℵℵ33 ,,ℵℵ44 ,,ℵℵ55 ,,  ……  
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LLiicczzbbaa  kkaarrddyynnaallnnaa  ℵℵ00   ookkrreeśśllaa  zzbbiioorryy,,  kkttóórree  ssąą  rróówwnnoolliicczznnee  zzee  zzbbiioorreemm  lliicczzbb  ℕℕ..  TTaakkii  jjeesstt  zzbbiióórr  

lliicczzbb  nnaattuurraallnnyycchh  ppaarrzzyyssttyycchh,,  zzbbiióórr  lliicczzbb  nniieeppaarrzzyyssttyycchh,,  zzbbiióórr  wwiieellookkrroottnnoośśccii  33,,  zzbbiióórr  

wwiieellookkrroottnnoośśccii  55  oorraazz  wwiieelluu  iinnnnyycchh..  OO  zzbbiioorraacchh  rróówwnnoolliicczznnyycchh  zz  ℕℕ  mmoożżeemmyy  ppoowwiieeddzziieećć,,  

żżee  ssąą  „„pprrzzeelliicczzaallnnee””,,  ppoonniieewwaażż  mmoożżnnaa  jjee  pprrzzeelliicczzyyćć,,  ppoonnuummeerroowwaaćć  lliicczzbbaammii  nnaattuurraallnnyymmii,,  nnpp..::  

                      00                                  00                                00                                      11                              00                                  00            

                      11                                  22                                11                                      33                              11                                  55                      

                      22                                  44                                22                                      55                              22                                1100                  

                      33                                  66                                33                                      77                              33                                1155  

                      44                                  88                                44                                      99                              44                                2200          

                        ⁝⁝                                    ⁝⁝                                  ⁝⁝                                    ⁝⁝                                  ⁝⁝                                    ⁝⁝  

NNiieesskkoońńcczzoonnyy  zzbbiióórr  

ℤℤ  ==  {{  ……,,  --1100,,  --99,,  --88,,  --77,,  --66,,  --55,,  --44,,  --33,,  --22,,  --11,,  00,,  11,,  22,,  33,,  44,,  55,,  66,,  77,,  88,,  99,,  1100,,  ……}}  

nnaazzyywwaannyy  jjeesstt  „„zzbbiioorreemm  lliicczzbb  ccaałłkkoowwiittyycchh””,,  aa  zzbbiióórr  lliicczzbb  ℕℕ  jjeesstt  cczzęęśścciiąą  zzbbiioorruu  lliicczzbb  ℤℤ..  KKaażżddaa  

lliicczzbbaa  nnaattuurraallnnaa  jjeesstt  rróówwnniieeżż  lliicczzbbąą  ccaałłkkoowwiittąą  ccoo  jjeesstt    oocczzyywwiissttee..  AA  jjaakkaa  jjeesstt  lliicczzbbaa  kkaarrddyynnaallnnaa  

zzbbiioorruu  lliicczzbb    ℤℤ??    PPrrzzeeddssttaawwmmyy  jjee  zzaa  ppoommooccąą  rryyssuunnkkuu  

00    00  

11  ++11  

22  --11  

33  ++22  

44  --22  

55  ++33  

                                    ⁝⁝                                                    ⁝⁝  

ZZ  rryyssuunnkkuu  wwyynniikkaa,,żżee    ##ℤℤ  ==  ##ℕℕ  ==ℵℵ00 ,,  cczzyyllii  zzbbiióórr  ℤℤ  jjeesstt  zzbbiioorreemm  pprrzzeelliicczzaallnnyymm..  

AA  jjaakk  wwyygglląąddaa  zzbbiióórr    uułłaammkkóóww??  
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JJuużż  ww  kkllaassiiee  cczzwwaarrtteejj  mmóówwiimmyy  oo  ttyymm  zz  cczzeeggoo  sskkłłaaddaa  ssiięę  uułłaammeekk  zzwwyykkłłyy..  SSkkłłaaddaa  ssiięę  oonn    

zz  lliicczznniikkaa  ii    mmiiaannoowwnniikkaa  aa  ww  zzaappiissiiee  jjeesstt  ttoo  aa//bb..  JJeeśśllii  lliicczznniikk  jjeesstt  wwiieellookkrroottnnoośścciiąą  mmiiaannoowwnniikkaa  

ttoo  uułłaammeekk  aa//bb  jjeesstt  lliicczzbbąą  ccaałłkkoowwiittąą,,  kkttóórraa  jjeesstt  wwyynniikkiieemm  ddzziieelleenniiaa  aa  pprrzzeezz  bb..  WWiieellee  uułłaammkkóóww  

mmoożżnnaa  uuttoożżssaammiiaaćć  zz  ttąą  ssaammąą  lliicczzbbąą  ccaałłkkoowwiittąą..  

556688//228844  ==  225566//112288  ==  88//44  ==  22  

IIssttnniieejjąą  tteeżż  uułłaammkkii,,  kkttóórryycchh  nniiee  mmoożżnnaa  uuttoożżssaammiiaaćć  zz  lliicczzbbaammii  ccaałłkkoowwiittyymmii  nnpp..  11//33  lluubb  1144//1111..    

OOttrrzzyymmuujjeemmyy    

                                                                                    ℕℕ  ⊂⊂  ℤℤ  ⊂⊂  {{uułłaammkkii}}..  

SSyymmbbooll  ⊂⊂  oozznnaacczzaa  „„zzaawwaarrttyy  ww,,  aallee  nniiee  rróówwnnyy””..  ZZnnaakk  tteenn  ppooddoobbnnyy  jjeesstt  ddoo  mmnniieejjsszzoośśccii  <<,,  

ddoottyycczzyy  zzbbiioorróóww,,  aallee  nniiee  lliicczzbb..  

ZZbbiióórr  wwsszzyyssttkkiicchh  uułłaammkkóóww  oozznnaacczzaa  ssiięę  zzwwyykkllee  lliitteerrąą  ℚℚ,,  ℤℤ  jjeesstt  cczzęęśścciiąą  ℚℚ,,  ccoo  mmoożżnnaa  zzaappiissaaćć  

nnaassttęęppuujjąąccoo::  

                                                                                            ℕℕ  ⊂⊂  ℤℤ  ⊂⊂  ℚℚ  

MMoożżnnaa  pprrzzyyppuusszzaaćć,,  żżee  lliicczzbbaa  kkaarrddyynnaallnnaa    zzbbiioorruu  ℚℚ  jjeesstt  wwiięękksszzaa  nniiżż  zzbbiioorruu  ℤℤ,,    

aallee  ww  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii  mmooggąą  ssiięę  ddzziiaaćć  rrzzeecczzyy  nniieeoocczzeekkiiwwaannee..  

CCaannttoorr  „„ppoonnuummeerroowwaałł””  uułłaammkkii  ww  ssppoossóóbb,,  mmoożżnnaa  bbyy  ppoowwiieeddzziieećć,,  zzaakkrręęccoonnyy,,    

rróówwnniiee  zzyyggzzaakkoowwaattyy,,  kkttóórryy  ggrraaffiicczznniiee  mmoożżnnaa  pprrzzeeddssttaawwiićć  ttaakk::  
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WW  kkaażżddyymm  wwiieerrsszzuu  wwyyssttęęppuujjąą  wwsszzyyssttkkiiee  mmoożżlliiwwee  lliicczznniikkii,,  ww  kkaażżddeejj  kkoolluummmmnniiee  ––  wwsszzyyssttkkiiee  

mmoożżlliiwwee  mmiiaannoowwnniikkii..  LLiicczzbbęę  ppoossttaaccii  aa//bb  zznnaajjddzziieemmyy  zz  łłaattwwoośścciiąą  ww  kkoolluummnniiee  aa  ii  ww  wwiieerrsszzuu  bb..  

KKaażżddeemmuu  uułłaammkkoowwii  ((cczzyyllii  kkaażżddeejj  lliicczzbbiiee  wwyymmiieerrnneejj))  ooddppoowwiiaaddaa  cciiąągg  ssttrrzzaałłeekk,,  jjeeddnnaa  zzaa  ddrruuggąą,,  

pprroowwaaddzząąccyy  ddoo  nniieeggoo..  WWyyssttaarrcczzyy  tteerraazz  zzaawwaażżyyćć,,  żżee  jjeeśśllii  ppoonnuummeerruujjeemmyy  ssttrrzzaałłkkii  ((11,,  22,,  33,,  

44,,……)),,    ttoo  oottrrzzyymmaammyy::  

                                                                                            ##ℚℚ  ==  ##ℤℤ  ==  ##ℕℕ  ==  ℵℵ00 ..  

LLiicczzbbaa  jjeesstt  aallggeebbrraaiicczznnaa,,  ggddyy  jjeesstt  ppiieerrwwiiaassttkkiieemm  rróówwnnaanniiaa  wwiieelloommiiaannoowweeggoo  ww    ppoossttaaccii  

                                                                              𝑎𝑎𝑛𝑛  𝑥𝑥
𝑛𝑛   ++  𝑎𝑎𝑛𝑛−−11𝑥𝑥𝑛𝑛−−11++……++𝑎𝑎11  xx  ++  𝑎𝑎00   ==  00  

ww  kkttóórryymm  wwssppóółłcczzyynnnniikkii  𝑎𝑎𝑛𝑛  ,,  𝑎𝑎𝑛𝑛−−11 ,,  ……,,  𝑎𝑎11  ,,  𝑎𝑎00   ssąą  lliicczzbbaammii  wwyymmiieerrnnyymmii..  

IIssttnniieejjee  wwiieellee  lliicczzbb  aallggeebbrraaiicczznnyycchh,,  aa  kkaażżddaa  lliicczzbbaa  wwyymmiieerrnnaa  jjeesstt  aallggeebbrraaiicczznnaa..  JJeeśśllii  aa//bb  jjeesstt  

ddoowwoollnnąą  lliicczzbbąą  wwyymmiieerrnnąą,,  ttoo  jjeesstt  oonnaa  ppiieerrwwiiaassttkkiieemm  rróówwnnaanniiaa  

                                                                                                                    xx  ––  aa//bb  ==  00  

oo  wwyymmiieerrnnyycchh  wwssppóółłcczzyynnnniikkaacchh  𝑎𝑎11  ==  11  ii  𝑎𝑎00==  --  aa//bb..  

LLiicczzbbaa  ppiieerrwwiiaasstteekk  zz  ddwwóócchh  jjeesstt  nniieewwyymmiieerrnnaa  ii  ssppeełłnniiaa  rróówwnnaanniiee  xx22  ––  22  ==  00,,  jjeesstt  wwiięęcc  

aallggeebbrraaiicczznnaa..  IInnnnaa  zznnaannaa  lliicczzbbaa  jjaakk  zzłłoottyy  ssttoossuunneekk  ΦΦ  jjeesstt  lliicczzbbąą  aallggeebbrraaiicczznnąą,,  ppoonniieewwaażż  

ssppeełłnniiaa  rróówwnnaanniiee  xx22  ––  xx  ––  11  ==  00..  

WW  jjeeddnneejj  zzee  sswwooiicchh  pprraacc  CCaannttoorr  uuddoowwooddnniiłł,,  żżee  zzbbiióórr  wwsszzyyssttkkiicchh  lliicczzbb  aallggeebbrraaiicczznnyycchh,,    

kkttóórryy  nnaazzwwiieemmyy  AA,,  zzaawwiieerraajjąąccyy  zzbbiióórr  lliicczzbb  wwyymmiieerrnnyycchh,,  jjeesstt  rróówwnniieeżż  zzbbiioorreemm  pprrzzeelliicczzaallnnyymm,,  

zzaatteemm    

                                                                ##{{lliicczzbbyy  aallggeebbrraaiicczznnee}}  ==  ##AA  ==  ##ℚℚ  ==  ##ℤℤ  ==  ##ℕℕ  ==  ℵℵ00 ..  

  KKaażżddyy  zz  wwyymmiieenniioonnyycchh  zzbbiioorróóww  jjeesstt  iissttoottnniiee  wwiięękksszzyy  ((ww  sseennssiiee  zzaawwiieerraanniiaa))  oodd  nnaassttęęppnneeggoo::  

                                                                                                                      NN  ⊂⊂  ZZ  ⊂⊂  QQ  ⊂⊂ AA  
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DDOOWWÓÓDD  PPRRZZEEKKĄĄTTNNIIOOWWYY  

RRoozzuummoowwaanniiee  CCaannttoorraa,,  kkttóórree  ppoozzwwoolliiłłoo  mmuu  uuddoowwooddnniićć  nniieepprrzzeelliicczzaallnnoośśćć  zzbbiioorruu  ℝℝ  

wwsszzyyssttkkiicchh  lliicczzbb  rrzzeecczzyywwiissttyycchh  ((cczzyyllii  wwsszzyyssttkkiicchh  lliicczzbb  ddzziieessiięęttyycchh)),,  pprrzzeesszzłłoo  ddoo  hhiissttoorriiii  jjaakkoo  

pprrzzyykkłłaadd  wwyybbiittnneejj  ppoommyyssłłoowwoośśccii..  DDoowwóódd  jjeesstt  oorryyggiinnaallnnyy  ii  jjeeddnnoocczzeeśśnniiee  zzrroozzuummiiaałłyy..  

ZZaassttoossoowwaannaa  ww  nniimm  mmeettooddaa  ssttaałłaa  ssiięę  ssłłaawwnnaa  ddoo  tteeggoo  ssttooppnniiaa,,  żżee  pprrzzyyppiissaannoo  jjeejj  wwłłaassnnąą  nnaazzwwęę::  

rroozzuummoowwaanniiee  pprrzzeekkąąttnniioowwee  lluubb  ddoowwóódd  pprrzzeekkąąttnniioowwyy..  PPrrzzeepprroowwaaddzziimmyy  ddoowwóódd  ww  ssppoossóóbb  

nnaazzyywwaannyy  ww  mmaatteemmaattyyccee  „„pprrzzeezz  sspprroowwaaddzzeenniiee  ddoo  sspprrzzeecczznnoośśccii””,,  zzaacczzyynnaammyy  rroozzuummoowwaanniiee    

oodd  pprrzzyyjjęęcciiaa  ppeewwnneejj  hhiippootteezzyy  ii  wwyykkaazzuujjeemmyy,,  żżee  pprroowwaaddzzii  oonnaa  ddoo  sspprrzzeecczznnoośśccii..  OOzznnaacczzaa  ttoo,,    

żżee  ttaakkaa  hhiippootteezzaa  nniiee  mmoożżee  bbyyćć  pprraawwddzziiwwaa..  

PPrrzzyyjjmmiijjmmyy  hhiippootteezzęę  ((oo  kkttóórreejj  wwyykkaażżeemmyy,,  żżee  jjeesstt  ffaałłsszzyywwaa)),,  żżee  zzbbiióórr  lliicczzbb  rrzzeecczzyywwiissttyycchh  jjeesstt  

pprrzzeelliicczzaallnnyy..  SSkkuuppiimmyy  ssiięę  nnaa  zzbbiioorrzzee  lliicczzbb  rrzzeecczzyywwiissttyycchh  xx  zz  pprrzzeeddzziiaałłuu  [[00,,11]],,  cczzyyllii  ttaakkiicchh,,    

ddllaa  kkttóórryycchh  zzaacchhooddzząą  nniieerróówwnnoośśccii  00  ≤≤  xx  ≤≤11..  SSttaannoowwiiąą  oonnee  zznniikkoommąą  cczzęęśśćć  ccaałłeeggoo  zzbbiioorruu..  

PPrrzzyyjjmmuujjeemmyy  zzaałłoożżeenniiee,,  żżee  lliicczzbbyy  rrzzeecczzyywwiissttee  zz  rroozzwwaażżaanneeggoo  pprrzzeeddzziiaałłuu  ssąą  ppoonnuummeerroowwaannee    

ii  zzaappiissaannee  jjeeddnnaa  ppoodd  ddrruuggąą,,  cczzyyllii  uussttaawwiićć  jjee  ww  nniieesskkoońńcczzoonnyy  cciiąągg,,  nnaa  pprrzzyykkłłaadd  ttaakk::  

                                                    

11..      00,,  33  66  77  88  88  88  99  22  88  77  11  77  77  44  33  ......  

22..      00,,  22  66  11  66  77  33  88  22  00  99  88  33  00  99  88  ......  

33..      00,,  22  11  99  22  11  22  22  11  22  22  99  88  77  22  22  ......  

44..      00,,  55  44  22  77  11  11  33  33  44  44  22  33  44  22  22  ......  

55..      00,,  22  44  33  44  33  11  11  11  33  55  44  44  22  33  44  ......  

66..      00,,  99  88  44  11  11  44  11  22  22  88  99  33  44  55  77  ......  

77..      00,,  77  33  99  22  00  88  55  99  66  77  11  66  22  66  33  ......  

88..      ......  

SSkkoonnssttrruuuujjeemmyy  tteerraazz  lliicczzbbęę  rrzzeecczzyywwiissttąą  00  ≤≤  aa  ≤≤11  kkttóórraa  ww  ppoowwyyżżsszzyymm  cciiąągguu  nnaa  ppeewwnnoo  nniiee  

wwyyssttąąppii..  MMiiaannoowwiicciiee,,  kkoolleejjnnee  ccyyffrryy  lliicczzbbyy  aa  ttwwoorrzzyymmyy  wwgg  zzaassaaddyy::    

••  jjeeśśllii  kk--ttaa  lliicczzbbaa  cciiąągguu  mmaa  nnaa  kk--ttyymm  mmiieejjssccuu  ppoo  pprrzzeecciinnkkuu  jjeesstt    jjeeddnnąą  zz  ccyyffrr  00,,11,,......88,,    

ttoo  lliicczzbbaa    aa  mmaa  nnaa  kk--ttyymm  mmiieejjssccuu  mmaa    ccyyffrręę  oo  11  wwiięękksszząą;;  

••  jjeeśśllii  kk--ttaa  lliicczzbbaa  cciiąągguu  mmaa  nnaa  kk--ttyymm  mmiieejjssccuu  ppoo  pprrzzeecciinnkkuu  jjeesstt  ccyyffrrąą  99,,  ttoo  lliicczzbbaa  aa  mmaa  nnaa    

kk--ttyymm  mmiieejjssccuu  ccyyffrręę  00..  

WW  nnaasszzyymm  pprrzzyykkłłaaddzziiee  lliicczzbbaa  aa  wwyygglląąddaałłaabbyy  ttaakk::    

                                                  00,,44770088445566......  
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WW  eeffeekkcciiee  lliicczzbbaa  rrzzeecczzyywwiissttaa  aa  oodd  ppiieerrwwsszzeejj  lliicczzbbyy  cciiąągguu  rróóżżnnii  ((ccoo  nnaajjmmnniieejj))  ppiieerrwwsszząą  ccyyffrrąą,,  

oodd  ddrruuggiieejj  lliicczzbbyy  cciiąągguu  rróóżżnnii  ((ccoo  nnaajjmmnniieejj))  ddrruuggąą  ccyyffrrąą,,  ......  oodd  kk--tteejj  lliicczzbbyy  cciiąągguu  rróóżżnnii    

((ccoo  nnaajjmmnniieejj))  kk--ttąą  ccyyffrrąą..  OOttrrzzyymmaalliiśśmmyy  sspprrzzeecczznnoośśćć  zz  wwyyjjśścciioowwyymm  zzaałłoożżeenniieemm  oo  ttyymm,,  żżee  lliissttaa  

zzaawwiieerraa  wwsszzyyssttkkiiee  lliicczzbbyy  rrzzeecczzyywwiissttee  zzaawwaarrttee  mmiięęddzzyy  00  ii  11..  OOkkaazzuujjee  ssiięę  wwiięęcc,,  żżee  ttaakkiieejj  lliissttyy  

nniiee  mmaa  ii  nniiggddyy  nniiee  bbęęddzziiee,,  ppoonniieewwaażż  uuddoowwooddnniilliiśśmmyy  ttyymm  ssaammyymm,,  żżee  zzbbiióórr  wwsszzyyssttkkiicchh  lliicczzbb  

rrzzeecczzyywwiissttyycchh  nniiee  jjeesstt  pprrzzeelliicczzaallnnyy,,  jjeeśśllii  nniiee  jjeesstt  pprrzzeelliicczzaallnnyy  nnaawweett  ttaakkii  mmaałłyy  ffrraaggmmeenntt::      

                                                                                                                          ##ℝℝ  >>  ℵℵ00   

  

ZZbbiióórr  CCaannttoorraa  ttoo  ppooddzzbbiióórr  pprroosstteejj  rrzzeecczzyywwiisstteejj  ooppiissaanneejj  ww  11888833  rrookkuu  pprrzzeezz  nniieemmiieecckkiieeggoo  

mmaatteemmaattyykkaa  GGeeoorrggaa  CCaannttoorraa..  

WWyyoobbrraaźźmmyy  ssoobbiiee  pprrzzeeddzziiaałł  ddoommkknniięęttyy  oodd  00  ddoo  11,,    pprrzzeeddzziiaałł  ddoo  kkttóórreeggoo  nnaalleeżżąą  wwaarrttoośśccii  00  ii  11..  

  

  

  

  

DDzziieelliimmyy  ooddcciinneekk  nnaa  33  jjeeddnnaakkoowwee  cczzęęśśccii,,  aa  nnaassttęęppnniiee  uussuuwwaammyy  śśrrooddkkoowwąą  cczzęęśśćć  oo  ddłłuuggoośśccii  
11

33
..    
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ZZoossttaajjąą  nnaamm  ddwwaa  jjeeddnnaakkoowwee  ooddcciinnkkii,,  kkttóórree  ddzziieelliimmyy  nnaa  ttrrzzyy  jjeeddnnaakkoowwee  cczzęęśśccii  ii  uussuuwwaammyy  

śśrrooddkkoowwąą  cczzęęśśćć..  CCzzyynnnnoośśćć  ttęę  ppoowwttaarrzzaammyy::  zzaawwsszzee  zz  ddwwóócchh  ppoowwssttaałłyycchh  pprrzzeeddzziiaałłóóww  

uussuuwwaajjąącc  śśrrooddkkoowwąą  cczzęęśśćć  ..  

  

  

  

  

  

  

  

  

                        ⁝⁝                        ⁝⁝                            ⁝⁝                      ⁝⁝                                                                                ⁝⁝                      ⁝⁝                            ⁝⁝                    ⁝⁝  

WW  kkaażżddyymm  nnaasszzyymm  kkoolleejjnnyymm  kkrrookkuu  ppoowwssttaajjee  ddookkłłaaddnniiee  ddwwaa  rraazzyy  wwiięęcceejj  ooddcciinnkkóóww  nniiżż  

ppoopprrzzeeddnniioo::  22,,44,,  88,,1166,,  ……..  

ZZbbiióórr  CCaannttoorraa  ttoo  zzbbiióórr  wwsszzyyssttkkiicchh  lliicczzbb,,  kkttóórryy  nniiggddyy  nniiee  zzoossttaannąą  uussuunniięęttee..  

AA  cczzyy  wwaarrttoośśćć  ½½  bbęęddzziiee  nnaalleeżżaałłaa  ddoo  zzbbiioorruu  CCaannttoorraa””  

NNaalleeżżyy  oonnaa  ddoo  ppiieerrwwsszzeeggoo  pprrzzeeddzziiaałłuu  [[00,,11]],,  aallee  cczzyy  nnaalleeżżyy  ddoo  ddwwóócchh  ppoowwssttaałłyycchh      

pprrzzeeddzziiaałłóóww??  NNIIEE::  
11

22
∉∉ [[00,,

11

33
]]  ii  

11

22
  ∉∉   [[

22

33
,, 11]]  

PPoo  eelliimmiinnaaccjjii  śśrrooddkkoowwyycchh  pprrzzeeddzziiaałłóóww  ½½    nniiee  bbęęddzziiee  nnaalleeżżaałłaa  ddoo  zzbbiioorruu  CCaannttoorraa..      

DDoo  tteeggoo  zzbbiioorruu  nnaa  ppeewwnnoo  nnaalleeżżyy  00,,  ppoonniieewwaażż  nnaawweett  nnaajjmmnniieejjsszzyy  ooddcciinneekk  bbęęddzziiee  zzaacczzyynnaałł  ssiięę  

oodd  wwaarrttoośśccii  zzeerroo  ii  zzeerroo  nniiee  jjeesstt  ii  nniiee  bbęęddzziiee  
11

33
  jjaakkiieeggookkoollwwiieekk  ooddcciinnkkaa,,  kkttóórree  ssąą  uussuuwwaannee    

ww  nnaassttęęppnnyycchh    kkrrookkaacchh..  PPooddoobbnniiee  sspprraawwaa  mmaa  ssiięę  zz  11..  PPooddoobbnniiee  bbęęddzziiee  zz    kkaażżddyymm    ppuunnkktteemm,,  



 
15 

 

kkttóórryy  ppoowwssttaajjee  ww  wwyynniikkuu  ppooddzziiaałłuu,,  nniiggddyy  nniiee  zzoossttaanniiee  uussuunniięęttyy  ii  bbęęddzziiee  nnaalleeżżaałł  ddoo  zzbbiioorruu  

CCaannttoorraa..  

WWaarrttoośśccii,,  kkttóórree  oottrrzzyymmuujjeemmyy  ww  mmiiaannoowwnniikkuu,,  ssąą  ppooddzziieellnnee  pprrzzeezz  33,,  aa  ww  kkaażżddyymm  kkoolleejjnnyymm  

eettaappiiee  lliicczzbbaa  ppuunnkkttóóww  ssiięę  ppooddwwaajjaa::  22  ppuunnkkttyy  44  ppuunnkkttyy  88  ppuunnkkttóóww  1166  ppuunnkkttóóww,,  ……..,,  ii  ttaakk    

ww  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć,,    cczzyyllii  zzbbiióórr  CCaannttoorraa  jjeesstt  nniieesskkoońńcczzoonnyy..  

AA  jjaakk  wwyyoobbrraazziićć  ssoobbiiee  ii  wwyyttłłuummaacczzyyćć  zzeerroowwąą  ddłłuuggoośśćć??  

WW  kkaażżddyymm  kkoolleejjnnyymm  eettaappiiee  uussuuwwaammyy  ccoorraazz  ttoo  wwiięęcceejj  ii  wwiięęcceejj  zz  nnaasszzeeggoo  ppoocczząąttkkoowweeggoo  

zzbbiioorruu,,  AALLEE  JJAAKK  DDUUŻŻOO??  NNaasszz  ooddcciinneekk  mmaa  ddłłuuggoośśćć  11,,  cczzyyllii  mmaammyy  zzbbiióórr  [[00,,11]]..  WW  kkoolleejjnnyycchh  

kkrrookkaacchh  wwaarrttoośśćć  jjeeddeenn  jjeesstt  zzmmnniieejjsszzoonnaa  jjeeddnnąą  ttrrzzeecciiąą  cczzyyllii  11  --  
11

33
,,  aa  nnaassttęęppnniiee  22  ooddcciinnkkii    

oo  ddłłuuggoośśccii  ppoo  
11

99
,,  44  ooddcciinnkkii  ppoo  

11

2727
  ii  ttaakk  ww  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć..  

11 −−
11

33
−− 22 ∗∗

11

99
−− 44 ∗∗

11

2727
−− ⋯⋯  

  JJeeśśllii  pprrzzyyjjrrzzyymmyy  ssiięę  wwaarrttoośścciioomm  uujjeemmnnyymm,,    pprrzzyyppoommiinnaaćć  bbęęddąą  cciiąągg  ggeeoommeettrryycczznnyy  oorraazz  

ttoo,,  żżee  kkaażżddyy  nnaassttęęppnnyy  wwyyrraazz  cciiąągguu  ppoowwssttaajjee  pprrzzeezz  ppoommnnoożżeenniiee  ppoopprrzzeeddnniieeggoo  pprrzzeezz  wwaarrttoośśćć    
22

33
..  

    

11 −−
11

33
−− 22 ∗∗

11

99
−− 44 ∗∗

11

2727
−− ⋯⋯ == 11 −− 11 == 00  

                                                                                                                        11  

DDłłuuggoośśćć  ooddcciinnkkaa  ==  11  ––  11  ==    00..  

  ZZ  tteeggoo  wwyynniikkaa,,  żżee            DDŁŁUUGGOOŚŚĆĆ  ZZBBIIOORRUU  CCAANNTTOORRAA  WWYYNNOOSSII  00..  

CChhoocciiaażż  zzbbiióórr  CCaannttoorraa  mmaa  00  ddłłuuggoośśćć  ttoo  nnaasszz  ooddcciinneekk  mmaa  ddłłuuggoośśćć  11..    
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PPrraakkttyycczznnee  zzaassttoossoowwaanniiee  

  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii    
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ZZaaddaanniiee11    

WW  ppeewwnneejj  wwiioossccee  mmiieesszzkkaa  kkrroowwaa,,  kkttóórraa  kkaażżddeeggoo  ddnniiaa  ddaajjee  ccoorraazz  mmnniieejj  mmlleekkaa..    

KKaażżddeeggoo  ddnniiaa  ddaajjee  ddookkłłaaddnniiee  oo  ¾¾  mmnniieejj  mmlleekkaa  nniiżż  ddnniiaa  ppoopprrzzeeddnniieeggoo::  

••  PPiieerrwwsszzeeggoo  ddnniiaa  ddaajjee  11  lliittrr  mmlleekkaa  

••  DDrruuggiieeggoo  ddnniiaa  ddaajjee  ¾¾  lliittrraa  mmlleekkaa  

••  TTrrzzeecciieeggoo  ddnniiaa  ddaajjee  99//1166  lliittrraa  mmlleekkaa  

••  CCzzwwaarrtteeggoo  ddnniiaa  ddaajjee  2277//6644  lliittrraa  mmlleekkaa,,  ii  ttaakk  ddaalleejj..  

  

11..IIllee  mmlleekkaa  ww  ssuummiiee  ddaa  kkrroowwaa  ww  cciiąągguu  55  ddnnii??  

22..CCzzyy  kkrroowwaa  ww  nniieesskkoońńcczzoonnyymm  cczzaassiiee  mmoożżee  wwyypprroodduukkoowwaaćć  wwiięęcceejj  nniiżż  44  lliittrryy  mmlleekkaa??  

  

RRoozzwwiiąązzaanniiee  

  

11..  IIlloośśccii  mmlleekkaa  kkaażżddeeggoo  ddnniiaa  ttoo  wwyyrraazzyy  cciiąągguu  ggeeoommeettrryycczznneeggoo  

  

aa11==  11  ,,  qq==    ¾¾                            

  

aa22  ==  aa11··qq  ==  11  ··  ¾¾  ==  ¾¾  

  

aa33  ==  aa11··  qq22  ==  11  ··  ((¾¾))22    ==  
99

1616
  

  

aa44  ==  aa11··  qq33  ==  11  ··  ((¾¾))33  ==    
2727

6464
  

  

aa55  ==    aa11··  qq44  ==  11  ··  ((¾¾))44  ==  
8181

256256  
  

            SS55  ==  aa11  ++  aa22  ++  aa33  ++  aa44  ++  aa55  

SS55  ==  11  ++    ¾¾    ++  
99

1616
  ++    

2727

6464
  ++  

8181

256256  
  ==  11  ++  00,,7755  ++  00,,55662255  ++  00,,442211887755  ++  00,,3311664400662255  ≈≈  

          ≈≈      33,,0055  lliittrraa..  

22..  SSuummaa  mmlleekkaa  ww  nniieesskkoońńcczzoonnyymm  cczzaassiiee  ttwwoorrzzyy  nniieesskkoońńcczzoonnyy  sszzeerreegg  ggeeoommeettrryycczznnyy,,    

ww  kkttóórryymm  ppiieerrwwsszzyy  wwyyrraazz  aa11  ==  11,,  aa  iilloorraazz  qq  ==  ¾¾    

SSuummaa  nniieesskkoońńcczzoonneeggoo  sszzeerreegguu  ggeeoommeettrryycczznneeggoo  wwyynnoossii::  

                                                                        SS  ==  
𝑎𝑎11

11−−𝑞𝑞
  

                                                                      SS  ==  
11

11−−
33

44

==   
11
11

44

== 44    
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OOddppoowwiieeddzzii    

11..  WW  cciiąągguu  55  ddnnii  kkrroowwaa  ddaa  ookkoołłoo  33,,0055  lliittrraa  mmlleekkaa..  

22..  WW  nniieesskkoońńcczzoonnyymm  cczzaassiiee  kkrroowwaa  wwyypprroodduukkuujjee  ddookkłłaaddnniiee  44  lliittrryy  mmlleekkaa,,  aallee  nniiggddyy  

wwiięęcceejj..  

ZZaaddaanniiee  22                                

NNaa  ssttaaccjjii  zznnaajjdduujjee  ssiięę  mmaaggiicczznnyy,,  nniieesskkoońńcczzoonnyy  ppoocciiąągg,,  kkttóórryy  pprrzzyyjjeeżżddżżaa  ii  zzaabbiieerraa  ppaassaażżeerróóww  

  aa  nnaassttęęppnniiee  ooddjjeeżżddżżaa  nnaa  kkoolleejjnnąą  ssttaaccjjęę..  KKaażżddyy  wwaaggoonn  ppoocciiąągguu  mmaa  ccoorraazz  mmnniieejj  mmiieejjsscc    

ww  ppoorróówwnnaanniiuu    ddoo  ppoopprrzzeeddnniieeggoo  wwaaggoonnuu::  

••  PPiieerrwwsszzyy  wwaaggoonn  mmaa  110000  mmiieejjsscc  

••  DDrruuggii  wwaaggoonn  mmaa  5500  mmiieejjsscc  

••  TTrrzzeeccii  wwaaggoonn  mmaa  2255  mmiieejjsscc  

••  CCzzwwaarrttyy  wwaaggoonn  mmaa  1122  mmiieejjsscc,,  ii  ttaakk  ddaalleejj,,  zzmmnniieejjsszzaajjąącc  lliicczzbbęę  mmiieejjsscc  oo  ppoołłoowwęę  ww  kkaażżddyymm  

kkoolleejjnnyymm  wwaaggoonniiee..  

11..IIllee  mmiieejjsscc  ww  ssuummiiee  jjeesstt  ww  ppiieerrwwsszzyycchh  44    wwaaggoonnaacchh??  

LLiicczzbbaa  mmiieejjsscc  ww  ppiieerrwwsszzyycchh  44  wwaaggoonnaacchh  ttoo  ssuummaa  ppoocczząąttkkoowwyycchh  wwyyrraazzóóww  cciiąągguu  

ggeeoommeettrryycczznneeggoo  

aa11==  110000  ,,  qq==    ½½                              

  

aa22  ==  aa11··qq  ==  110000  ··  ½½    ==  5500  

  

aa33  ==  aa11··  qq22  ==  110000  ··  ((½½))22  ==  2255  

  

aa44  ==  aa11··  qq33  ==  11  ··  ((½½))33  ==  1122,,55  

  

                                SS44  ==  aa11  ++  aa22  ++  aa33  ++  aa44    

                              SS44  ==  110000  ++  5500  ++  2255  ++  1122,,55  ==  118877,,55  

  

OOddppoowwiieeddźź::  WW  ppiieerrwwsszzyycchh  55  wwaaggoonnaacchh  jjeesstt  ww  ssuummiiee  118877,,55  mmiieejjsscc..  
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22..CCzzyy  ww  nniieesskkoońńcczzoonneejj  lliicczzbbiiee  wwaaggoonnóóww  mmaaggiicczznnyy  ppoocciiąągg  bbęęddzziiee  mmiiaałł  sskkoońńcczzoonnąą  lliicczzbbęę    

      mmiieejjsscc??  

CCaałłkkoowwiittaa  lliicczzbbaa  mmiieejjsscc  ww  nniieesskkoońńcczzoonnyymm  ppoocciiąągguu  ttwwoorrzzyy  nniieesskkoońńcczzoonnyy  sszzeerreegg  

ggeeoommeettrryycczznnyy::  

                                              SS44  ==  aa11  ++  aa22  ++  aa33  ++  aa44  ++  ……  

                                              SS44  ==  110000  ++  5500  ++  2255  ++  1122,,55  ++  ……  

  

PPiieerrwwsszzyy  wwyyrraazz  cciiąągguu  aa11  ==  110000,,  aa  iilloorraazz  qq  ==  ½½    

SSuummaa  nniieesskkoońńcczzoonneeggoo  sszzeerreegguu  wwyynnoossii::  

                                                                                                                      SS  ==  
𝑎𝑎11

11−−𝑞𝑞
  

PPooddssttaawwiiaammyy::  

                                                                                                                  SS  ==  
100100

11−−  
11

22

==   
100100

11

22

    ==  220000              

OOddppoowwiieeddźź::  WW  nniieesskkoońńcczzoonneejj  lliicczzbbiiee  wwaaggoonnóóww  ppoocciiąągg  mmaa  ddookkłłaaddnniiee  220000  mmiieejjsscc..  

33..JJeeśśllii  nnaa  kkaazzddeejj  ssttaaccjjii  wwssiiaaddaa  ddookkłłaaddnniiee  ttyylluu  ppaassaażżeerróóww,,  iillee  jjeesstt  mmiieejjsscc  ww  ppiieerrwwsszzyycchh    

        nn  wwaaggoonnaacchh,,  ttoo  ppoo  iilluu  ssttaaccjjaacchh  mmaaggiicczznnyycchh  ppoocciiąągg  pprrzzeewwiieezziiee  11000000  ppaassaażżeerróóww??  

  

JJeeśśllii  nnaa  kkaażżddeejj  ssttaaccjjii  wwssiiaaddaa  lliicczzbbaa  ppaassaażżeerróóww  ooddppoowwiiaaddaajjąąccaa  ssuummiiee  mmiieejjsscc  ww  ppiieerrwwsszzyycchh  nn  

wwaaggoonnaacchh,,  ttoo  sspprróóbbuujjęę  oobblliicczzyyćć  nn,,  ddllaa  kkttóórreeggoo::                                                                            

                                                                                          SSnn  ≥≥    11000000..  

WWzzóórr  nnaa  ssuummęę  ppiieerrwwsszzyycchh  nn  wwyyrraazzóóww  sszzeerreegguu  ggeeoommeettrryycczznneeggoo  ttoo::  

                                                                                                              SSnn  ==  aa11··
11−−  𝑞𝑞𝑛𝑛

11−−𝑞𝑞
                        

ddllaa  qq≠≠11,,  ddllaa  ddoowwoollnneejj  lliicczzbbyy  nnaattuurraallnneejj  ddooddaattnniieejj  nn                                                                                                                                                                                                                                                                            

ggddzziiee::  

aa11  ==  110000  

qq  ==  ½½    
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PPooddssttaawwiiaammyy  ii  rroozzwwiiąązzuujjeemmyy  ddllaa    SSnn  ≥≥    11000000::  

  

                                                                                    110000  ··  
11−−  ((

11

22
))𝑛𝑛

11−−  
11

22

    ≥≥   10001000  

                                                                                    110000  ··  22  ··  ((  11  ––  ((
11

22
))nn))    ≥≥    11000000  

                                                                                          220000  ··  ((  11  ––  ((
11

22
))nn))    ≥≥    11000000//  ::  220000  

                                                                                                                11  ––  ((
11

22
))nn    ≥≥    55  

PPoonniieewwaażż  lleewwaa  ssttrroonnaa    11  ––  ((
11

22
))nn    nniiee  mmoożżee  nniiggddyy  oossiiąąggnnąąćć  wwaarrttoośśccii  wwiięękksszzeejj  nniiżż  11,,  ppoocciiąągg  

nniiggddyy  nniiee  pprrzzeewwiieezziiee  11000000  ppaassaażżeerróóww  ww  jjeeddnnyymm  pprrzzeejjeeźźddzziiee,,  nniieezzaalleeżżnniiee  oodd  lliicczzbbyy  wwaaggoonnóóww..  

JJeeśśllii  kkaażżddyy  kkoolleejjnnyy  wwaaggoonn  mmaa  oo  
11

33
  mmnniieejj  mmiieejjsscc  nniiżż  ppoopprrzzeeddnnii,,  ttoo  lliicczzbbaa  mmiieejjsscc  zzmmiieenniiaa  ssiięę    

ww  ssppoossóóbb  ggeeoommeettrryycczznnyy..  OOzznnaacczzaa  ttoo,,  żżee  lliicczzbbaa  mmiieejjsscc  ww    kkaażżddyymm  wwaaggoonniiee  bbęęddzziiee  ssiięę  

zzmmiieenniieejjsszzaaćć  wweeddłłuugg  iilloorraazzuu  qq==  
22

33
  ..  

  

PPrrzzyykkłłaadd  

11..  PPiieerrwwsszzyy  wwaaggoonn::  110000  mmiieejjsscc  ((pprrzzyyjjmmiijjmmyy  wwaarrttoośśćć  ppoocczząąttkkoowwąą  aa11  ==  110000))  

22..  DDrruuggii  wwaaggoonn::    aa22  ==    aa11··qq  ==  110000    ··  
22

33
==  6666,,6677  mmiieejjsscc  

33..  TTrrzzeeccii  wwaaggoonn::  aa33  ==  aa11··qq22  ==    6666,,6677  ··((  
22

33
  ))22  ==  4444,,4444  mmiieejjsscc  

44..  CCzzwwaarrttyy  wwaaggoonn::  aa44  ==    aa11··qq33  ==    4444,,4444  ··((  
22

33
  ))33  ==  2299,,6633  mmiieejjsscc  

55..  PPiiąąttyy  wwaaggoonn::    aa55  ==  aa11··qq44  ==    2299,,6633  ··((  
22

33
  ))44    ==  1199,,7755  mmiieejjsscc  

OObblliicczzaanniiee  ssuummyy  mmiieejjsscc  ww  nn--wwaaggoonnaacchh  

SSuummaa  mmiieejjsscc  ww  ppiieerrwwsszzyycchh  nn  wwaaggoonnaacchh  ttwwoorrzzyy  sszzeerreegg  ggeeoommeettrryycczznnyy  ooppiieerrwwsszzyymm  wwyyrraazziiee    

aa11  ==  110000  ii  iilloorraazziiee  qq  ==    
22

33
      

WWzzóórr  nnaa  ssuummęę  ppiieerrwwsszzyycchh  nn  wwyyyyrraazzóóww  sszzeerreegguu  ggeeoommeettrryycczznneeggoo  ttoo::  

                                                                    SSnn  ==  aa11··
11−−  𝑞𝑞𝑛𝑛

11−−𝑞𝑞
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PPrrzzyykkłłaadd  ddllaa  55  wwaaggoonnóóww  

                                                                  SS55  ==  110000  ··  
11−−  ((

22

33
))55

11−−  
22

33

        

                                                                SS55  ==  110000  ··  
11−−  ((00,,66676667))55

00,,33333333
  

                                                                SS55  ==  110000  ··  
11−−00,,13171317

00,,33333333
  

                                                                    SS55  ==  110000  ··  
00,,86838683

00,,33333333
  ≈≈226600,,4499  

OOddppoowwiieeddźź::  WW  ppiieerrwwsszzyycchh  55  wwaaggoonnaacchh  bbęęddzziiee  ookkoołłoo  226600  mmiieejjsscc..  

ZZaaddaanniiee  33    

WW  mmaaggiicczznnyymm  lleessiiee  mmiieesszzkkaa  eellff,,  kkttóórryy  kkaażżddeeggoo  ddnniiaa  ssaaddzzii  ddrrzzeewwaa..  JJeeddnnaakk  kkaażżddeeggoo  kkoolleejjnneeggoo  

ddnniiaa  ssaaddzzii  ccoorraazz  wwiięęcceejj  ddrrzzeeww,,  ppoonniieewwaażż  mmaaccoorraazz  wwiięęcceejj  eenneerrggiiii::  

••  PPiieerrwwsszzeeggoo  ddnniiaa  ssaaddzzii  11  ddrrzzeewwoo  

••  DDrruuggiieeggoo  ddnniiaa  ssaaddzzii  22  ddrrzzeewwaa  

••  TTrrzzeecciieeggoo  ddnniiaa  ssaaddzzii  44  ddrrzzeewwaa  

••  CCzzwwaarrtteeggoo  ddnniiaa  ssaaddzzii  88  ddrrzzeeww,,  ii  ttaakkddaalleejj,,  ppooddwwaajjaajjąącc  lliicczzbbęę  ssaaddzzoonnyycchh  ddrrzzeeww  kkaażżddeeggoo  

ddnniiaa..  

  

11..  IIllee  ddrrzzeeww  eellff  ppoossaaddzzii  ww  ssuummiiee  ww  cciiąągguu  77  ddnnii??  

LLiicczzbbaa  ddrrzzeeww  ssaaddzzoonnyycchh  kkaażżddeeggoo  ddnniiaa  ttoo  wwyyrraazzyy  cciiąągguu  ggeeoommeettrryycczznneeggoo::  

                            aa11  ==  11,,    aa22  ==  22,,    aa33  ==  44,,    aa44  ==  88,,    aa55  ==  1166,,    aa66  ==  3322,,    aa77  ==  6644                                                                                                            

SSuummaa  ddrrzzeeww  ww  cciiąągguu  77  ddnnii  wwyynnoossii::  

                SS77  ==  aa11  ++  aa22  ++  aa33  ++  aa44  ++  aa55  ++  aa66  ++  aa77    ==    11  ++  22  ++  44  ++  88  ++  1166  ++  3322  ++  6644  ==  112277  

OOddppoowwiieeddźź::  EEllff  ppoossaaddzzii  112277  ddrrzzeeww  ww  cciiąągguu  77  ddnnii..  
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22..  CCzzyy  eellff  jjeesstt  ww  ssttaanniiee  zzaassaaddzziićć  wwiięęcceejj  nniiżż  mmiilliioonn  ddrrzzeeww??  JJeeśśllii  ttaakk,,  ttoo  ppoo  iilluu  ddnniiaacchh??  

CCaałłkkoowwiittaa  lliicczzbbaa  ddrrzzeeww  ppoo  nn  ––  ttyymm  ddnniiuu  ttoo  ssuummaa  wwyyrraazzóóww  cciiąągguu  ggeeoommeettrryycczznneeggoo,,  ggddzziiee  

kkaażżddyy  kkoolleejjnnyy  wwyyrraazz  jjeesstt  22  ––  kkrroottnnoośścciiąą  ppoopprrzzeeddnniieeggoo..ssuummaa  ttaa  wwyynnoossii::  

                                                                              SSnn  ==  22nn  ––  11  

CChhcceemmyy  zznnaalleeźźćć  nn,,  ddllaa  kkttóórreeggoo  

                                                                                  22nn  ––  11  ≥≥  11  000000  000000    //  ++11  

                                                                                  22nn  ≥≥  11  000000  000011  

LLooggaarryyttmmuujjeemmyy  zz  oobbuu  ssttrroonn  nniieerróówwnnoośśćć  

                                                                                  nn  ··  lloogg2222    ≥≥  lloogg22((11  000000  000011))  

                                                                                  nn  ≥≥  lloogg22  ((  11  000000  000011))  

OObblliicczzaammyy::  

                                            lloogg22  ((11  000000  000011))  ≈≈  
𝑙𝑜𝑔𝑙𝑜𝑔1010  ((11  000000  001001))

𝑙𝑜𝑔𝑙𝑜𝑔1010    22
  ≈≈   

66,,0000004300000043

00,,301301
  ≈≈ 1919,,9393  

zzaaookkrrąąggllaammyy  ww  ggóórręę::  nn  ==  2200  

OOddppoowwiieeddźź::  EEllff  ppoossaaddzzii  wwiięęcceejj  nniiżż  mmiilliioonn  ddrrzzeeww  ppoo  2200  ddnniiaacchh..  

33..  IIllee  ddrrzzeeww  eellff  ppoossaaddzzii  ww  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii??  

LLiicczzbbaa  ddrrzzeeww  ww  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii  ttwwoorrzzyy  nniieesskkoońńcczzoonnyy  sszzeerreegg  ggeeoommeettrryycczznnyy,,  kkttóórreeggoo  ssuummaa  

zzmmiieerrzzaa  ddoo  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii..  PPoonniieewwaażż  lliicczzbbaa  ssaaddzzoonnyycchh  ddrrzzeeww  ssttaallee  ssiięę  ppooddwwaajjaa..  

OOddppoowwiieeddźź::  WW  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii  eellff  ppoossaaddzzii  nniieesskkoońńcczzeenniiee  wwiieellee  ddrrzzeeww..  

  

ZZaaddaanniiee  44  

WW  mmaaggiicczznnyymm  ooggrrooddzziiee  zznnaajjdduujjee  ssiięę  ffoonnttaannnnaa,,  kkttóórraa  kkaażżddeeggoo  ddnniiaa  wwyyppeełłnniiaa  mmaaggiicczznnyy  bbaasseenn    

zz  wwooddąą..  JJeeddnnaakk  kkaażżddeeggoo  ddnniiaa  wwooddaa  ddoolleewwaannaa  ddoo  bbaasseennuu  ssttaajjee  ssiięę  ccoorraazz  mmnniieejjsszzaa::  
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••  PPiieerrwwsszzeeggoo  ddnniiaa  ffoonnttaannnnaa  ddoolleewwaa  ddookkłłaaddnniiee  11  lliittrr  wwooddyy  

••  DDrruuggiieeggoo  ddnniiaa  ffoonnttaannnnaa  ddoolleewwaa  ppoołłoowwęę  tteejj  iilloośśccii,,  cczzyyllii  ½½  lliittrraa  

••  TTrrzzeecciieeggoo  ddnniiaa  ddoolleewwaa  ¼¼  lliittrraa  

••  CCzzwwaarrtteeggoo  ddnniiaa  ddoolleewwaa  11//88  lliittrraa  wwooddyy,,  ii  ttaakk  ddaalleejj..  

  

11..  IIllee  wwooddyy  ww  ssuummiiee  zznnaajjddzziiee  ssiięę  ww  bbaasseenniiee  ppoo  55  ddnniiaacchh??  

IIlloośśćć  wwooddyy  ww  bbaasseenniiee  ttoo  ssuummaa  wwyyrraazzóóww  cciiąągguu  ggeeoommeettrryycczznneeggoo  oo  wwyyrraazzaacchh::      

          aa11==  11,,  qq  ==  ½½  

aa22  ==  aa11··qq  ==  11  ··  ½½    ==  ½½    

  

aa33  ==  aa11··  qq22  ==  11  ··  ((½½))22    ==  
11

44
  

  

aa44  ==  aa11··  qq33  ==  11  ··  ((½½))33  ==    
11

88
  

  

aa55  ==    aa11··  qq44  ==  11  ··  ((½½))44  ==  
11

1616  
  

SSuummaa  wwooddyy  ppoo  55  ddnniiaacchh  ttoo::  

                                                                              SS55  ==  aa11  ++  aa22  ++  aa33  ++  aa44  ++  aa55  

                        SS55  ==  11  ++  ½½  ++  
11

44
    ++  

11

88
  ++  

11

1616  
  ==  11  ++  00,,55  ++  00,,2255  ++  00,,112255  ++  00,,00662255  ==  11,,99337755  

OOddppoowwiieeddźź::  PPoo  55  ddnniiaacchh  ww  bbaasseenniiee  zznnaajjddzziiee  ssiięę  11,,99337755  lliittrraa  wwooddyy..  

22..  CCzzyy  bbaasseenn  wwyyppeełłnnii  ssiięę  wwooddąą  ccaałłkkoowwiicciiee,,  jjeeśśllii  ffoonnttaannnnaa  bbęęddzziiee  ddzziiaałłaaćć  nniieesskkoońńcczzoonnyy  cczzaass??  

WW  nniieesskkoońńcczzoonnyymm  cczzaassiiee  ssuummaa  wwooddyy  ttoo  nniieesskkoońńcczzoonnyy  sszzeerreegg    ggeeoommeettrryycczznnyy..  

DDllaa  tteeggoo  sszzeerreegguu  ssuummaa  ggrraanniicczznnaa  wwyynnoossii::  

                                                                      SS  ==  
𝑎𝑎11

11−−𝑞𝑞
  ,,        ggddzziiee  aa11  ==  11  ii  qq  ==  ½½    

PPoo  ppooddssttaawwiieenniiuu  wwaarrttoośśccii  oottrrzzyymmuujjeemmyy::  

                                                                                      SS  ==  
11

11−−00,,55  
  ==  22  

OOddppoowwiieeddźź::  BBaasseenn  nniiggddyy  ssiięę  nniiee  wwyyppeełłnnii  ccaałłkkoowwiicciiee,,  aallee  ww  nniieesskkoońńcczzoonnyymm  cczzaassiiee  iilloośśćć  wwooddyy  

zzbblliiżżyy  ssiięę  ddoo  22  lliittrróóww..                    
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          ZZmmiiaannaa  wwaarrttoośśccii  ppiieenniiąąddzzaa  ww  cczzaassiiee..  

PPiieenniiąąddzz  zznnaammyy  wwsszzyyssccyy,,  oodd  zzaawwsszzee,,  bboo  ttoowwaarrzzyysszzyy  nnaamm  ww  ccooddzziieennnnyymm  żżyycciiuu..  PPiieenniiąąddzz  

uummoożżlliiwwiiaa  nnaamm  wwyymmiiaannęę  ddóóbbrr  ii  uussłłuugg    ((ggddyy  kkuuppuujjeemmyy  cchhlleebb  nnaabbyywwaammyy  ddoobbrroo,,  ppłłaaccąącc  

ppiieenniiąąddzzeemm  ppiieekkaarrzzoowwii  zzaa  jjeeggoo  uuppiieecczzeenniiee))..  PPiieenniiąąddzz  ssłłuużżyy  rróówwnniieeżż  ddoo  ppoommiiaarruu  wwaarrttoośśccii  

((cceennaa  kkuuppiioonneeggoo  cchhlleebbaa  oozznnaacczzaa  jjeeggoo  wwaarrttoośśćć))..  JJeeddnnaakk,,  ssaammaa  wwaarrttoośśćć  ppiieenniiąąddzzaa  ww  cczzaassiiee  ssiięę  

zzmmiieenniiaa..  JJaakk??  OOttóóżż,,  jjeeżżeellii  ddzziissiiaajj  mmoożżeemmyy  kkuuppiićć  cchhlleebb  zzaa  33,,5500  zzłł,,  ttoo  mmoożżlliiwwee,,  żżee  zzaa  rrookk  kkwwoottaa  

ttaa  jjuużż  nniiee  wwyyssttaarrcczzyy  nnaa  zzaakkuupp  cchhlleebbaa,,  ggddyyżż  jjeeggoo  cceennaa  wwzzrroośścciiee  ddoo  33,,8800  zzłł..  JJeesstt  ttoo  

ssppoowwooddoowwaannee  iinnffllaaccjjąą  ––  cczzyyllii  wwłłaaśśnniiee  wwzzrroosstteemm  cceenn  ii  zzaarraazzeemm  ssppaaddkkiieemm  wwaarrttoośśccii  ppiieenniięęddzzyy..      

JJaakkąą  wwaarrttoośśćć  bbęęddzziiee  mmiiaałłaa  kkwwoottaa  110000  zzłł  zzaa  pprrzzyykkłłaaddoowwoo  55  llaatt??  ZZaalleeżżyy  ttoo  oodd  tteeggoo,,  jjaakk  

sszzyybbkkoo  ppiieenniiąąddzz  ttrraaccii  jjaakk  wwaarrttoośśccii::  wwiieellkkoośśćć  ttęę  ookkrreeśśllaa  ssiięę  ww  pprroocceennttaacchh..  ZZaałłóóżżmmyy,,  żżee  ww  

kkaażżddyymm  rrookkuu  iinnffllaaccjjaa  wwyynnoossii  33%%..  PPrrzzyysszzłłąą  wwaarrttoośśćć  ppiieenniiąąddzzaa  oobblliicczzaa  ssiięę  wwzzoorreemm::  

                          WWaarrttoośśćć  pprrzzyysszzłłaa  ==WWaarrttoośśćć  oobbeeccnnaa  ÷÷  ((11++  ssttooppaa  iinnffllaaccjjii))  

WWaarrttoośśćć  kkwwoottyy  110000  zzłł  ppoo  rrookkuu  wwyynniieessiiee  wwiięęcc::  110000  zzłł  //  ((11++33%%))  ==  110000  //  11,,0033  ==  9977,,0099  zzłł  

WWaarrttoośśćć  kkwwoottyy  110000  zzłł  ppoo  ddwwóócchh  llaattaacchh  wwyynniieessiiee::    

                                                  110000  zzłł  //  ((11++33%%))  //  ((11++33%%))  ==  9977,,0099  //  ((11++33%%))  ==  9944,,2266  zzłł  

WWaarrttoośśćć  kkwwoottyy  110000  zzłł  ppoo  ttrrzzeecchh  llaattaacchh  wwyynniieessiiee::  110000  zzłł  ÷÷  ((11++  ssttooppaa  iinnffllaaccjjii))^̂33  aa  wwaarrttoośśćć  ppoo  

55  llaattaacchh  ttoo  110000  zzłł÷÷  ((11++  ssttooppaa  iinnffllaaccjjii))^̂55  cczzyyllii  8866,,2266  zzłł..    

OOzznnaacczzaa  ttoo,,  żżee  zzaa  55  llaatt  zzaa  bbaannkknnoott  110000  zzłłoottoowwyy  bbęęddzziiee  mmoożżnnaa  kkuuppiićć  ttyyllee  rrzzeecczzyy,,  iillee  ddzziissiiaajj  

mmoożżnnaa  kkuuppiićć  zzaa  8866,,2266  zzłł  ((cczzyyllii  oo  wwiieellee  mmnniieejj))..  

MMoożżnnaa  zzaaddaaćć  ppyyttaanniiee,,  zzaa  iillee  llaatt  wwaarrttoośśćć  bbaannkknnoottuu  110000  zzłł  bbęęddzziiee  nniieemmaall  zzeerroowwaa    

((ttjj..  nniiee  bbęęddzziiee  mmoożżnnaa  jjuużż  nniicc  zzaa  nniiąą  kkuuppiićć,,  bbęęddzziiee  mmiiaałłaa  wwaarrttoośśćć  ddzziissiieejjsszzeeggoo  11  ggrroosszzaa))..  

OObblliicczzeenniiaa  ssąą  ttrruuddnnee  ii  wwyykkoorrzzyyssttaałłeemm  aarrkkuusszz  eexxcceell  ii  wwsskkaazzóówwkkii    mmaammyy  ddoo  oobblliicczzeenniiaa,,    

żżee  pprrzzyy  rroocczznneejj  iinnffllaaccjjii  33%%,,  wwaarrttoośśćć  bbaannkknnoottuu  110000  zzłł  ssppaaddnniiee  ddoo  11  ggrroosszzaa  zzaa  ookkoołłoo  331122  llaatt..  

TToo  bbaarrddzzoo  ddłłuuggii  ookkrreess!!  WW  pprraakkttyyccee  wwcczzeeśśnniieejj  ppeewwnniiee  nnaassttąąppiiłłyybbyy  iinnnnee  zzmmiiaannyy  ––  nnpp..  wwyymmiiaannaa  

wwaalluuttyy..    

AAllee  jjaakkii  ttoo  mmaa  zzwwiiąązzeekk  zz  nniieesskkoońńcczzoonnoośścciiąą??  OOttóóżż,,  mmoożżnnaa  zzaassttaannaawwiiaaćć  ssiięę,,  ccoo  bbyy  bbyyłłoo,,  

ggddyybbyy  ccoo  rrookkuu  oottrrzzyymmyywwaałłoobbyy  ssiięę  ssttaałłąą  ssuummęę  ppiieenniięęddzzyy..  CCzzaassaammii  ddzziieeccii    ddoossttaajjąą  oodd  rrooddzziiccóóww  



 
25 

 

ccoo  ttyyddzziieeńń  kkiieesszzoonnkkoowwee..  AA  ccoo,,  jjeeżżeellii  kkttoośś  ddoossttaawwaałłbbyy  ttaakkiiee  kkiieesszzoonnkkoowwee  ccoo  ttyyddzziieeńń  ddoo  kkoońńccaa  

żżyycciiaa,,  aa  nnaawweett  ww  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć??  TTaakkaa  ssyyttuuaaccjjaa  jjeesstt  mmoożżlliiwwaa!!  

MMóójj  ddzziiaaddeekk  ddzziieerrżżaawwii  ddzziiaałłkkęę  ppoodd  wwyycciiąągg  nnaarrcciiaarrsskkii  jjuużż  oodd  ppoonnaadd  2200  llaatt  ii  ccoo  rrookkuu  

oottrrzzyymmuujjee  ttaakkąą  ssaammąą  kkwwoottęę..  ZZaakkłłaaddaajjąącc,,  żżee  wwyycciiąągg  tteenn  bbęęddzziiee  ffuunnkkccjjoonnoowwaałł  ww  

nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć,,  ddzziiaałłaa  ccoo  rrookkuu  ww  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  bbęęddzziiee  pprrzzyynnoossiiłłaa  ddoocchhóódd  ww  ssttaałłeejj  kkwwoocciiee..  

CCzzyy  ddaa  ssiięę  ppoolliicczzyyćć  ssuummęę  ttyycchh  nniieesskkoońńcczzoonnyycchh  ppłłaattnnoośśccii??  OOttóóżż  ttaakk!!  

WW  eekkoonnoommiiii  ttaakkąą  ssyyttuuaaccjjęę  ookkrreeśśllaa  ssiięę  mmiiaanneemm  „„rreennttaa  wwiieecczzyyssttaa””  lluubb  „„rreennttaa  

eekkoonnoommiicczznnaa””..  

NNiiee  mmoożżnnaa  pprrzzyyppiissaaćć  wwzzoorruu  nnaa  rreennttęę  wwiieecczzyyssttąą  jjeeddnneejj  oossoobbiiee,,  aallee  kkiillkkaa  ppoossttaaccii  

hhiissttoorryycczznnyycchh  mmiiaałłoo  kklluucczzoowwyy  wwppłłyyww  nnaa  rroozzwwóójj  tteejj  tteemmaattyykkii..  GGeenneerraallnniiee  pprroobblleemm  

nniieesskkoońńcczzoonnyycchh  ddoocchhooddóóww  ppoojjaawwiiłł  ssiięę  ww  mmoommeenncciiee,,  ggddyy  nnaarrooddzziiłł  ssiięę  kkaappiittaalliizzmm  ((wwcczzeeśśnniieejj  

nniieesskkoońńcczzoonnee  ddoocchhooddyy  mmiieellii  ttyyllkkoo  kkrróólloowwiiee  cczzyy  mmoożżnnoowwłłaaddccyy,,  aa  ppoozzoossttaałłee  rreesszzttaa  

ssppoołłeecczzeeńńssttwwaa  nniiee  mmiiaałłaa  pprraawwiiee  nniicc))..  II  ttaakk  wwłłaaśśnniiee  zznnaannii  eekkoonnoommoowwiiee,,  ttaaccyy  jjaakk  RRiicchhaarrdd  

CCaannttiilllloonn  ((XXVVIIIIII  wwiieekk)),,    AAddaamm  SSmmiitthh  ((11777766,,  ""BBooggaaccttwwoo  nnaarrooddóóww""))  cczzyy  DDaavviidd  RRiiccaarrddoo  

((XXIIXX  wwiieekk))    cczzyy  ww  sswwooiicchh  aannaalliizzaacchh  uuwwzzggllęęddnniiaallii  kkoonncceeppccjjęę  oottrrzzyymmyywwaanniiaa  pprrzzeeppłłyywwóóww  

ppiieenniięężżnnyycchh  ww  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć..      

ZZ  kkoolleeii  ww  11993388  rrookkuu  JJoohhnn  BBuurrrr  WWiilllliiaammss  ooppuubblliikkoowwaałł  pprraaccęę  nnaa  tteemmaatt  wwyycceennyy  aakkccjjii  

ooppiieerraajjąącceejj  ssiięę  nnaa  rreenncciiee  wwiieecczzyysstteejj,,  ccoo  pprrzzyycczzyynniiłłoo  ssiięę  ddoo  ppoowwssttaanniiaa  wwssppóółłcczzeessnnyycchh  mmooddeellii  

wwyycceennyy  aakkttyywwóóww,,  ttaakkiicchh  jjaakk  cchhyybbaa  nnaajjppooppuullaarrnniieejjsszzyy  ((aa  zzaarraazzeemm  nnaajjpprroossttsszzyy))  mmooddeell  

GGoorrddoonnaa..    

    

HHiissttoorriiaa  ppoowwssttaanniiaa  mmooddeelluu  wwzzrroossttuu  ddyywwiiddeennddyy  GGoorrddoonnaa  ssiięęggaa  llaatt  5500..  XXXX  wwiieekkuu,,  kkiieeddyy  

eekkoonnoommiiśśccii  MMyyrroonn  JJ..  GGoorrddoonn  ii  EEllttoonn  SShhaappiirroo  pprraaccoowwaallii  nnaadd  nnoowwyymmii  ssppoossoobbaammii  wwyycceennyy  

aakkccjjii..      

PPoo  IIII  wwoojjnniiee  śśwwiiaattoowweejj  rryynnkkii  kkaappiittaałłoowwee  pprrzzeeżżyywwaałłyy  bboooomm,,  aa  iinnwweessttoorrzzyy  ccoorraazz  bbaarrddzziieejj  

iinntteerreessoowwaallii  ssiięę  mmeettooddaammii  wwyycceennyy  aakkccjjii..  WW  ttaammttyycchh  cczzaassaacchh  ddoommiinnoowwaałłyy  ttrraaddyyccyyjjnnee  

ppooddeejjśścciiaa,,  ooppaarrttee  nnaa  kkssiięęggoowwyycchh  wwsskkaaźźnniikkaacchh,,  kkttóórree  nniiee  bbyyłłyy  sskkuutteecczznnee..      

PPooddcczzaass  jjeeddnneejj  zz  lliicczznnyycchh  aakkaaddeemmiicckkiicchh  ddyysskkuussjjii  GGoorrddoonn  ii  SShhaappiirroo  zzaassttaannaawwiiaallii  ssiięę    

nnaadd  pprroossttyymm,,  aallee  sskkuutteecczznnyymm  wwzzoorreemm,,  kkttóórryy  mmóóggłłbbyy  ppoommóócc  iinnwweessttoorroomm  pprrzzeewwiiddyywwaaćć  

wwaarrttoośśćć  aakkccjjii  nnaa  ppooddssttaawwiiee  pprrzzeewwiiddyywwaannyycchh  pprrzzyysszzłłyycchh  ddyywwiiddeenndd..  WWiieeddzziieellii,,  żżee  ddyywwiiddeennddyy  
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ssąą  jjeeddnnyymm  zz  nnaajjwwaażżnniieejjsszzyycchh  źźrróóddeełł  zzwwrroottuu  ddllaa  iinnwweessttoorróóww,,  zzwwłłaasszzcczzaa  ww  ddłłuuggiimm  ookkrreessiiee  

cczzaassuu..      

PPoo  wwiieelluu  aannaalliizzaacchh  GGoorrddoonn  zzaauuwwaażżyyłł,,  żżee  jjeeśśllii  ddyywwiiddeennddyy  rroossnnąą  ww  ssttaałłyymm  tteemmppiiee,,  ttoo  mmoożżnnaa  

ssttwwoorrzzyyćć  pprroossttyy  wwzzóórr  wwyycceennyy  ooppaarrttyy  nnaa  pprrzzyysszzłłyycchh  wwyyppłłaattaacchh..  

MMooddeell  wwyycceennyy  rreennttyy  wwiieecczzyysstteejj  wwyykkoorrzzyyssttuujjee  wwłłaaśśnniiee  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  ––  jjeesstt  oonn    

ssttoossoowwaannyy  ddoo  wwyycceennyy  nnpp..  ttaakkiieejj  nniieerruucchhoommoośśccii,,  kkttóórraa  ggeenneerruujjąąccyycchh  ssttaałłee  pprrzzeeppłłyywwyy  ppiieenniięężżnnee  

ww  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć..      

                  WWzzóórr  ddllaa  rreennttyy  ssttaałłeejj::    

  

                                                              PP  ==  CC//rr  

••  ggddzziiee::  

oo  PP  ––  wwaarrttoośśćć  bbiieeżżąąccaa,,  

oo  CC  ––  ssttaałłaa  ppłłaattnnoośśćć,,  

oo  rr  ––  ssttooppaa  ddyysskkoonnttoowwaa..  

AAbbyy  wwyyjjaaśśnniićć,,  sskkąądd  ppoocchhooddzzii  ttaakkii  wwzzóórr,,  ppoossłłuużżęę  ssiięę  pprrzzyykkłłaaddeemm  pprraakkttyycczznnyymm::  

NNiieerruucchhoommoośśćć  ((nnpp..  ddzziiaałłaakk  aaddzziieerrżżaawwiioonnaa  ppoodd  wwyycciiąągg  nnaarrcciiaarrsskkii))  ggeenneerruujjee  ccoo  rrookkuu  

ddoocchhóódd  ww  kkwwoocciiee  1100  000000  zzłł..  NNiieesstteettyy,,  wwiieemmyy  jjuużż,,  żżee  iissttnniieejjee  iinnffllaaccjjaa..  ZZaałłóóżżmmyy,,  żżee  rroocczznnaa  

iinnffllaaccjjaa  wwyynniieessiiee  śśrreeddnniioo  22%%  ww  kkaażżddyymm  rrookkuu..  JJaakkąą  wwaarrttoośśćć  pprrzzyycchhooddóóww  bbęęddzziiee  mmoożżnnaa  

oottrrzzyymmaaćć  zz  ttyyttuułłuu  ddzziieerrżżaawwyy  wwnniieesskkoońńcczzoonnyymm  ookkrreessiiee  cczzaassuu??  

WW  ppiieerrwwsszzyymm  rrookkuu  oottrrzzyymmaammyy  kkwwoottęę  1100  000000  zzłł..  WW  ddrruuggiimm  rrookkuu  bbęęddzziiee  ttoo  jjuużż  1100  000000  zzłł  //  

((11++22%%))  cczzyyllii  ww  pprrzzeelliicczzeenniiuu  nnaa  „„ddzziissiieejjsszzee””  ppiieenniiąąddzzee  bbęęddzziiee  ttoo  wwaarrttoośśćć  99  880033,,9922  ((ppoommiimmoo,,  

żżee  ww  bbaannkknnoottaacchh  oottrrzzyymmaammyy  1100  000000  zzłł,,  ttoo  jjeeddnnaakk  bbęęddzziiee  zzaa  nniiee  mmoożżnnaa  kkuuppiićć  ttyyllee  rrzzeecczzyy,,    

iillee  ddzziissiiaajj  mmoożżnnaa  kkuuppiićć  mmaajjąącc  99  880033,,9922  zzłł..  

  

SSpprróóbbuujjmmyy  rroozzppiissaaćć  iillee  wwyynniieessiiee  ssuummaa  ttaakkiicchh  nniieesskkoońńcczzoonnyycchh  ppłłaattnnoośśccii  uuwwzzggllęęddnniiaajjąącc  

wwaarrttoośśćć  ppiieenniiąąddzzaa  ww  cczzaassiiee::  

                                                                                                              

SSuummaa  ddoocchhooddóóww  ==  1100  000000  ++  
11

((11,,0303))11
  ++  

11

  ((11,,0303))22
  ++    

11

  ((11,,0303))33
    ++    

11

  ((11,,0303))44
  ++  

11

((11,,0303))55
  ++  

11

  ((11,,0303))nn
  ++  ……………………  

ggddzziiee  nn  oozznnaacczzaa  ……..  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć..  
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KKoolleejjnnee  kkwwoottyy  ppłłaattnnoośśccii  ddllaa  wwyybbrraannyycchh  llaatt  oobblliicczzoonnoo  ww  aarrkkuusszzuu  kkaallkkuullaaccyyjjnnyymm..  

WWyylliicczzeenniiaa  pprrzzeeddssttaawwiiaa  ttaabbeellaa..    

RRookk  DDoocchhóódd  

11  99770088,,7744  

22  99442255,,9966  

33  99115511,,4422  

44  88888844,,8877  

55  88662266,,0099  

66  88337744,,8844  

77  88113300,,9922  

88  77889944,,0099  

99  77666644,,1177  

1100  77444400,,9944  

1111  77222244,,2211  

1122  77001133,,8800  

1133  66880099,,5511  

1144  66661111,,1188  

1155  66441188,,6622  

1166  66223311,,6677  

1177  66005500,,1166  

1188  55887733,,9955  

1199  55770022,,8866  

2200  55553366,,7766  

3300  44111199,,8877  

4400  33006655,,5577  

5500  22228811,,0077  

6600  11669977,,3333  

7700  11226622,,9977  

8800  993399,,7777  

9900  669999,,2288  

110000  552200,,3333  

220000  2277,,0077  

330000  11,,4411  

440000  00,,0077  

550000  00,,0000  
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11000000  00,,0000  

  

    ZZ  oobblliicczzeeńń  wwyynniikkaa,,  żżee  cchhoocciiaażż  zzaa  2200  llaatt  ddzziieerrżżaawwccaa  ddzziiaałłkkii  oottrrzzyymmaa  ((ww  bbaannkknnoottaacchh))    kkwwoottęę  

1100  000000  zzłł,,  ttoo  jjeeddnnaakk  ssiiłłaa  nnaabbyywwcczzaa  tteeggoo  ppiieenniiąąddzzaa  bbęęddzziiee  nniieemmaall  oo  ppoołłoowwęę  nniiżżsszzaa,,    

cczzyyllii  zzaa  kkwwoottęę  ttęę  bbęęddzziiee  mmoożżnnaa  kkuuppiićć  ttyyllee  rrzzeecczzyy,,  iillee  ddzziissiiaajj  mmoożżnnaa  kkuuppiićć  ddyyssppoonnuujjąącc  

zzaalleeddwwiiee  kkwwoottąą  ookkoołłoo  55  ttyyss  zzłł..    

WWaarrttoośśćć  kkwwoottyy  1100  000000  zzłł  zzaa  440000  llaatt  wwyynniieessiiee  ttyyllkkoo  77  ggrroosszzyy,,  aa  zzaa  550000  llaatt  ––  jjuużż  nniicc  nniiee  

bbęęddzziiee  pprraawwiiee  nniicc  wwaarrttaa..  

JJaakk  wwiiddaaćć,,  ddoocchhóódd  rreeaallnnyy  zzmmnniieejjsszzaa  ssiięę  ccoo  rrookkuu,,  aażż  wwrreesszzcciiee  zzaanniikkaa..  DDllaatteeggoo  tteeżż  mmoożżnnaa  

oobblliicczzyyćć  ssuummęę  ttaakkiicchh  mmaalleejjąąccyycchh  ddoocchhooddóóww  aażż  ddoo  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii..  TTeeoorreettyycczznniiee,,  kkwwoottaa    

ttaa  ssiięę  nnoonn  ssttoopp  zzmmnniieejjsszzaa,,  jjeeddnnaakk  nniiggddyy  nniiee  oossiiąąggnniiee  oonnaa  zzeerraa..  JJeeddnnaakk  jjaakk  wwiiaaddoommoo,,    

zzaa  wwaarrttoośśćć  nnpp..  jjeeddnnąą  mmiilliioonnąą  ggrroosszzaa,,  nniiee  mmoożżnnaa  rraacczzeejj  nniicc  kkuuppiićć..  

ZZaassttoossuujjmmyy  ppooddaannyy  wwzzóórr  nnaa  wwaarrttoośśćć  ddzziieerrżżaawwiioonneejj  ddzziiaałłkkii  ((wwzzóórr  nnaa  rreennttęę  wwiieecczzyyssttąą))..  

SSuummaa  uuzzyysskkiiwwaannyycchh  ddoocchhooddóóww  zz  ddzziieerrżżaawwyy  ddzziiaałłkkii  mmoożżee  ookkrreeśśllaaćć  jjeejj  wwaarrttoośśćć  

((zzaakkłłaaddaammyy,,  żżee  ddzziiaałłkkaa  jjeesstt  wwaarrttaa  ttyyllee,,  iillee  mmoożżee  oonnaa  pprrzzyynniieeśśćć  ddoocchhoodduu  oodd  ddzziissiiaajj    

ddoo  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii))..  ZZggooddnniiee  zz  oobblliicczzeenniiaammii  bbęęddzziiee  ttoo  kkwwoottaa::  

  

                                PP  ==  CC//rr  ==  1100  000000  //  33%%  ==  1100  000000  //  00,,0033  ==  333333  333333,,3333  zzłł..    

  

JJaakk  jjeesszzcczzee  iinnaacczzeejj  mmoożżnnaa  zziinntteerrpprreettoowwaaćć  oottrrzzyymmaannyy  wwyynniikk??  JJeeżżeellii  kkttoośś  bbyy  zzddeeccyyddoowwaałł,,  

żżee  zzaammiiaasstt  ddoossttaawwaaćć  ccoo  rrookkuu  1100  000000  zzłł,,  cchhccee  oottrrzzyymmaaćć  ttee  nniieesskkoońńcczzoonnee  ppłłaattnnoośśccii  jjuużż  ddzziissiiaajj,,    

ttoo  ppoowwiinniieenn  oonn  oottrrzzyymmaaćć  kkwwoottęę  333333  333333,,3333  zzłł..    

  

JJeeddnnaakk  ww  eekkoonnoommiiii  nniicc  nniiggddyy  nniiee  jjeesstt  jjeeddnnoozznnaacczznnee..  WWyyssttaarrcczzyy,,  żżee  pprrzzyy  oobblliicczzeenniiaacchh  

zzaałłoożżyymmyy  iinnnnąą  pprrzzeewwiiddyywwaannąą  ssttooppęę  iinnffllaaccjjii,,  ii  jjuużż  kkwwoottaa  ttaa  bbęęddzziiee  iinnnnaa..  NNiikktt  nniiee  ppoottrraaffii  

pprrzzeewwiiddzziieećć  pprrzzyysszzłłoośśccii,,  wwiięęcc  ttaakk  nnaapprraawwddęę  mmoożżnnaa  jjeeddyynniiee  pprróóbboowwaaćć  pprrooggnnoozzoowwaaćć,,  iillee  

wwyynniieessiiee  iinnffllaaccjjaa  ww  pprrzzyysszzłłoośśccii,,  cczzyyllii  sszzaaccoowwaaćć  ssttooppęę  ddyysskkoonnttoowwąą  ((oozznnaacczzoonnąą  wwee  wwzzoorrzzee  rr))..    

KKoolleejjnnee  oobblliicczzeenniiaa  ((wwyykkoonnaannee  rróówwnniieeżż  ww  aarrkkuusszzuu  kkaallkkuullaaccyyjjnnyycchh,,  oocczzyywwiiśścciiee  wwsszzyyssttkkoo  

mmoożżnnaa  ppoolliicczzyyćć  zzaa  ppoommooccąą  kkaallkkuullaattoorraa,,  jjeeddnnaakk  zzaajjęęłłoobbyy  ttoo  bbaarrddzzoo  dduużżoo  cczzaassuu))  wwyykkoonnaannoo  aabbyy  

sspprraawwddzziićć,,  jjaakkiiee  wwaarrttoośśccii  uuzzyysskkaa  ssiięę,,  zzaakkłłaaddaajjąącc  ccaałłyy  cczzaass  ddoocchhóódd  zz  ddzziieerrżżaawwyy  ww  kkwwoocciiee  

1100  000000  zzłł..  jjeeddnnaakk  pprrzzyy  zzaałłoożżeenniiuu  rróóżżnnyycchh  ssttóópp  ddyysskkoonnttaa::  oodd  11  %%  ddoo  1100  %%..  
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SSttooppaa  

ddyysskkoonnttaa  

11%%  22%%  33%%  44%%  55%%  66%%  77%%  88%%  99%%  1100

%%  

WWaarrttoośśćć  

rreennttyy  wwiieecczzyysstteejj  

11  000000  

000000  

550000  

000000  

333333  

333333  

225500  

000000  

220000  

000000  

116666  

666677  

114422  

885577  

112255  

000000  

111111  

111111  

110000  

000000  

  

JJaakk  wwiiddaaćć,,  ww  zzaalleeżżnnoośśccii  oodd  pprrzzyyjjęętteejj  ssttooppyy  ddyysskkoonnttaa,,  wwyynniikkii  zznnaacczząąccoo  ssiięę  rróóżżnniiąą..  

KKttóórraa  wwaarrttoośśćć  jjeesstt  wwiięęcc  pprraawwddzziiwwaa::  kkaażżddaa  ii  żżaaddnnaa,,  ww  zzaalleeżżnnoośśccii  oodd  tteeggoo,,  jjaakkiiee  bbęęddąą  wwaarruunnkkii  

eekkoonnoommiicczznnee  ww  pprrzzyysszzłłoośśccii,,  jjaakk  sszzyybbkkoo  ppiieenniiąąddzz  bbęęddzziiee  ttrraacciiłł  nnaa  wwaarrttoośśccii,,  ttaakkiiee  ddzziiaałłkkaa  

oossiiąąggnniiee  pprrzzyycchhooddyy..  

  NNaasszzee  oobblliicczzeenniiaa  ssąą  wwiięęcc  wwyyłłąącczznniiee  sszzaaccuunnkkaammii  ––  zz  wwiięękksszzyymm  lluubb  mmnniieejjsszzyymm  

pprrzzyybblliiżżeenniieemm..  OOcczzyywwiiśścciiee  mmoożżnnaa  sspprraawwddzziićć  nnpp..,,  iillee  wwyynnoossiiłłaa  śśrreeddnniiaa  ssttooppaa  iinnffllaaccjjii  ww  PPoollssccee  

ww  cciiąągguu  oossttaattnniicchh  nnpp..  2200  llaatt..  WWeeddłłuugg  ddaannyycchh  GGłłóówwnneeggoo  UUrrzzęędduu  SSttaattyyssttyycczznneeggoo  śśrreeddnniiaa  

iinnffllaaccjjaa  ww  llaattaacchh  22000055--22002244  wwyynnoossiiłłaa  44,,11%%..  ZZaakkłłaaddaajjąącc,,  żżee  ww  cciiąągguu  kkoolleejjnnyycchh  llaatt  bbęęddzziiee  

ppooddoobbnniiee,,  mmoożżnnaa  zzaałłoożżyyćć,,  żżee  ddzziiaałłkkaa  łłąącczznniiee  pprrzzyynniieessiiee  ookkoołłoo  ((aacchh,,  zznnoowwuu  ttee  sszzaaccuunnkkii))  

225500  000000  zzłł..    

JJeeddnnaakk  ggddyy  wwyyppyyttaałłeemm  ddzziiaaddkkaa  ddookkłłaaddnniiee  oo  wwaarruunnkkii  ddzziieerrżżaawwyy  ookkaazzaałłoo  ssiięę,,    

żżee  ddzziiaaddeekk  nniiee  ddoossttaajjee  ccoo  rrookkuu  ttaakkiieejj  ssaammeejj  kkwwoottyy  ––  ppoonniieewwaażż  ww  uummoowwiiee  uuwwzzggllęęddnniioonnoo  

rróówwnniieeżż  wwppłłyyww  iinnffllaaccjjii  ii  ddzziiaaddeekk  ccoo  rrookkuu  ddoossttaajjee  kkwwoottęę  wwiięękksszząą  oo  22%%..  JJeeżżeellii  ddoo  nnaasszzeeggoo  

pprrzzyykkłłaadduu  ddoołłoożżyymmyy  ttaakkii  wwaarruunneekk,,  wwóówwcczzaass  ookkaażżee  ssiięę,,  żżee  ww  kkoolleejjnnyycchh  llaattaacchh  zz  ttyyttuułłuu  

ddzziieerrżżaawwyy  ddzziiaałłkkii  oottrrzzyymmaammyy  nnaassttęęppuujjąąccee  kkwwoottyy::  

PPiieerrwwsszzyy  rrookk  ––  1100  000000  zzłł  

DDrruuggii  rrookk  ––  1100  220000  zzłł  

TTrrzzeeccii  rrookk  ––  1100  661122  zzłł  

DDzziieessiiąąttyy  rrookk  ––  1122  119900  zzłł  

DDwwuuddzziieessttyy  rrookk  ––  1144  885599  zzłł  

CCzzyy  ww  pprrzzyyppaaddkkuu  ttaakkiieejj  uummoowwyy  ddzziieerrżżaawwyy  rróówwnniieeżż  mmoożżnnaa  oobblliicczzyyćć,,  iillee  wwyynniieessiiee  ssuummaa  

oottrrzzyymmaannyycchh  kkwwoott  oodd  ddzziissiiaajj  ddoo  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii??  TTaakk!!  II  jjeesstt  nnaa  ttoo  wwzzóórr::  

RRoozzsszzeerrzzoonnaa  wweerrssjjaa  wwzzoorruu  zz  rroossnnąąccąą  rreennttąą  wwiieecczzyyssttąą::  

                              PP  ==  CC//rr−−gg                                      ggddzziiee  gg  ttoo  ssttooppaa  wwzzrroossttuu  ppłłaattnnoośśccii..    

ZZaakkłłaaddaammyy,,  żżee  ccoo  rrookkuu  oottrrzzyymmuujjeemmyy  kkwwoottęę  ppoowwiięękksszzoonnąą  oo  22%%  ww  ssttoossuunnkkuu  ddoo  kkwwoottyy    

zz  zzeesszzłłeeggoo  rrookkuu,,  pprrzzyy  cczzyymm  ww  ppiieerrwwsszzyymm  rrookkuu  ddoocchhóódd  wwyynnoossii  1100  000000  zzłł..  JJeeddnnaakk  wwyyssttęęppuujjee  
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iinnffllaaccjjaa..  ZZaałłóóżżmmyy,,  żżee  śśrreeddnniioo  wwyynnoossii  oonnaa  33,,55%%..  IIllee  wwóówwcczzaass  oottrrzzyymmaammyy  ddoocchhoodduu  ((ppoo  

uuwwzzggllęęddnniieenniiuu  ddyysskkoonnttaa))  ww  nniieesskkoońńcczzoonnyymm  ookkrreessiiee  cczzaassuu??  

                      1100  000000    1100  000000  

WWaarrttoośśćć  ppłłaattnnoośśccii  ww  nniieesskkoońńcczzoonnyymm  ookkrreessiiee  wwyynniieessiiee::  ------------------------------------  ==  ----------------------------------------  ==  666666  666677  

                    ((33,,55%%  --  22%%))        11,,55%%  

  

MMoożżnnaa  rróówwnniieeżż  wwyyoobbrraazziićć  ssoobbiiee  ssyyttuuaaccjjęę,,  ww  kkttóórreejj  ddaannyy  mmooddeell  nniiee  zzaaddzziiaałłaa..  ZZaałłóóżżmmyy,,    

żżee  ccoo  rrookkuu  oottrrzzyymmyywwaannyy  ddoocchhóódd  rroośśnniiee  nniiee  oo  22%%  lleecczz  oo  88%%,,  ppooddcczzaass  ggddyy  ssttooppaa  ddyysskkoonnttaa  jjeesstt  

nnaaddaall  sszzaaccoowwaannaa  nnaa  ppoozziioommiiee  33,,55%%..  

OObblliicczzeenniiaa  wwóówwcczzaass  pprrzzeeddssttaawwiiaałłyybbyy  ssiięę  nnaassttęęppuujjąąccoo::  

  

                                  1100  000000    1100  000000  

WWaarrttoośśćć  ppłłaattnnoośśccii  ww  nniieesskkoońńcczzoonnyymm  ookkrreessiiee  wwyynniieessiiee::  --------------------------------------  ==  ----------------------------------------  ==  --  118811  881188  

                    ((33,,55%%  --  88%%))        --55,,55%%  

  

CCoo  ttaakkii  wwyynniikk  oozznnaacczzaa??  ŻŻee  oottrrzzyymmaa  ssiięę  uujjeemmnnąą  kkwwoottęę  ppiieenniiąąddzzaa??  NNaa  ppeewwnnoo  nniiee  ((oo  iillee  

aannttyymmaatteerriiaa  iissttnniieejjee,,  oo  ttyyllee  nniiee  mmoożżnnaa  mmóówwiićć  oo  aannttyy--ppiieenniiąąddzzaacchh))..  NNiiee  oozznnaacczzaa  ttoo  rróówwnniieeżż,,  żżee  

tteerraazz  mmaammyy  jjaakkiiśś  ddłłuugg..  ŚŚwwiiaaddcczzyy  ttoo  oo  ttyymm,,  żżee  ww  ttaakkiimm  pprrzzyyppaaddkkuu  wwzzóórr  nniiee  ddzziiaałłaa..  

JJeesstt  ttoo  ssyyttuuaaccjjaa  ppooddoobbnnaa  ddoo  pprrzzyykkłłaadduu  zz  kkrroowwąą,,  kkttóórraa  ccooddzziieennnniiee  ddaajjee  mmnniieejj  mmlleekkaa  ––  

wwóówwcczzaass  mmoożżnnaa  oobblliicczzyyćć,,  iillee  ddaa  mmlleekkaa  łłąącczznniiee  ww  nniieesskkoońńcczzoonnyymm  cczzaassiiee..  PPooddoobbnniiee,,  jjeeżżeellii  

zzaakkłłaaddaammyy,,  żżee  ccoo  rrookkuu  oottrrzzyymmaammyy  mmnniieejjsszząą  iilloośśćć  rreeaallnnyycchh  ppiieenniięęddzzyy,,  wwóówwcczzaass  rróówwnniieeżż  

mmoożżnnaa  oobblliicczzyyćć,,  iillee  iicchh  oottrrzzyymmaammyy  ww  ssuummiiee  ww  nniieesskkoońńcczzoonnyymm  ookkrreessiiee  cczzaassuu..  

JJeeddnnaakk  ww  ssyyttuuaaccjjaacchh  ggddyy::  

aa))  kkrroowwaa  ddaawwaałłaabbyy  ccooddzziieennnniiee  wwiięęcceejj  mmlleekkaa,,  aallbboo  nnaawweett  ddaawwaałłaabbyy  ccooddzziieennnniiee  ttyyllee  ssaammoo  

mmlleekkaa,,  wwóówwcczzaass  ww  nniieesskkoońńcczzoonnyymm  cczzaassiiee  ddaałłaabbyy  oonnaa  ……  nniieesskkoońńcczzoonnąą  iilloośśćć  mmlleekkaa;;  

bb))  ttaakk  ssaammoo,,  jjeeżżeellii  ccoo  rrookkuu  oottrrzzyymmyywwaałłoobbyy  ssiięę  kkwwoottęę  wwiięękksszząą,,  ii  ttoo  nnaa  ttyyllee  wwiięękksszząą,,    

żżee  wwzzrroosstt  tteenn  pprrzzeekkrraacczzaałłbbyy  iinnffllaaccjjęę,,  wwóówwcczzaass  aannaallooggiicczznniiee::  ww  nniieesskkoońńcczzoonnyymm  ookkrreessiiee  

cczzaassuu  oottrrzzyymmaannoo  bbyy  nniieesskkoońńcczzoonnąą  lliicczzbbęę  ppiieenniięęddzzyy..    
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NNaa  kkoonniieecc  wwaarrttoo  wwssppoommnniieećć,,  żżee  wwyykkoorrzzyyssttaannyy  wwzzóórr  mmoożżee  ddoottyycczzyyćć  nniiee  ttyyllkkoo  

ddoocchhooddóóww  uuzzyysskkiiwwaannyycchh  zz  zziieemmii  ((jjaakk  nnpp..  ddzziieerrżżaawwiieenniiee  ggrruunnttuu))  aallee  rróówwnniieeżż  zz  kkaappiittaałłuu,,  

nnpp..  ooddsseettkkii  oottrrzzyymmyywwaannee  ww  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  oodd  llookkaattyy  zzaałłoożżoonneejj  nnaa  nniieesskkoońńcczzoonnyy  ookkrreess  

cczzaassuu  pprrzzyy  zzaałłoożżoonnyymm  oopprroocceennttoowwaanniiuu..    

ZZddjjęęcciiee  zz  eexxcceellaa  zz  oobblliicczzeenniiaammii::  
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NNiieesskkoońńcczzoonnoośśćć  ww  sszzttuuccee    
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FFrreesskk  RRaaffaaeellaa  SSaannttii  „„SSzzkkoołłaa  AAtteeńńsskkaa””,,  jjeesstt  ssłłaawwnnyymm  pprrzzyykkłłaaddeemm  zzaassttoossoowwaanniiaa  

ppeerrssppeekkttyywwyy..  PPrrzzeeddssttaawwiiaa  oonn  wwsszzyyssttkkiicchh  nnaajjwwaażżnniieejjsszzyycchh  ggrreecckkiicchh  mmęęddrrccóóww..  MMoożżeemmyy    

ttuu  zzoobbaacczzyyćć  wwiieelluu  kkllaassyycczznnyycchh  ffiilloozzooffóóww  zzggrroommaaddzzoonnyycchh  ww  jjeeddnnyymm  mmiieejjssccuu  ii  oottoocczzoonnyycchh  

wwiieellkkąą  aarrcchhiitteekkttoonniicczznnąą  rraammąą..  TToo  ddzziieełłoo  jjeesstt  mmiięęddzzyy  iinnnnyymmii  sszzttuucczzkkąą  cczzaassoowwąą,,  kkaażżddyy    

zz  ffiilloozzooffóóww  zzaammrroożżoonnyy  ww  rryyssuunnkkoowweejj  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii..  AAllee  ……  ttaamm  jjeesstt  tteeżż  ssaamm  ssttaarryy  

EEuukklliiddeess!!  RRaaffaaeell  uummiieeśścciiłł  ggoo  ppoo  pprraawweejj  ssttrroonniiee  oobbrraazzuu,,  pprrzzyykkuuccnniięętteeggoo,,  oottoocczzoonneeggoo  pprrzzeezz  

uucczznniióóww,,  kkttóórryymm  wwyykkłłaaddaa,,  uużżyywwaajjąącc  ccyyrrkkllaa  ddoo  wwyykkrreeśślleenniiaa  kkąąttóóww  nnaa  mmaałłeejj  ppłłyyttccee..  JJeesstt  tteeżż  

PPiittaaggoorraass  ––  ssiieeddzzii  ww  pprrzzeecciiwwlleeggłłyymm  kkąącciiee,,  ppiisszząącc  ccyyffrryy  ddoo  kkssiięęggii,,  kkttóórreemmuu  zznnaajjdduujjąąccyy  ssiięę  

oobbookk  uucczzeeńń  ppooddttrrzzyymmuujjee  ttaabblliiccęę..  PPiittaaggoorraass  ii  EEuukklliiddeess  ssąą  uummiieejjssccoowwiieennii  ww  ddoollnnyycchh  rrooggaacchh  

ddzziieełłaa  ii  ssąą  ppuunnkkttaammii  wwyyjjśścciiaa  ddwwóócchh  wwyyoobbrraażżoonnyycchh  lliinniiii  pprroossttyycchh,,  kkttóórree  bbiieeggnnąą  ddoo  śśrrooddkkaa  

kkoommppoozzyyccjjii,,  ddookkłłaaddnniiee  ww  mmiieejjssccee,,  ww  kkttóórryymm  ssttoojjąą  PPllaattoonn  ii  AArryyssttootteelleess,,  aa  ppootteemm  ww  ssttrroonnęę  

hhoorryyzzoonnttuu,,  aażż  zznniikkaajjąą  ww  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii..  
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SSppoossóóbb,,  ww  jjaakkii  EEsscchheerr  mmaanniippuulluujjee  pprrzzeessttrrzzeenniiąą,,  jjeesstt  ww  śśwwiieecciiee  sszzttuukkii  rrzzaaddkkoo  

ssppoottyykkaannyy..  PPrrzzeekksszzttaałłccaajjąącc  pprrzzeeddmmiioottyy  pprrzzeezz  ooddbbiicciiaa,,  rroozzcciiąąggaanniiee,,  ddeeffoorrmmaaccjjee,,  rrzzuuttoowwaanniiee    

ii  iinnnnee  ppooddoobbnnee  ttrraannssffoorrmmaaccjjee..  EEsscchheerr  ooddkkrryywwaa  ccoorraazz  bbaarrddzziieejj  sskkoommpplliikkoowwaannee  wwsszzeecchhśśwwiiaattyy,,  

uukkaazzuujjąącc  jjeeddnnoocczzeeśśnniiee  nnaattuurręę  bbaarrddzzoo  zzaaaawwaannssoowwaannyycchh  nnaarrzzęęddzzii  mmaatteemmaattyycczznnyycchh..    

OOkkrreessoowwee  ppookkrryycciiee  ppłłaasszzcczzyyzznnyy  iizzoommeettrryycczznnyymmii  ffiigguurraammii  wwyywwoołłuujjee  wwrraażżeenniiee  

nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii  ppoopprrzzeezz  mmoożżlliiwwoośśćć  jjeeggoo  nniieeooggrraanniicczzoonneejj  kkoonnttyynnuuaaccjjii..  EEsscchheerr,,  kkttóórreeggoo  

oobbsseessjjąą  bbyyłłoo  wwiizzuuaallnnee  uucchhwwyycceenniiee  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii,,  nniiee  bbyyłł  ww  ppeełłnnii  zzaaddoowwoolloonnyy  zz  tteeggoo  

ssppoossoobbuu  jjeejj  pprrzzeeddssttaawwiiaanniiaa,,  ggddyyżż  ww  pprraakkttyyccee  ttaa  zzddoollnnoośśćć  ddoo  nniieesskkoońńcczzoonneeggoo  ppoowwiięękksszzaanniiaa  

jjeesstt  ffiikkccjjąą  ii  ddzziieełłoo  mmuussii  sskkoońńcczzyyćć  ssiięę    nnaa  bbrrzzeegguu..  EEsscchheerr  ddąążżyyłł  ddoo  pprrzzeeddssttaawwiieenniiaa  

nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii  ww  sskkoońńcczzoonneejj  pprrzzeessttrrzzeennii    ppłłóóttnnaa,,  ccoo  ddoopprroowwaaddzziiłłoo  ggoo  ddoo  ssttwwoorrzzeenniiaa  rróóżżnnyycchh  

pprraacc,,  ww  kkttóórryycchh  kkoołłaa  ii  kkwwaaddrraattyy  bbyyłłyy  zzee  ssoobbąą  ppoołłąącczzoonnee..  
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GGuussttaavv  KKlliimmtt  ––  „„PPooccaałłuunneekk””  

DDzziieełłoo  ttoo  uukkaazzuujjee  sspplleecciioonnąą  ppaarręę  oottoocczzoonnąą  

zzłłoottyymmii  oorrnnaammeennttaammii,,  ttwwoorrzząącc  wwrraażżeenniiee  

wwiieecczznneeggoo,,  nniieesskkoońńcczzoonneeggoo  uucczzuucciiaa  mmiiłłoośśccii..  

KKlliimmtt,,  jjaakkoo  pprrzzeeddssttaawwiicciieell  sseecceessjjii,,  cczzęęssttoo  

wwyykkoorrzzyyssttyywwaałł  ww  sswwooiicchh  pprraaccaacchh  ssyymmbboolliikkęę  

nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii..  

  

  

  

JJaacceekk  MMaallcczzeewwsskkii  ––  „„BBłłęęddnnee  kkoołłoo””..  PPoollsskkii  mmaallaarrzz  ssyymmbboolliissttaa  ww  ttyymm  ddzziieellee  uukkaazzuujjee  ppoossttaacciiee  

wwiirruujjąąccee  ww  ttaanneecczznnyymm  kkrręęgguu,,  ccoo  mmoożżee  ooddnnoossiićć  ssiięę  ddoo  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii  lluuddzzkkiieeggoo  lloossuu    

ii  ccyykklliicczznnoośśccii  żżyycciiaa..  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 
38 

 

CCaassppaarr  DDaavviidd  FFrriieeddrriicchh  ––  „„WWęęddrroowwiieecc  nnaadd  mmoorrzzeemm  mmggłłyy””..  TTeenn  rroommaattyycczznnyy  oobbrraazz  

pprrzzeeddssttaawwiiaa  ppoossttaaćć  ssttoojjąąccąą  nnaa  sszzcczzyycciiee  sskkaałłyy,,  ssppoogglląąddaajjąąccąą  nnaa  rroozzlleeggłłee,,  mmggłłąą  ssppoowwiittee  ppeejjzzaażżee..  

SSyymmbboolliizzuujjee  ttoo  lluuddzzkkiiee  ddąążżeenniiee  ddoo  zzrroozzuummiieenniiaa  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii  nnaattuurryy  ii  eeggzzyysstteennccjjii..                      
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CCYYTTAATTYY  ZZ  LLIITTEERRAATTUURRYY  

  

➢➢  SSttaanniissłłaaww  LLeemm,,  „„SSzzppiittaall  PPrrzzeemmiieenniieenniiaa""  

""MMeeddyyccyynnaa  mmoożżee  bbyyćć  nniieezzłłyymm  ookknneemm  nnaa  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć..""    

  

➢➢    BBrraannddoonn  MMuullll,,    „„GGwwiiaazzddaa  WWiieecczzoorrnnaa  wwsscchhooddzzii""  

„„CCiieerrpplliiwwoośśćć  nnaaśśllaadduujjee  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć,,  aa  zz  nniieesskkoońńcczzoonnoośścciiąą  nniiee  ddaa  ssiięę  wwyyggrraaćć  

ppoojjeeddyynnkkuu  nnaa  ssppoojjrrzzeenniiaa..  NNiieewwaażżnnee,,  jjaakk  ddłłuuggoo  wwyyttrrwwaasszz,,  oonnaa  ddooppiieerroo  ssiięę  rroozzkkrręęccaa..""    

  

➢➢  JJoohhaannnn  WWoollffggaanngg  vvoonn  GGooeetthheegg  ww  ttłłuummaacczzeenniiuu  ppoollsskkiimm,,  „„CCiieerrppiieeńń  mmłłooddeeggoo  WWeerrtteerraa""  

""AAcchh,,  jjaakkżżee  wwóówwcczzaass  ttęęsskknniiłłeemm,,  bbyy  uunniieeśśćć  ssiięę  nnaa  sskkrrzzyyddłłaacchh  żżuurraawwiiaa,,  ppłłyynnąącceeggoo  nnaaddee  

mmnnąą,,  wwzzlleecciieećć  kkuu  wwyybbrrzzeeżżoomm  nniieeooggaarrnniioonneeggoo  mmoorrzzaa  ii  nnaappiićć  ssiięę  zz  ppeerrlląącceeggoo  ssiięę  ppuucchhaarruu  

nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii  oonneeggoo  nneekkttaarruu  żżyycciiaa..""    

  

  

➢➢  JJuulliiuusszz  SSłłoowwaacckkii,,  „„KKoorrddiiaann""  

„„ZZiieemmiiaa  ––  ttoo  ppllaammaa  nnaa  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  bbłłęękkiicciiee;;  cciieemmnnaa  ggwwiiaazzddaa,,  ww  ssłłoonneecczznnyycchh  ggwwiiaazzdd  

śśwwiicciiee,,  ggrróóbb  ooddwwiieecczznnyy  ppoottoommkkóóww  AAddaammaa..""  ..    

    

➢➢  OOllggaa  TTookkaarrcczzuukk,,  ""SSzzaaffaa""::    

„„ZZoobbaacczz,,  oottoo  jjeesstt  NNiicc,,  kkttóórree  zzaawwiieerraa  nniieesskkoońńcczzoonnąą  lliicczzbbęę  wwyymmiiaarróóww  wwsszzyyssttkkiieeggoo..""    

  

➢➢  SSttaanniissłłaaww  IIggnnaaccyy  WWiittkkiieewwiicczz,,  „„TTuummoorr  MMóózzggoowwiicczz””  

„„NNaadd  zzrręębbeemm  ppllaanneettyy,,  

  PPoośśrróódd  ggwwiieezzddnneejj  nnooccyy,,  

SSzzeerreegg  aalleeffóóww  ww  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  ppeełłzznniiee..  

II  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć,,  uunniieesskkoońńcczzoonniioonnaa  

ZZaammiieerraa  ww  ssoobbiiee,,  pprrzzeezz  ssiieebbiiee  zzddrraaddzzoonnaa..””  
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PPooddssuummoowwuujjąącc,,  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  ttoo  ppoojjęęcciiee,,  kkttóórree  oodd  wwiieekkóóww  bbuuddzziiłłoo  zzaarróówwnnoo  ppooddzziiww,,  

jjaakk  ii  llęękk..  SSttaarroożżyyttnnii  GGrreeccyy  uunniikkaallii  jjeejj,,  ttrraakkttuujjąącc  jjąą  jjaakkoo  zzaaggrroożżeenniiee  ddllaa  ssppóójjnnoośśccii  iicchh  

mmaatteemmaattyykkii  ii  ffiilloozzooffiiii..  OOddkkrryycciiee  lliicczzbb  nniieewwyymmiieerrnnyycchh  pprrzzeezz  PPiittaaggoorreejjcczzyykkóóww,,  

nniieesskkoońńcczzoonneeggoo  zzbbiioorruu  lliicczzbb  ppiieerrwwsszzyycchh  pprrzzeezz  EEuukklliiddeessaa  cczzyy  ppóóźźnniieejjsszzee  tteeoollooggiicczznnee  

rroozzwwaażżaanniiaa  oo  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii  jjaakkoo  aattrryybbuucciiee  BBooggaa  uukkaazzuujjąą  rróóżżnnoorrooddnnee  ssppoossoobbyy,,  ww  jjaakkiiee  

lluuddzzkkoośśćć  pprróóbboowwaałłaa  zzmmaaggaaćć  ssiięę  zz  kkoonncceeppccjjąą  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii..    

DDooppiieerroo  rroozzwwóójj  rraacchhuunnkkuu  rróóżżnniicczzkkoowweeggoo  ii  ccaałłkkoowweeggoo  ww  XXVVIIII  wwiieekkuu  ppoozzwwoolliiłł  nnaa  bbaarrddzziieejj  

pprreeccyyzzyyjjnnee  ooppeerroowwaanniiee  nniieesskkoońńcczzoonnoośścciiąą,,  cchhooćć  jjeejj  pprraawwddzziiwwee  oosswwoojjeenniiee  pprrzzyysszzłłoo  ddooppiieerroo  

  ww  XXIIXX  wwiieekkuu  wwrraazz  zz  pprraaccaammii  GGeeoorrggaa  CCaannttoorraa..  

TToo  wwłłaaśśnniiee  CCaannttoorr  ddookkoonnaałł  rreewwoolluuccjjii,,  ppookkaazzuujjąącc,,  żżee  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  nniiee  jjeesstt  jjeeddnnoolliittaa  ––  

iissttnniieejjąą  rróóżżnnee  jjeejj  „„rroozzmmiiaarryy””..  JJeeggoo  tteeoorriiaa  mmnnooggoośśccii  oottwwoorrzzyyłłaa  nnoowwee  śścciieeżżkkii  ww  mmaatteemmaattyyccee,,  

wwppłłyywwaajjąącc  nniiee  ttyyllkkoo  nnaa  jjeejj  rroozzwwóójj,,  aallee  ii  nnaa  iinnffoorrmmaattyykkęę,,  llooggiikkęę  oorraazz  iinnnnee  nnaauukkii  śścciissłłee..    

CChhooćć  ww  sswwooiicchh  cczzaassaacchh  bbyyłł  kkrryyttyykkoowwaannyy  ii  nniieezzrroozzuummiiaannyy,,  ddzziiśś  uuzznnaajjee  ssiięę  ggoo  zzaa  jjeeddnneeggoo    

zz  nnaajjwwyybbiittnniieejjsszzyycchh  mmaatteemmaattyykkóóww  ww  hhiissttoorriiii..  NNiieesskkoońńcczzoonnoośśćć  ssttaałłaa  ssiięę  ffuunnddaammeenntteemm  

wwssppóółłcczzeessnneejj  mmaatteemmaattyykkii,,  uummoożżlliiwwiiaajjąącc  rroozzwwiiąązzyywwaanniiee  wwiieelluu  ddaawwnnyycchh  ppaarraaddookkssóóww    

ii  pprroowwaaddzząącc  ddoo  nnoowwyycchh,,  ffaassccyynnuujjąąccyycchh  ppyyttaańń,,  ttaakkiicchh  jjaakk  hhiippootteezzaa  ccoonnttiinnuuuumm..  

CCoo  wwiięęcceejj,,  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  nniiee  jjeesstt  ttyyllkkoo  aabbssttrraakkccyyjjnnyymm  ppoojjęęcciieemm  mmaatteemmaattyycczznnyymm  ––  

  jjeejj  zzaassttoossoowwaanniiaa  mmoożżnnaa  ddoossttrrzzeecc  ww  wwiieelluu  ddzziieeddzziinnaacchh  żżyycciiaa..  EEkkoonnoommiiaa  wwyykkoorrzzyyssttuujjee  

nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  ww  mmooddeellaacchh  ffiinnaannssoowwyycchh,,  ttaakkiicchh  jjaakk  rreennttaa  wwiieecczzyyssttaa,,  aa  sszzttuukkaa  cczzeerrppiiee  zz  nniieejj  

iinnssppiirraaccjjee,,  cczzeeggoo  pprrzzyykkłłaaddeemm  mmooggąą  bbyyćć  ddzziieełłaa  EEsscchheerraa  cczzyy  rreenneessaannssoowwee  ffrreesskkii  RRaaffaaeellaa..  

NNaawweett  lliitteerraattuurraa  ii  ffiilloozzooffiiaa  cczzęęssttoo  ppooddeejjmmuujjąą  tteemmaatt  nniieesskkoońńcczzoonnoośśccii,,  rroozzwwaażżaajjąącc  jjeejj  wwppłłyyww    

nnaa  lluuddzzkkąą  eeggzzyysstteennccjjęę..  

OOssttaatteecczznniiee,,  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  ttoo  nniiee  ttyyllkkoo  zzaaggaaddkkaa  mmaatteemmaattyycczznnaa,,  aallee  ttaakkżżee  ssyymmbbooll  

nniieeooggrraanniicczzoonnyycchh  mmoożżlliiwwoośśccii  ii  nniieekkoońńcczząąccyycchh  ssiięę  ppoosszzuukkiiwwaańń  wwiieeddzzyy..  JJeejj  hhiissttoorriiaa  ppookkaazzuujjee,,  

jjaakk  zzmmiieenniiaałłoo  ssiięę  nnaasszzee  ppoossttrrzzeeggaanniiee  rrzzeecczzyywwiissttoośśccii  ii  jjaakk  wwiieellkkąą  rroollęę  ooddggrryywwaa  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  

ww  kksszzttaałłttoowwaanniiuu  nnaasszzeejj  nnaauukkii  ii  kkuullttuurryy..  NNiieezzaalleeżżnniiee  oodd  tteeggoo,,  cczzyy  aannaalliizzuujjeemmyy  jjąą  ww  kkoonntteekkśścciiee  

tteeoorriiii  mmnnooggoośśccii,,  ggeeoommeettrriiii  ffrraakkttaallnneejj  cczzyy  eekkoonnoommiiii,,  jjeeddnnoo  jjeesstt  ppeewwnnee  ––  nniieesskkoońńcczzoonnoośśćć  nnaaddaall  

ppoozzoossttaajjee  jjeeddnnyymm  zz  nnaajjbbaarrddzziieejj  ffaassccyynnuujjąąccyycchh  ppoojjęęćć,,  kkttóórree  iinnssppiirruujjee  kkoolleejjnnee  ppookkoolleenniiaa  

bbaaddaacczzyy  ii  mmyyśślliicciieellii..  ZZaaiinnssppiirroowwaałłaa  rróówwnniieeżż  ii  mmnniiee,,  ddzziięękkii  cczzeemmuu  ppoowwssttaałłaa  ttaa  pprraaccaa..  
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