Szkota Podstawowa Nrl
im. Andrzeja Knapczyka-Ducha
w  Czerwiennem

tel. (18)2658106

W sSwiecie

nieskonczonosci

Obiekun szkolny Barttomiej Staszel

Anna Kutyta Klasa VI

Czerwienne luty 2025

1



Starozytni Grecy traktowali nieskonczono$¢ z duza ostroznoscig, a czasami wrecz
z nieche¢cig, poniewaz byta dla nich zrédtem paradoksow i potencjalnych sprzecznosci w ich
filozofii i matematyce. Nieskonczonos$¢ byla dla starozytnych czyms niescistym i potencjalnie
niebezpiecznym! Woleli oni unika¢ rozwazan na temat nieskonczonych zbioréw czy bytoéw,
bo wprowadzaly one niepewno$¢ i rodzity pytania, na ktore starozytni nie umieli znalez¢
odpowiedzi. Reasumujgc, starozytni starali si¢ nieskonczonosci unika¢, poniewaz byla

zrodlem problemow i sprzecznosci.

W szczegodlnosci problematyczny okazat si¢ by¢ ... zwykly kwadrat!

Pitagorejczycy byli zafascynowali harmonig liczb catkowitych: liczby i proporcje byty dla
nich symbolem porzadku 1 pigkna, proporcje widzieli w muzyce, geometrii, calej strukturze

Swiata.

Az tu nagle kwadrat: symbol symetrii i doskonatosci (rowne boki, rowne katy) wprowadzit
chaos do ich filozofii, gdy okazato si¢, ze dtugosci przekatnej kwadratu nie da si¢ wyrazi¢
liczbg catkowitg. Odkrycie to zszokowato starozytnych, a tym samym liczba pierwiastek

z dwoch stata si¢ pierwszym znanym przyktadem liczby niewymierne;.

W starozytnej Grecji odkrycie niewymierno$ci liczby pierwiastek z dwoch bylo az tak
kontrowesyjne, Ze niektorzy nawet ukrywali ten fakt! Nie mogli si¢ oni pogodzi¢ z tym,
ze w ich $wiecie, tak doskonatym i w pelni opisanym przez liczby catkowite, nagle pojawita
si¢ liczba, ktora miata nieskonczone i nieregularne rozwinigcie dziesi¢tne, burzac tym calg

ide¢ harmoni.

Problem niewymiernos$ci liczby pierwiastek z dwoch dotykat wiec pojecia nieskonczonosci.
Przyblizenia liczby pierwiastek z dwoch w postaci utamkéw byly coraz lepsze, ale nigdy

doktadne — wymagaty nieskonczonego ciggu krokow.

Pitagorejczycy odkryli wigc, Ze istnieja liczby, takie jak pierwiastek z dwoch, ktore nie moga
by¢ wyrazone jako stosunek dwoéch liczb catkowitych. Bylo to zwigzane z nieskonczonoscig,

poniewaz takie liczby miaty nieskonczone rozwinigcie dziesigtne.

Z kolei Euklides znalazt dowdd na to, co dzisiaj moznaby nazwaé nieskonczonoscig zbioru

liczb pierwszych.




W  $redniowieczu nieskonczono$¢ byla rozwazana glownie w kontekscie
teologicznym: teologowie np. Swiety Tomasz z Akwinu, analizowal nieskonczonos¢ jako ...
atrybut Boga — jego wszechmoc, wszechwiedza 1 wiecznos¢. Bog byt okreslany jako

nieskonczony byt.

Tymczasem matematycy unikali tematu nieskonczonosci, ktora nadal byta tematem trudnym

1 pelnym sprzecznosci.

Wraz z renesansem i rozwojem nauk $cistych nieskonczonos¢ zaczgta powraca¢ jako temat

matematyczny:

e XVIi XVII wiek: Matematycy, tacy jak Giordano Bruno, analizowali nieskonczono$¢
wszech§wiata w konteksécie kosmologii. Bruno byt jednym z pierwszych, ktorzy otwarcie
glosili, ze wszechswiat jest nieskonczony.

e Kalkulus i nieskonczonos¢ potencjalna: Rozwoj rachunku rézniczkowego
i catkowitego przez Isaaca Newtona i Gottfrieda Wilhelma Leibniza w XVIIwieku
wprowadzit do matematyki operowanie nieskonczono$cig potencjalng w sposob bardziej
Scisty.

e Na przyklad granice 1 nieskonczone szeregi byly narzedziami do analizy

nieskonczono$ci, ale nadal nie badano jej jako bytu aktualnego.

Prawdziwa rewolucja w rozwazaniach o nieskonczonosci nastapita w XIX wieku.

e Cantor wprowadzit pojecie nieskonczono$ci aktualnej w matematyce. Rozwingt teorie
zbiordw i wprowadzil pojecia takie jak liczby kardynalne i mocy zbiorow. Udowodnil,
ze istnieja rozne wielkosci nieskonczonosci, np. nieskonczono$¢ zbioru liczb naturalnych
jest mniejsza od nieskonczonosci zbioru liczb rzeczywistych (tzw. moc continuum).

e CIEKAWOSTKA - liczebno$ci (moce zbioru) sa oznaczane literkami hebrajskimi.
np. X = ALEF.

e Rozwazania Cantora wzbudzaly jednak kontrowersje. Paradoksy nieskonczono$ci, takie
jak paradoks zbioru wszystkich zbioréw, zmusily matematykow do wprowadzenia
bardziej $cistych fundamentoéw matematyki.

Georg Cantor (1845-1918), uwazany za ojca teorii mnogosci, byl jedng z najbardzie)
kontrowersyjnych postaci w historii matematyki. Urodzit si¢ w Sankt Petersburgu, gdzie

mieszkal do 11 roku zycia. W mlodosci uchodzit za wybitnego skrzypka. Kiedy rodzina




Cantora wrocita do Niemiec (z powodu choroby ojca Cantora), odkryto niewiarygodny talent
chlopca. Dzigki majatkowi odziedziczonemu po ojcu Cantor byl w stanie podja¢ studia
w Berlinie, gdzie napisal prace doktorska dotyczaca teorii liczb. Habilitacj¢ uzyskat
na Uniwersytecie w Halle. Tam tez spedzil wigkszo$¢ swojego naukowego zycia
i w 1879 roku zostat profesorem majac 34 lata. Jego odkrycia dotyczace nieskonczonosci
zrewolucjonizowaly matematyke, ale jego zycie bylo pelne niezrozumienia, krytyki

1 osobistych trudno$ci.
Odkrycia Cantora: Oswojenie nieskonczonosci

1.  Teoria mnogos$ci: Cantor stworzyl podstawy wspolczesnej teorii zbioréw, ktéra zajmuje
si¢ strukturg 1 wilasciwosciami zbiorow. To dzigki niemu powstaly pojecia, ktore
umozliwily precyzyjne badanie nieskonczonosci.

o Wprowadzil pojecie liczby kardynalnej, ktéra pozwala poréwnywaé ,rozmiary"
zbiorow, nawet tych nieskonczonych.

o Udowodnit, ze istniejg rézne ,,wielkosci" nieskonczonosci. Na przyktad, zbior liczb
rzeczywistych jest wigkszy od zbioru liczb naturalnych, co zapoczgtkowato badania

nad nieskonczono$ciami aktualnymi.

2. Twierdzenie Cantora: Jednym 2z najwazniejszych osiggnie¢ Cantora bylo
udowodnienie, ze dla kazdego zbioru AAA, zbidor wszystkich podzbioréw
P(A)P(A)P(A) ma wigksza moc niz zbior AAA. Oznacza to, ze nieskonczonosci

nie tylko istnieja, ale sa zréznicowane pod wzgledem rozmiaru".

3. Hipoteza continuum: Cantor postawil hipotezg, Ze nie istnieje zbidr nieskonczony,
ktérego moc bylaby pomiedzy mocg zbioru liczb naturalnych a moca continuum
(zbioru liczb rzeczywistych). Problem ten stal si¢ jednym 2z najwazniejszych
w matematyce 1 do dzi§ pozostaje nierozstrzygnigty w ramach aksjomatyki

Zermelo-Fraenkela (ZFC).

Cho¢ dzi§ Cantor jest uznawany za pioniera matematyki, w swoich czasach spotkal si¢

z ogromng krytyka:

e Opozycja $rodowiska matematycznego: Wielu wspélczesnych matematykow, w tym
wptywowy Leopold Kronecker, otwarcie sprzeciwiato si¢ jego ideom. Kronecker nazwat
nieskonczono$¢ Cantora ,bledem" i uznawal ja za niezgodng z ,konstruktywnym"

podej$ciem do matematyki.




e WySmiewanie 1 marginalizacja: Cantor byl wySmiewany za wprowadzenie
nieskonczono$ci aktualnej jako rzeczywistego bytu matematycznego. Wielu uwazato jego
pomysty za zbyt abstrakcyjne i bezuzyteczne w praktyce. Aby odpiera¢ krytyke mowit,

Ze nie zajmuje si¢ nieskonczonoscig tylko liczbami pozaskonczonymi.
Niezrozumienie ze strony wspoiczesnych miato duzy wptyw na zdrowie psychiczne Cantora:

e Depresja i1 hospitalizacje: Krytyka oraz trudnosci w uzyskaniu akceptacji Srodowiska
naukowego prowadzily do zalaman nerwowych 1 okresowych hospitalizacji.
W 1884 roku po raz pierwszy trafil do szpitala psychiatrycznego.

e Izolacja naukowa: Cho¢ Cantor mial swoje grono zwolennikdéw, przez wigksza czgsé
zycia czut si¢ odrzucony przez spoteczno$¢ matematyczng. W pdzniejszych latach coraz

czes$ciej poswiecat sie¢ filozofii teologii, co rowniez spotkato si¢ z krytyka.

Mial racje: Nieskonczonos$¢ jako fundament matematyki

Pomimo trudnos$ci, Cantor miat racj¢. Jego odkrycia sg dzi§ fundamentem matematyki:

e Fundament wspétczesne] matematyki: Teoria mnogos$ci Cantora jest podstawa
wigkszosci  wspolczesnych galezi matematyki, od analizy po teori¢ logiki
1 informatyke.

e Rozwigzywanie paradokséw: Badania Cantora pozwolily lepiej zrozumie¢ i oswoié
paradoksy nieskonczonos$ci, takie jak paradoks Hilberta czy paradoksy zwigzane

z teorig zbiorow.

Problemy z nieskonczonos$cia sa wciaz aktualne

Cantor udowodnit, ze nieskonczonos¢ to nie tylko abstrakcyjna idea, ale takze realny problem

matematyczny. Do dzi$ jego prace inspirujg kolejne pokolenia matematykow:

e Hipoteza continuum: Pozostaje jednym z najbardziej fascynujacych problemow
matematyki.
e Granice aksjomatyki: Badania nad nieskonczonoscia prowadza do pytan o same

fundamenty matematyki, jak w przypadku twierdzenia Gddla o niezupetnosci.




Georg Cantor zmarl w 1918 roku w sanatorium, zmagajac si¢ z problemami zdrowotnymi
i finansowymi. Dzi$§ jednak jego prace sa uznawane za jedno z najwyzszych osiagnigé

ludzkiego intelektu. Jak powiedzial David Hilbert:
,.-Nikt nie wykluczy nas z raju, ktory stworzyt Cantor".

Cantor przypomnial $wiatu, ze nieskonczono$¢ nie jest tylko filozoficzng zagadka,

ale kluczowym elementem matematycznej rzeczywistosci.

Georg Cantor

David Hilbert




Wielu matematykow ilustruje taka sytuacje paradoksem hotelu z nieskonczenie wieloma
pokojami wymys$lonym przez niemieckiego matematyka Davida Hilberta. Opowies¢ wyglada

mniej wigcej tak:

Byl sobie kiedy$ hotel, ktérego wiasciciel Chinczyk, nie obawiat si¢ wielkich zbiorowisk.
Aby unikng¢ nieporozumien, kazdemu pokojowi przypisal numer, poczynajac od 1,
w kolejnosci rosnacej. Byt srodek sezonu, wszystkie pokoje byly zajete, co oczywiscie
cieszylo wlasciciela. Nagle nadeszta wiadomo$¢ z chinskiego biura podrézy: lawina jego
rodakéw ma nadjecha¢ nast¢pnego dnia i koniecznie nalezy im zapewni¢ miejscaw hotelu.
Nie mozna jednak wyrzuci¢ z hotelu dotychczasowych go$ci. Rozwigzanie? Hotelarz,
czlowiek znajacy si¢ na matematyce, poprosil kazdego ze swoich gosci o przejscie do pokoju
o numerze bedacym dwukrotnoscia dotychczasowego numeru, tak jak to pokazano

na rysunku.

[C1-]
[O1-]
«
ot
[C1u]
[O1-]
[C1v]
[O1-]

I tak pojawito si¢ nieskonczenie wiele pustych pokoi, w ktorych swobodnie mogli si¢
pomiesci¢ nowi przybysze. Wilasciciel hotelu z nieskonczenie wieloma pokojami dalej nim

szczgSliwie zarzadzal, dumny ze swojej wiedzy o nieskonczonosci.

Rozwazmy najprostsza nieskonczonosé, ktorg tworza wszystkie dodatnie liczby catkowite,

czyli liczby naturalne.

N={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12, ...},
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Widzimy z pewnym zdziwieniem, ze czg$¢ zbioru N, mianowicie zbior liczb naturalnych

parzystych, jest rownoliczny z calym zbiorem N:

+—>

o N A~ D O

+“— 12

~N N A WD = O

Stad
# {liczby parzyste}=# N
( Liczbe elementow zbioru oznacza sig¢, piszac przed symbolem zbioru znak #).

Cze$¢ nieskonczonej calo$ci moze wige roéwniez by¢ nieskonczona, a nawet mie¢ te samg

liczbg kardynalna co catos¢.

Liczba kardynalng zbioru skonczonego jest jedna z liczb naturalnych. Zbiory
nieskonczone maja znacznie wigksze liczby kardynalne wyrazajace ich nieskonczonosc.
Znawcy mowig o nich ,liczby pozaskonczone’, co oznacza, ze wykraczaja poza zakres liczb
skonczonych. Najmniejsza z nich, pierwsza z pozaskonczonych liczb kardynalnych jest #(IN),
ktérg Cantor oznaczyl symbolem X,. To liczba kardynalna zbioru wszystkich liczb

naturalnych czyli

#4{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, ...} =#N = R,

Symbol N (alef) jest pierwsza literg alfabetu hebrajskiego. Zero, ktore wystgpuje w indeksie

dolnym, oznacza najmniejszy ze wszystkich alefow (alef zero). Istnieje wigcej alefow,
a kazdy z nich ma swoj indeks dolny:

Nla Nz,N3,N4,N5,




Liczba kardynalna X, okresla zbiory, ktdre sa rownoliczne ze zbiorem liczb N. Taki jest zbior
liczb naturalnych parzystych, zbidr liczb nieparzystych, zbiér wielokrotno$ci 3, zbidr
wielokrotnosci 5 oraz wielu innych. O zbiorach réwnolicznych z N mozemy powiedzie¢,

ze sa ,,przeliczalne”, poniewaz mozna je przeliczy¢, ponumerowac liczbami naturalnymi, np.:
b

0 «—0 0 «— 1 0 «— 0
1 2 l «— 3 ]l «— 5
2 «— 4 2 «—— 5 2 «— 10
3 «—>6 3 «— 7 3 «— 15
4 «— 8 4 «— 9 4 «— 20

Nieskonczony zbior
z={..,-10,-9,-8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, ...}

nazywany jest ,,zbiorem liczb catkowitych”, a zbior liczb N jest czgsécia zbioru liczb Z. Kazda
liczba naturalna jest rowniez liczbg catkowitg co jest oczywiste. A jaka jest liczba kardynalna

zbioru liczb Z? Przedstawmy je za pomocg rysunku

0 —— 0

(U, I N VS EE S
|
N

Z rysunku wynika,ze #Z =#N =R, czyli zbior Z jest zbiorem przeliczalnym.

A jak wyglada zbioér utamkow?




Juz w klasie czwartej mowimy o tym z czego skfada si¢ utamek zwykty. Sktada si¢ on
z licznika i mianownika a w zapisie jest to a/b. Jesli licznik jest wielokrotno$ciag mianownika
to ulamek a/b jest liczbg catkowita, ktora jest wynikiem dzielenia a przez b. Wiele utamkow

mozna utozsamia¢ z t3 samga liczba calkowita.
568/284 =256/128 =8/4 =2

Istnieja tez utamki, ktoérych nie mozna utozsamiaé z liczbami catkowitymi np. 1/3 lub 14/11.
Otrzymujemy

N c Z c {utamki}.

Symbol C oznacza ,,zawarty w, ale nie rowny”. Znak ten podobny jest do mniejszosci <,

dotyczy zbiorow, ale nie liczb.

Zbior wszystkich utamkow oznacza si¢ zwykle literg Q, Z jest czgécig Q, co mozna zapisac

nastepujaco:
NczZcQ

Mozna przypuszaé, ze liczba kardynalna  zbioru Q jest wigksza niz zbioru Z,

ale w nieskonczonos$ci mogg si¢ dzia¢ rzeczy nieoczekiwane.

Cantor ,ponumerowal” ulamki w sposob, mozna by powiedzie¢, zakrgcony,

réwnie zygzakowaty, ktory graficznie mozna przedstawi¢ tak:
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W kazdym wierszu wystepuja wszystkie mozliwe liczniki, w kazdej kolummnie — wszystkie
mozliwe mianowniki. Liczbe¢ postaci a/b znajdziemy z tatwo$cig w kolumnie a i w wierszu b.
Kazdemu utamkowi (czyli kazdej liczbie wymiernej) odpowiada ciag strzatek, jedna za druga,
prowadzacy do niego. Wystarczy teraz zawazy¢, ze jeSli ponumerujemy strzatki (1, 2, 3,

4,...), to otrzymamy:
#Q =#Z =#N = X,.
Liczba jest algebraiczna, gdy jest pierwiastkiem rownania wielomianowego w postaci
A, X" + @ x" 1+ ta;x +ay=0
w ktorym wspotczynniki a,, , a,_1, ..., @q , @y s3 liczbami wymiernymi.

Istnieje wiele liczb algebraicznych, a kazda liczba wymierna jest algebraiczna. Jesh a/b jest

dowolna liczba wymiernag, to jest ona pierwiastkiem rownania
x—a/b=0
o wymiernych wspotczynnikach a; = 11 ay= - a/b.

Liczba pierwiastek z dwoch jest niewymierna i spelnia réwnanie x> — 2 = 0, jest wigc
algebraiczna. Inna znana liczba jak zloty stosunek @ jest liczba algebraiczng, poniewaz

spetnia rownanie x> —x — 1 = 0.

W jednej ze swoich prac Cantor udowodnit, Zze zbioér wszystkich liczb algebraicznych,
ktory nazwiemy A, zawierajacy zbior liczb wymiernych, jest rOwniez zbiorem przeliczalnym,

zatem
#{liczby algebraiczne} = #A =#Q = #Z = #N = X,,.
Kazdy z wymienionych zbioréw jest istotnie wigkszy (w sensie zawierania) od nastepnego:

NcZcQcA
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DOWOD PRZEKATNIOWY

Rozumowanie Cantora, ktore pozwolilo mu udowodni¢ nieprzeliczalno$¢ zbioru R
wszystkich liczb rzeczywistych (czyli wszystkich liczb dziesigtych), przeszto do historii jako
przyktad wybitnej pomystowosci. Dowdd jest oryginalny i jednocze$nie zrozumialy.
Zastosowana w nim metoda stata si¢ stawna do tego stopnia, ze przypisano jej wlasng nazwe:
rozumowanie przekqtniowe lub dowodd przekgtniowy. Przeprowadzimy dowdd w sposob
nazywany w matematyce ,,przez sprowadzenie do sprzeczno$ci”, zaczynamy rozumowanie
od przyjecia pewnej hipotezy 1 wykazujemy, ze prowadzi ona do sprzecznosci. Oznacza to,

ze taka hipoteza nie moze by¢ prawdziwa.

Przyjmijmy hipoteze (o ktorej wykazemy, ze jest falszywa), ze zbior liczb rzeczywistych jest
przeliczalny. Skupimy si¢ na zbiorze liczb rzeczywistych x z przedziatu [0,1], czyli takich,

dla ktorych zachodzg nierdwnosci 0 < x <1. Stanowig one znikoma cz¢$¢ catego zbioru.

Przyjmujemy zatozenie, ze liczby rzeczywiste z rozwazanego przedzialu s3 ponumerowane

1 zapisane jedna pod druga, czyli ustawi¢ je w nieskonczony ciag, na przyktad tak:

0,367888928717743 ...
0,261673820983098...
0,219212212298722 ...
0,542711334423422..
0,243431113544234 ...
0,984114122893457...
0,739208596716263 ...

PN RN~

Skonstruujemy teraz liczbg rzeczywista 0 < a <1 ktéra w powyzszym ciggu na pewno nie

wystapi. Mianowicie, kolejne cyfry liczby a tworzymy wg zasady:

e jesli k-ta liczba ciggu ma na k-tym miejscu po przecinku jest jednag z cyfr 0,1,...8,
to liczba @ ma na k-tym miejscu ma cyfr¢ o 1 wigksza;
e jesli k-ta liczba ciggu ma na k-tym miejscu po przecinku jest cyfra 9, to liczba @ ma na

k-tym miejscu cyfre 0.

W naszym przyktadzie liczba a wygladataby tak:

0,4708456...
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W efekcie liczba rzeczywista a od pierwszej liczby ciggu r6ézni (co najmniej) pierwsza cyfra,
od drugiej liczby ciggu ro6zni (co najmniej) druga cyfra, ... od k-tej liczby ciggu rézni
(co najmniej) k-tg cyfra. OtrzymalisSmy sprzeczno$¢ z wyjsciowym zatozeniem o tym, ze lista
zawiera wszystkie liczby rzeczywiste zawarte migdzy 0 i 1. Okazuje si¢ wigc, zZe takiej listy
nie ma i nigdy nie bg¢dzie, poniewaz udowodniliémy tym samym, ze zbior wszystkich liczb

rzeczywistych nie jest przeliczalny, jesli nie jest przeliczalny nawet taki maly fragment:

H#R > R,

Zbior Cantora to podzbior prostej rzeczywistej opisanej w 1883 roku przez niemieckiego

matematyka Georga Cantora.

Wyobrazmy sobie przedziat domkniety od 0 do 1, przedziat do ktoérego nalezg wartosci 01 1.

MIH*
W ko e—
_——
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Zostaja nam dwa jednakowe odcinki, ktore dzielimy na trzy jednakowe czg$ci 1 usuwamy

srodkowa cze$¢. Czynnos¢ t¢ powtarzamy: zawsze z dwoch powstatych przedziatow

usuwajac srodkowa czes¢ .

| | | |
I I IIIIIII ' I H IIIIIII H
0 1 2 1 2 7 8 1
9 9 3 3 g g
et ] e =
01+ 21 2 1 2 7 8 1
Ty 9 3 3 9 9

W kazdym naszym kolejnym kroku powstaje dokladnie dwa razy wigcej odcinkow niz

poprzednio: 2,4, 8,16, ....
Zbior Cantora to zbior wszystkich liczb, ktory nigdy nie zostana usunigte.

A czy warto$¢ 2 bedzie nalezata do zbioru Cantora”

Nalezy ona do pierwszego przedziatu [0,1], ale czy nalezy do dwoch powstatych

przedzialow? NIE: % & [0, %] i% ¢ [g, 1]

Po eliminacji §rodkowych przedzialow 2 nie bedzie nalezala do zbioru Cantora.
Do tego zbioru na pewno nalezy 0, poniewaz nawet najmniejszy odcinek bedzie zaczynat si¢

;. . P . 1. . . . ,
od wartosci zero i zero nie jest i nie bedzie 3 jakiegokolwiek odcinka, ktore sg usuwane

w nastepnych krokach. Podobnie sprawa ma si¢ z 1. Podobnie bedzie z kazdym punktem,
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ktory powstaje w wyniku podzialu, nigdy nie zostanie usunig¢ty i bedzie nalezat do zbioru

Cantora.

Wartosci, ktore otrzymujemy w mianowniku, sg podzielne przez 3, a w kazdym kolejnym
etapie liczba punktow si¢ podwaja: 2 punkty 4 punkty 8 punktow 16 punktéw, ..., i tak

w nieskonczono$¢, czyli zbior Cantora jest nieskonczony.
A jak wyobrazi¢ sobie i wytlumaczy¢ zerowa dlugos¢?

W kazdym kolejnym etapie usuwamy coraz to wigcej 1 wigcej z naszego poczatkowego

zbioru, ALE JAK DUZO? Nasz odcinek ma dtugoéé 1, czyli mamy zbiér [0,1]. W kolejnych

krokach warto$¢ jeden jest zmniejszona jedng trzecig czyli 1 - é, a nastgpnie 2 odcinki

L1 N : , .
o dlugosci po p 4 odcinki po el tak w nieskonczonos¢.

Jesli przyjrzymy si¢ warto§ciom ujemnym, przypomina¢ beda cigg geometryczny oraz

. . . . . . . , o, 2
to, ze kazdy nastepny wyraz ciaggu powstaje przez pomnozenie poprzedniego przez warto$¢ 5

1 ! 2 ! 4 ! 1-1=0
—_— — 2 %x—— 4 x — — = — =
3 9 27
- )
b

Dlugos¢ odcinka=1-1= 0.

Z tego wynika, z2  DEUGOSC ZBIORU CANTORA WYNOSI 0.

Chociaz zbiér Cantora ma 0 dlugos$¢ to nasz odcinek ma dtugos$¢ 1.
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Praktyczne zastosowanie

nieskonczonosci
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Zadaniel

W pewnej wiosce mieszka krowa, ktora kazdego dnia daje coraz mniej mleka.
Kazdego dnia daje doktadnie o % mniej mleka niz dnia poprzedniego:

e Pierwszego dnia daje 1 litr mleka

e Drugiego dnia daje % litra mleka

e Trzeciego dnia daje 9/16 litra mleka

e (Czwartego dnia daje 27/64 litra mleka, 1 tak dale;.

1.Ile mleka w sumie da krowa w ciggu 5 dni?

2.Czy krowa w nieskonczonym czasie moze wyprodukowa¢ wigcej niz 4 litry mleka?

Rozwiazanie

1. Tlo$ci mleka kazdego dnia to wyrazy ciggu geometrycznego
a=1,q= %

a=aq=1"%4=%

a=ar q2=l . (%)2 :%

as=ar- q3=1 . (%)32 g

Carrdt=1-CLur=2L
as=ai q (%) e
Ss=aj+a2+a3+a4+as

Ss=1+ % +—+ 2Z+ 3L -1 40,75 + 0,5625 + 0,421875 + 0,31640625 =~

16 64 256
~ 3,05 litra.

2. Suma mleka w nieskonczonym czasie tworzy nieskonczony szereg geometryczny,
w ktorym pierwszy wyraz a1 = 1, a iloraz q =%

Suma nieskonczonego szeregu geometrycznego wynosi:

a
S=—1
1-q
1 1
S=—:—:4
1-3 1
4 4




Odpowiedzi

1. W ciagu 5 dni krowa da okoto 3,05 litra mleka.
2. W nieskonczonym czasie krowa wyprodukuje dokladnie 4 litry mleka, ale nigdy
wiece;.

Zadanie 2
Na stacji znajduje si¢ magiczny, nieskonczony pociag, ktory przyjezdza i zabiera pasazerow
a nastgpnie odjezdza na kolejng stacje. Kazdy wagon pociggu ma coraz mniej miejsc

w poréwnaniu do poprzedniego wagonu:

e Pierwszy wagon ma 100 miejsc

e  Drugi wagon ma 50 miejsc

e Trzeci wagon ma 25 miejsc

e (Czwarty wagon ma 12 miejsc, i tak dalej, zmniejszajac liczbg miejsc o potowg w kazdym
kolejnym wagonie.

1.1le miejsc w sumie jest w pierwszych 4 wagonach?

Liczba miejsc w pierwszych 4 wagonach to suma poczatkowych wyrazéw ciagu
geometrycznego

ai= 100, g= %
a=ai.q=100- % =50
as=ar- ¢ =100 - (5)2=25

as=ar q°=1-(%)>=125

S4=aj+tax+taz+as

S4=100+50+25+12,5=187,5

Odpowiedz: W pierwszych 5 wagonach jest w sumie 187,5 miejsc.
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2.Czy w nieskonczonej liczbie wagonow magiczny pocigg bedzie mial skonczonq liczbe

miejsc?

Catkowita liczba miejsc w nieskonczonym pociggu tworzy
geometryczny:

Sa=a t+ataztast...

S4=100+50+25+12,5+ ...

Pierwszy wyraz ciggu a1 = 100, a iloraz q = '

Suma nieskonczonego szeregu wynosi:

g=11
1-q
Podstawiamy:
100 100
S=—7F= —/— =200
1-3 2

nieskonczony

Odpowiedz: W nieskonczonej liczbie wagondéw pociag ma doktadnie 200 miejsc.

szereg

3.Jesli na kazdej stacji wsiada dokladnie tylu pasazerow, ile jest miejsc w pierwszych
n wagonach, to po ilu stacjach magicznych pociagg przewiezie 1000 pasazerow?

Jesli na kazdej stacji wsiada liczba pasazerow odpowiadajaca sumie miejsc w pierwszych n

wagonach, to sprobuj¢ obliczy¢ n, dla ktorego:
S» > 1000.

Wz6r na sumg pierwszych n wyrazéw szeregu geometrycznego to:

n

Sn = az'l_ q
1-q

dla q#1, dla dowolnej liczby naturalnej dodatniej n
gdzie:
ar=100

q="
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Podstawiamy i rozwigzujemy dla S. > 1000:

1- Q"

1
-3

100 - > 1000

1002 (1-()" = 1000
200 - (1-()) = 1000/ : 200
1}1
1-G) =5

Poniewaz lewa strona 1 — (%)” nie moze nigdy osiggnaé wartosci wigkszej niz 1, pociag

nigdy nie przewiezie 1000 pasazeréw w jednym przejezdzie, niezaleznie od liczby wagonow.

Jesl kazdy kolejny wagon ma o % mniej miejsc niz poprzedni, to liczba miejsc zmienia si¢
w sposOb geometryczny. Oznacza to, ze liczba miejsc w kazdym wagonie bedzie sie

e . , . 2
zmieniejsza¢ wedlug ilorazu q= 3

Przyklad
1. Pierwszy wagon: 100 miejsc (przyjmijmy warto$¢ poczatkowa a1 = 100)
2. Drugi wagon: a2 = ai-q=100 - g = 66,67 miejsc
3. Trzeci wagon: a3 =a1-q = 66,67 -( > )’ = 44,44 migjsc
4. Czwarty wagon: a4 = a1-q° = 44,44 -( g )* = 29,63 miejsc
5. Piaty wagon: as=ai-q*= 29,63 +( % ) =19,75 miejsc

Obliczanie sumy miejsc w n-wagonach

Suma miejsc w pierwszych n wagonach tworzy szereg geometryczny opierwszym wyrazie

a1 =100 ilorazie q = =

Wz6r na sumg pierwszych n wyyrazow szeregu geometrycznego to:
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Przyklad dla 5 wagonow

1- 3)s
Ss=100 - (32)
T3
. - 1-(0,6667)°
S5 =100 0,3333
B 1-0,1317
S5=100 0,3333
Ss =100 - 228 ~160,49
0,3333

Odpowiedz: W pierwszych 5 wagonach bedzie okoto 260 miejsc.

Zadanie 3
W magicznym lesie mieszka elf, ktory kazdego dnia sadzi drzewa. Jednak kazdego kolejnego
dnia sadzi coraz wigcej drzew, poniewaz macoraz wigcej energii:

e Pierwszego dnia sadzi 1 drzewo

e Drugiego dnia sadzi 2 drzewa

e Trzeciego dnia sadzi 4 drzewa

e (Czwartego dnia sadzi 8 drzew, i takdalej, podwajajac liczbe sadzonych drzew kazdego

dnia.

1. lle drzew elf posadzi w sumie w ciggu 7 dni?

Liczba drzew sadzonych kazdego dnia to wyrazy ciggu geometrycznego:

31:1, a2=2, a3=4, a4=8, 215:16, a6=32, a; =64

Suma drzew w ciggu 7 dni wynosi:
S;=aitaytaztastastagtar = 1+2+4+8+16+32+64=127

Odpowiedz: Elf posadzi 127 drzew w ciaggu 7 dni.
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2. Czy elfjest w stanie zasadzi¢ wiecej niz milion drzew? Jesli tak, to po ilu dniach?

Caltkowita liczba drzew po n — tym dniu to suma wyrazow ciggu geometrycznego, gdzie

kazdy kolejny wyraz jest 2 — krotnoscig poprzedniego.suma ta wynosi:
Sp=2"-1
Chcemy znalez¢ n, dla ktorego
2"—12>1000000 /+1
2">1000 001
Logarytmujemy z obu stron nierdéwnos¢
n - log22 >logz(1 000 001)
n > log2 (1 000 001)

Obliczamy:

log10(1000001)  6,00000043
logio 2 0,301

logz (1 000 001) =

~ 19,93

zaokraglamy w gore: n = 20
Odpowiedz: Elf posadzi wigcej niz milion drzew po 20 dniach.
3. lle drzew elf posadzi w nieskonczonosci?

Liczba drzew w nieskonczono$ci tworzy nieskonczony szereg geometryczny, ktorego suma

zmierza do nieskonczonos$ci. Poniewaz liczba sadzonych drzew stale si¢ podwaja.

Odpowiedz: W nieskonczonosci elf posadzi nieskonczenie wiele drzew.

Zadanie 4

W magicznym ogrodzie znajduje si¢ fontanna, ktora kazdego dnia wypeinia magiczny basen

z woda. Jednak kazdego dnia woda dolewana do basenu staje si¢ coraz mniejsza:
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e Pierwszego dnia fontanna dolewa doktadnie 1 litr wody
e Drugiego dnia fontanna dolewa potowe tej ilosci, czyli 4 litra
e Trzeciego dnia dolewa % litra

e (Czwartego dnia dolewa 1/8 litra wody, i tak dale;.

1. Ile wody w sumie znajdzie si¢ w basenie po 5 dniach?
Ilo§¢ wody w basenie to suma wyrazoéw ciaggu geometrycznego o wyrazach:
ai=1,q="%
a=aq=1"% =%

az=ar- q2=l - (%)? :i

a=ar ¢=1- (%)= é

1

as=ar-q'=1" (%)4=§

Suma wody po 5 dniach to:
Ss=aj+a+a3+as+as

SS=1+1/2+§ +%+%=1+0,5+0,25+0,125+0,0625=1,9375

Odpowiedz: Po 5 dniach w basenie znajdzie si¢ 1,9375 litra wody.

2. Czy basen wypelni si¢ woda catkowicie, jesli fontanna bedzie dziata¢ nieskonczony czas?
W nieskonczonym czasie suma wody to nieskonczony szereg geometryczny.

Dla tego szeregu suma graniczna wynosi:

SZl—, gdziear=1lig="%

Odpowiedz: Basen nigdy si¢ nie wypelni catkowicie, ale w nieskonczonym czasie ilo$¢ wody

zblizy si¢ do 2 litrow.
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Zmiana wartosci pieniadza w czasie.

Pienigdz znamy wszyscy, od zawsze, bo towarzyszy nam w codziennym zyciu. Pienigdz
umozliwia nam wymian¢ dobr i1 ustug (gdy kupujemy chleb nabywamy dobro, ptacac
pienigdzem piekarzowi za jego upieczenie). Pienigdz stuzy réwniez do pomiaru wartosci
(cena kupionego chleba oznacza jego warto$¢). Jednak, sama warto$¢ pienigdza w czasie si¢
zmienia. Jak? Otoz, jezeli dzisia) mozemy kupi¢ chleb za 3,50 zi, to mozliwe, ze za rok kwota
ta juz nie wystarczy na zakup chleba, gdyz jego cena wzroscie do 3,80 zl. Jest to

spowodowane inflacja — czyli wlasnie wzrostem cen i1 zarazem spadkiem warto$ci pieniedzy.

Jaka warto$¢ bedzie miata kwota 100 zt za przykladowo 5 lat? Zalezy to od tego, jak
szybko pienigdz traci jak wartosci: wielko$¢ t¢ okresla si¢ w procentach. Zatéozmy, ze w

kazdym roku inflacja wynosi 3%. Przyszla warto$¢ pienigdza oblicza si¢ wzorem:
Warto$¢ przyszta =Warto$¢ obecna + (1+ stopa inflacji)
Wartos¢ kwoty 100 zt po roku wyniesie wiec: 100 zt / (1+3%) =100/ 1,03 = 97,09 zi
Wartos$¢ kwoty 100 zt po dwoch latach wyniesie:
100 zt / (1+3%) / (1+3%) = 97,09 / (1+3%) = 94,26 zi

Warto$¢ kwoty 100 zi po trzech latach wyniesie: 100 zl + (1+ stopa inflacji)*3 a warto$¢ po
5 latach to 100 zt= (1+ stopa inflacji)*5 czyli 86,26 zt.

Oznacza to, ze za 5 lat za banknot 100 zlotowy bedzie mozna kupi¢ tyle rzeczy, ile dzisiaj

mozna kupi¢ za 86,26 zl (czyli o wiele mniej).

Mozna zada¢ pytanie, za ile lat wartos¢ banknotu 100 zt bedzie niemal zerowa

(t). nie bedzie mozna juz nic za nig kupi¢, bedzie miata warto$¢ dzisiejszego 1 grosza).

Obliczenia s3 trudne 1 wykorzystatlem arkusz excel i wskazoéwki mamy do obliczenia,
ze przy rocznej inflacji 3%, warto$¢ banknotu 100 zt spadnie do 1 grosza za okoto 312 lat.
To bardzo dhugi okres! W praktyce wczes$niej pewnie nastapityby inne zmiany — np. wymiana

waluty.

Ale jaki to ma zwigzek z nieskonczonoscig? Otdz, mozna zastanawiac si¢, co by byto,

gdyby co roku otrzymywatoby si¢ stata sume pieniedzy. Czasami dzieci dostajg od rodzicow
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co tydzien kieszonkowe. A co, jezeli kto§ dostawalby takie kieszonkowe co tydzien do konca

zycia, a nawet w nieskonczono$¢? Taka sytuacja jest mozliwa!

Moj dziadek dzierzawi dziatke pod wycigg narciarski juz od ponad 20 lat i co roku
otrzymuje taka samg kwote. Zakladajac, ze wycigg ten bedzie funkcjonowat w
nieskonczono$¢, dziata co roku w nieskonczonos¢ bedzie przynosita dochod w statej kwocie.

Czy da si¢ policzy¢ sumg tych nieskonczonych platnosci? Otoz tak!

W  ekonomii taka sytuacje okresla si¢ mianem , renta wieczysta” lub , renta

ekonomiczna”.

Nie mozna przypisaé wzoru na rent¢ wieczysta jednej osobie, ale kilka postaci
historycznych miato kluczowy wplyw na rozwdj tej tematyki. Generalnie problem
nieskonczonych dochodéw pojawil si¢ w momencie, gdy narodzit si¢ kapitalizm (wcze$niej
nieskonczone dochody mieli tylko krolowie czy moznowladcy, a pozostate reszta
spoteczenstwa nie miala prawie nic). I tak wlasnie znani ekonomowie, tacy jak Richard
Cantillon (XVIII wiek), Adam Smith (1776, "Bogactwo narodow'") czy David Ricardo
(XIX wiek) czy w swoich analizach uwzgledniali koncepcj¢ otrzymywania przepltywow

pieni¢znych w nieskonczonos$¢.

Z kolei w 1938 roku John Burr Williams opublikowal prace na temat wyceny akcji
opierajacej sie na rencie wieczystej, co przyczynilo si¢ do powstania wspotczesnych modeli
wyceny aktywow, takich jak chyba najpopularniejszy (a zarazem najprostszy) model

Gordona.

Historia powstania modelu wzrostu dywidendy Gordona sigga lat 50. XX wieku, kiedy
ekonomisci Myron J. Gordon i Elton Shapiro pracowali nad nowymi sposobami wyceny
akgeji.

Po II wojnie $§wiatowej rynki kapitatlowe przezywaly boom, a inwestorzy coraz bardzie)

interesowali si¢ metodami wyceny akcji. W tamtych czasach dominowaly tradycyjne

podejscia, oparte na ksiggowych wskaznikach, ktore nie byty skuteczne.

Podczas jednej z licznych akademickich dyskusji Gordon i Shapiro zastanawiali si¢
nad prostym, ale skutecznym wzorem, ktéory moglby pomodc inwestorom przewidywaé

wartos$¢ akcji na podstawie przewidywanych przysztych dywidend. Wiedzieli, ze dywidendy

25



sg jednym z najwazniejszych zrédet zwrotu dla inwestorow, zwlaszcza w dlugim okresie
czasu.
Po wielu analizach Gordon zauwazyl, ze jesli dywidendy rosng w statym tempie, to mozna

stworzy¢ prosty wzor wyceny oparty na przysztych wyplatach.

Model wyceny renty wieczystej wykorzystuje wlasnie nieskonczonos¢ — jest on
stosowany do wyceny np. takiej nieruchomosci, ktora generujacych stale przeptywy pienigzne

w nieskonczonosc¢.

Wz6r dla renty stalej:

P=C/hr
e gdzie:

o P —warto$¢ biezaca,
o C — stata ptatnosc¢,
o r— stopa dyskontowa.
Aby wyjasni¢, skad pochodzi taki wzor, postuze si¢ przyktadem praktycznym:

Nieruchomos$¢ (np. dzialak adzierzawiona pod wyciag narciarski) generuje co roku
dochod w kwocie 10 000 zt. Niestety, wiemy juz, ze istnieje inflacja. Zalézmy, ze roczna
inflacja wyniesie $rednio 2% w kazdym roku. Jaka warto§¢ przychodéw bedzie mozna

otrzymac z tytutu dzierzawy wnieskonczonym okresie czasu?

W pierwszym roku otrzymamy kwote 10 000 zt. W drugim roku bedzie to juz 10 000 zt /
(1+2%) czyli w przeliczeniu na ,,dzisiejsze” pienigdze begdzie to wartos¢ 9 803,92 (pomimo,
ze w banknotach otrzymamy 10 000 zl, to jednak be¢dzie za nie mozna kupi¢ tyle rzeczy,

ile dzisiaj mozna kupi¢ majac 9 803,92 zi.

Sprobujmy rozpisa¢ ile wyniesie suma takich nieskonczonych ptlatnosci uwzgledniajac

warto$¢ pieniadza w czasie:

1 1 1 1 1 1

Suma dochodow = 10 000 + L03)1 + 103)2 + (103)3 + oY) + (103)5 + Lo9n OO

gdzie n oznacza .... nieskonczonos¢.
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Kolejne kwoty platnosci dla wybranych lat obliczono w arkuszu kalkulacyjnym.

Wyliczenia przedstawia tabela.

Rok Dochod

1 9708,74

2 9425,96

3 9151,42

4 8884,87

5 8626,09

6 8374,84

7 8130,92

8 7894,09

9 7664,17
10 7440,94
11 722421
12 7013,80
13 6809,51
14 6611,18
15 6418,62
16 6231,67
17 6050,16
18 5873,95
19 5702,86
20 5536,76
30 4119,87
40 3065,57
50 2281,07
60 1697,33
70 1262,97
80 939,77
90 699,28
100 520,33
200 27,07
300 1,41
400 0,07
500 0,00
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1000 0,00

Z obliczen wynika, ze chociaz za 20 lat dzierzawca dzialki otrzyma (w banknotach) kwote
10 000 zl, to jednak sita nabywcza tego pienigdza bedzie niemal o potowe nizsza,
czyli za kwote te bedzie mozna kupi¢ tyle rzeczy, ile dzisiaj mozna kupi¢ dysponujac

zaledwie kwotg okoto 5 tys zt.

Wartos¢ kwoty 10 000 zt za 400 lat wyniesie tylko 7 groszy, a za 500 lat — juz nic nie

bedzie prawie nic warta.

Jak wida¢, dochdd realny zmniejsza si¢ co roku, az wreszcie zanika. Dlatego tez mozna
obliczy¢ sume takich malejacych dochodéw az do nieskonczono$ci. Teoretycznie, kwota
ta si¢ non stop zmniejsza, jednak nigdy nie osiggnie ona zera. Jednak jak wiadomo,

za warto$¢ np. jedng miliong grosza, nie mozna raczej nic kupic.
Zastosujmy podany wzor na warto$¢ dzierzawionej dziatki (wzor na rent¢ wieczysta).

Suma uzyskiwanych dochodéow z dzierzawy dziatki moze okre§la¢ jej wartos¢
(zakladamy, ze dziatka jest warta tyle, ile moze ona przynie$¢ dochodu od dzisiaj

do nieskonczonos$ci). Zgodnie z obliczeniami bgdzie to kwota:

P=C/r=10000/3%=10000/0,03 =333 333,33 zl.

Jak jeszcze inaczej mozna zinterpretowac otrzymany wynik? Jezeli kto$ by zdecydowat,
ze zamiast dostawac co roku 10 000 zi, chce otrzymac te nieskonczone ptatnosci juz dzisiaj,

to powinien on otrzymac¢ kwote 333 333,33 zi.

Jednak w ekonomii nic nigdy nie jest jednoznaczne. Wystarczy, ze przy obliczeniach
zalozymy inna przewidywana stop¢ inflacji, 1 juz kwota ta bgdzie inna. Nikt nie potrafi
przewidzie¢ przyszio$ci, wigc tak naprawde mozna jedynie probowaé prognozowaé, ile
wyniesie inflacja w przyszios$ci, czyli szacowac stope dyskontowa (oznaczong we wzorze r).

Kolejne obliczenia (wykonane rowniez w arkuszu kalkulacyjnych, oczywiscie wszystko
mozna policzy¢ za pomoca kalkulatora, jednak zajg¢toby to bardzo duzo czasu) wykonano aby
sprawdzi¢, jakie warto$ci uzyska si¢, zakladajac caty czas dochdd z dzierzawy w kwocie

10 000 zi. jednak przy zatozeniu réznych stop dyskonta: od 1 % do 10 %.
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Stopa 1% 2% 3% 4% 5% 6% 7% 8% 9% 10
dyskonta %

Warto$¢ 1 000 500 333 250 200 166 142 125 111 100
renty wieczystej 000 000 333 000 000 667 857 000 111 000

Jak wida¢, w zalezno$ci od przyjetej stopy dyskonta, wyniki znaczaco si¢ roznia.
Ktora warto$¢ jest wigc prawdziwa: kazda i zadna, w zaleznosci od tego, jakie beda warunki
ekonomiczne w przysziosci, jak szybko pienigdz bedzie tracit na wartosci, takie dziatka

osiggnie przychody.

Nasze obliczenia sa wigc wylacznie szacunkami — z wigkszym lub mniejszym
przyblizeniem. Oczywiscie mozna sprawdzi¢ np., ile wynosila §rednia stopa inflacji w Polsce
w ciggu ostatnich np. 20 lat. Wedlug danych Gtownego Urzgdu Statystycznego Srednia
inflacja w latach 2005-2024 wynosita 4,1%. Zakladajac, ze w ciagu kolejnych lat bedzie
podobnie, mozna zalozy¢, ze dzialka lacznie przyniesie okoto (ach, znowu te szacunki)

250 000 zt.

Jednak gdy wypytatem dziadka dokladnie o warunki dzierzawy okazato sig,
ze dziadek nie dostaje co roku takiej samej kwoty — poniewaz w umowie uwzgledniono
rowniez wpltyw inflacji i dziadek co roku dostaje kwote wigeksza o 2%. Jezeli do naszego
przyktadu dotozymy taki warunek, woéwczas okaze si¢, ze w kolejnych latach z tytulu

dzierzawy dzialki otrzymamy nastepujgce kwoty:
Pierwszy rok — 10 000 zt

Drugi rok — 10 200 zt

Trzeci rok — 10 612 zt

Dziesiaty rok — 12 190 zt

Dwudziesty rok — 14 859 zt

Czy w przypadku takiej] umowy dzierzawy réwniez mozna obliczy¢, ile wyniesie suma

otrzymanych kwot od dzisiaj do nieskonczonosci? Tak! I jest na to wzor:
Rozszerzona wersja wzoru z rosngca rentg wieczysta:
P=C/ r-g gdzie g to stopa wzrostu platnosci.

Zakladamy, ze co roku otrzymujemy kwote powigkszong o 2% w stosunku do kwoty

z zesztego roku, przy czym w pierwszym roku dochdéd wynosi 10 000 zt. Jednak wystepuje
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inflacja. Zalozmy, ze $rednio wynosi ona 3,5%. Ille woéwczas otrzymamy dochodu (po

uwzglednieniu dyskonta) w nieskonczonym okresie czasu?

10 000 10 000
Warto$¢ ptatnosci w nieskonczonym okresie wyniesie: = =666 667

(3,5% - 2%) 1,5%

Mozna rowniez wyobrazi¢ sobie sytuacj¢, w ktorej dany model nie zadziata. Zat6zmy,
ze co roku otrzymywany dochdd ro$nie nie o 2% lecz o 8%, podczas gdy stopa dyskonta jest

nadal szacowana na poziomie 3,5%.

Obliczenia wowczas przedstawialyby sie nastgpujaco:

10 000 10 000
Warto$¢ platnosci w nieskonczonym okresie wyniesie: = =-181818

(3,5% - 8%) -5,5%

Co taki wynik oznacza? Ze otrzyma si¢ ujemng kwote pienigdza? Na pewno nie (o ile
antymateria istnieje, o tyle nie mozna méwi¢ o anty-pienigdzach). Nie oznacza to rowniez, ze

teraz mamy jaki$ dtug. Swiadczy to o tym, ze w takim przypadku wzor nie dziata.

Jest to sytuacja podobna do przyktadu z krowa, ktora codziennie daje mniej mleka —
wowczas mozna obliczy¢, ile da mleka tacznie w nieskonczonym czasie. Podobnie, jezeli
zakladamy, Ze co roku otrzymamy mniejszg ilo$¢ realnych pienigdzy, wowczas rowniez

mozna obliczy¢, ile ich otrzymamy w sumie w nieskonczonym okresie czasu.
Jednak w sytuacjach gdy:

a) krowa dawataby codziennie wigcej mleka, albo nawet dawataby codziennie tyle samo
mleka, woéwczas w nieskonczonym czasie dalaby ona ... nieskonczong ilo$¢ mleka;

b) tak samo, jezeli co roku otrzymywatoby si¢ kwote wigksza, i to na tyle wigksza,
ze wzrost ten przekraczalby inflacje, wowczas analogicznie: w nieskonczonym okresie

czasu otrzymano by nieskonczong liczbe pieniedzy.

30



Na koniec warto wspomnie¢, ze wykorzystany wzor moze dotyczy¢ nie tylko
dochodow uzyskiwanych z ziemi (jak np. dzierzawienie gruntu) ale rowniez z kapitatu,
np. odsetki otrzymywane w nieskonczono$¢ od lokaty zalozonej na nieskonczony okres

czasu przy zalozonym oprocentowaniu.

Zdjecie z excela z obliczeniami:

Czcionka [

g

v i Jx =$E$3/ ((1+$E$4)~C6)

kwota: 10000
stopa: 3%
Rok Dochod
9?08,?&1
9425,96
9151,42
8884,87
8626,09
8374,84
§130,92
7894,09
7664,17
7440,94
7224,21
7013,80
13 6809,51
14 6611,18
1  BA18.62

0D 00 =l O 0 & WD k=

S
M = O
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Nieskonczonosc¢ w sztuce
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Fresk Rafaela Santi ,,Szkota Atenska”, jest stawnym przykladem zastosowania
perspektywy. Przedstawia on wszystkich najwazniejszych greckich medrcéw. Mozemy
tu zobaczy¢ wielu klasycznych filozofow zgromadzonych w jednym miejscu 1 otoczonych
wielkg architektoniczng rama. To dzielo jest miedzy innymi sztuczka czasowsq, kazdy
z filozoféw zamrozony w rysunkowej nieskonczonos$ci. Ale ... tam jest tez sam stary
Euklides! Rafael umiescit go po prawej stronie obrazu, przykucnigtego, otoczonego przez
uczniow, ktorym wyklada, uzywajac cyrkla do wykreslenia katdéw na matej plytce. Jest tez
Pitagoras — siedzi w przeciwlegltym kacie, piszac cyfry do ksiggi, ktoremu znajdujacy sie¢
obok uczen podtrzymuje tablicg. Pitagoras i Euklides sa umiejscowieni w dolnych rogach
dzieta i s3 punktami wyjscia dwoch wyobrazonych linii prostych, ktore biegng do $rodka

kompozycji, dokladnie w miejsce, w ktorym stoja Platon 1 Arystoteles, a potem w strong

horyzontu, az znikaja w nieskonczonosci.
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Sposob, w jaki Escher manipuluje przestrzenig, jest w $§wiecie sztuki rzadko
spotykany. Przeksztalcajac przedmioty przez odbicia, rozcigganie, deformacje, rzutowanie
1 inne podobne transformacje. Escher odkrywa coraz bardziej skomplikowane wszech§wiaty,
ukazujac jednocze$nie natur¢ bardzo zaawansowanych narzedzi matematycznych.
Okresowe pokrycie plaszczyzny izometrycznymi figurami wywoluje  wrazenie
nieskonczono$ci poprzez mozliwo$¢ jego nieograniczonej kontynuacji. Escher, ktérego
obsesja bylo wizualne uchwycenie nieskonczono$ci, nie byt w pelni zadowolony z tego
sposobu jej przedstawiania, gdyz w praktyce ta zdolno$¢ do nieskonczonego powigkszania
jest fikcja 1 dzielo musi skonczy¢ si¢ na brzegu. Escher dazyl do przedstawienia
nieskonczono$ci w skonczonej przestrzeni ptdtna, co doprowadzito go do stworzenia ré6znych

prac, w ktorych kota 1 kwadraty byly ze soba potaczone.

ILUZJE ESHERA:
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Gustav Klimt — ,, Pocatunek”

Dzielo to ukazuje spleciong pare otoczong
zlotymi ornamentami, tworzqc wrazenie
wiecznego, nieskonczonego uczucia mitosci.
Klimt, jako przedstawiciel secesji, czesto
wykorzystywal w swoich pracach symbolike

nieskonczonosci.

Jacek Malczewski — ,,Bledne kolo”. Polski malarz symbolista w tym dziele ukazuje postacie
wirujgce w tanecznym kregu, co moze odnosi¢ si¢ do nieskonczonosci ludzkiego losu

i cyklicznosci Zycia.
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Caspar David Friedrich — ,,Wedrowiec nad morzem mgly”. Ten romatyczny obraz
przedstawia postac stojqcq na szczycie skaly, spoglgdajgcq na rozlegle, mglg spowite pejzaze.

Symbolizuje to ludzkie dgzenie do zrozumienia nieskonczonosci natury i egzystencji.

38



CYTATY Z LITERATURY

» Stanislaw Lem, ,,Szpital Przemienienia"

"Medycyna moze by¢ niezlym oknem na nieskonczonos¢."

» Brandon Mull, , Gwiazda Wieczorna wschodzi"

»Cierpliwos¢ nasladuje nieskonczonos¢, a z nieskonczonoscia nie da si¢ wygraé
pojedynku na spojrzenia. Niewazne, jak dlugo wytrwasz, ona dopiero si¢ rozkreca."

» Johann Wolfgang von Goetheg w tlumaczeniu polskim, ,,Cierpien mtodego Wertera"

"Ach, jakze wowczas tesknilem, by unie$¢ si¢ na skrzydlach zurawia, plynacego nade
mn3, wzlecie¢ ku wybrzezom nieogarnionego morza i napic sie z perlacego si¢ pucharu
nieskonczonosci onego nektaru zycia."

» Juliusz Slowacki, ,, Kordian"

»Ziemia — to plama na nieskonczonos¢ bl¢kicie; ciemna gwiazda, w stonecznych gwiazd
Swicie, grob odwieczny potomkow Adama." .

» Olga Tokarczuk, "Szafa":

»Zobacz, oto jest Nic, ktore zawiera nieskonczong liczhe wymiaréw wszystkiego."

» Stanistaw Ignacy Witkiewicz, ,,Tumor Mo6zgowicz”
»Nad zr¢bem planety,

Posréd gwiezdnej nocy,

Szereg alefow w nieskonczonosé pelznie.

I nieskonczonos$¢, unieskonczoniona

Zamiera w sobie, przez siebie zdradzona.”
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Podsumowujac, nieskonczonos¢ to pojecie, ktore od wiekéw budzito zaréwno podziw,
jak 1 lek. Starozytni Grecy unikali jej, traktujac ja jako zagrozenie dla spojnosci ich
matematyki 1 filozofii. Odkrycie liczb niewymiernych przez Pitagorejczykow,
nieskonczonego zbioru liczb pierwszych przez Euklidesa czy pdzniejsze teologiczne
rozwazania o nieskonczonosci jako atrybucie Boga ukazuja rdéznorodne sposoby, w jakie

ludzko$¢ probowata zmagac si¢ z koncepcja nieskonczonosci.

Dopiero rozwdj rachunku rézniczkowego 1 catkowego w XVII wieku pozwolit na bardzie)

precyzyjne operowanie nieskonczonoscia, cho¢ jej prawdziwe oswojenie przyszio dopiero
w XIX wieku wraz z pracami Georga Cantora.

To wilasnie Cantor dokonat rewolucji, pokazujac, ze nieskonczono$¢ nie jest jednolita —
istniejg roézne jej ,,rozmiary”. Jego teoria mnogosci otworzyta nowe $Sciezki w matematyce,
wplywajac nie tylko na jej rozw¢j, ale i na informatyke, logike oraz inne nauki Scisle.
Cho¢ w swoich czasach byl krytykowany i niezrozumiany, dzi§ uznaje si¢ go za jednego
z najwybitniejszych matematykow w historii. Nieskonczono$¢ stala si¢ fundamentem
wspotczesne] matematyki, umozliwiajagc rozwigzywanie wielu dawnych paradoksow

1 prowadzac do nowych, fascynujacych pytan, takich jak hipoteza continuum.

Co wigcej, nieskonczonos¢ nie jest tylko abstrakcyjnym pojgciem matematycznym —
jej zastosowania mozna dostrzec w wielu dziedzinach zycia. Ekonomia wykorzystuje
nieskonczono$¢ w modelach finansowych, takich jak renta wieczysta, a sztuka czerpie z niej
inspiracje, czego przykltadem moga by¢ dziela Eschera czy renesansowe freski Rafaela.
Nawet literatura i filozofia czg¢sto podejmuja temat nieskonczonosci, rozwazajac jej wplyw

na ludzka egzystencje.

Ostatecznie, nieskonczono$¢ to nie tylko zagadka matematyczna, ale takze symbol
nieograniczonych mozliwosci 1 niekonczacych si¢ poszukiwan wiedzy. Jej historia pokazuje,
jak zmienialo si¢ nasze postrzeganie rzeczywistosci 1 jak wielka rolg¢ odgrywa nieskonczonos¢
w ksztaltowaniu naszej nauki i kultury. Niezaleznie od tego, czy analizujemy ja w kontekscie
teorii mnogosci, geometrii fraktalnej czy ekonomii, jedno jest pewne — nieskonczonos¢ nadal
pozostaje jednym z najbardziej fascynujacych poje¢, ktore inspiruje kolejne pokolenia

badaczy i myslicieli. Zainspirowala rGwniez i mnie, dzigki czemu powstala ta praca.
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