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Wstep

Celem tej pracy jest zglebienie réznych aspektéw wspomnianych w tytule pojeé,
zaréwno teoretycznych, jak i praktycznych, w tym poznanie réznego rodzaju witasnosci
i zaleznosci, ktére sa z nimi zwigzane. Narzedzia te moga znalezé zastosowanie
w rozwiazywaniu probleméw olimpijskich.

Na poczatku pierwszego rozdzialu zostaly wprowadzone definicje i podstawowe
wtasnosci podtogi, sufitu i mantysy. Nastepnie zostaly wprowadzone funkcje zwiazane
7z wezesniej wspomnianymi pojeciami. Na koncu tego rozdziatu zostaly przyblizone mniej
intuicyjne wtasnosci czesci catkowitej. W drugim rozdziale na przyktadowych zadaniach
zostaly przedstawione sposoby radzenia sobie z problemami, w ktoérych wystepuje czesé

catkowita, czes¢ utamkowa oraz cecha gorna liczby rzeczywistej.



Rozdzial 1

Cecha, sufit oraz czes$¢ ulamkowa liczby

rzeczywistej 1 ich wlasnosci

1.1 Definicje i podstawowe wlasnosci

Definicja 1. (cecha/podloga liczby rzeczywistej)
Najwieksza liczbe catkowita, nie wieksza niz liczba rzeczywista r nazywamy cecha

(podtoga lub czescia catkowita) liczby rzeczywistej r. Oznacza sie ja symbolem [r]| lub

7]
Przyklady. [4] =4, [-9] = -9, [r] =3, [T2] =7, [-2%] = -3

Twierdzenie 1. Dla kazdej liczby rzeczyunstej r istnieje doktadnie jedna taka liczba

catkowita ¢, ze c <r < c+ 1.
Z twierdzenia 1. wynikaja ponizsze wtasnosci.

Wtasnosé 1. Dia kazdej liczby rzeczywistej v znajdziemy takie a ze, v = [r| + a, przy

czym a nalezy do przedziatu (0, 1)
Wtiasno$é 2. Nierdwnosé [r] < r < [r|+1 jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej r.

Wtasno$é¢ 3. Dla kazdej liczby rzeczywistej r 4 liczby catkowitej ¢ zachodzi rownosé
[r+c]=[r]+ec.

Dowdd. 7 whasnosci 2. dostajemy [r] < r < [r] + 1 skad wynika po przeksztauceniu, ze

[r]+c < r+c < [r]+14c. Nastepnie korzystamy z twierdzenia 1., wiec [r+¢| = [r]4+c. O

Definicja 2. (sufit/cecha gorna liczby rzeczywistej)
Sufitem lub cecha goérna liczby rzeczywistej r nazywamy najmniejsza liczbe catkowita nie

mniejsza od niej samej. Oznacza sie ja symbolem [r].
Przyklady. [23] =23, [-8] = =8 ,[r] =4, [TH] =8 [-22] = —2

Wtlasno$é 4. Nieréwnosci |r] < r < [r| s¢ prawdziwe dla wszystkich liczb

rzeczywistych r.



Dowod. Wynika to wprost z definicji jako, ze podloga jest najwieksza liczba catkowita
nie wiekszg niz r, natomiast sufit jest najmniejsza liczba catkowita, nie mniejsza od niej

same;j. O

Wtasno$é 5. Ponizsza nierowno$é podwojna jest prawdziwa dla  kazdej liczby

rzeczywistej r.
[r] —1<r<[r]

Oznacza ona, zZe roznica sufitu liczby rzeczywiste) r i 1 jest mniejsza niz sama liczba r, a

jednoczesnie r jest mniejsze lub rowne swojemu sufitowi.

Dowadd. Prawdziwosc drugiej nieréwnosci wnioskujemy wprost z definicji poniewaz

r < [r], przy czym r € R. Wiemy, ze kazda liczbe rzeczywista r jesteSmy w stanie
przedstawi¢ w postaci r = [r] — n przy czym n € (0,1), biorac ten fakt pod uwage
dochodzimy do wniosku, ze [r] —1 < 7. O

Definicja 3. (cze$¢ ultamkowa/mantysa liczby rzeczywistej)
Czescig utamkowa lub mantysa liczby rzeczywiste] nazywamy liczbe rzeczywista r

pomniejszong o ceche tej liczby oraz oznaczamy w nastepujacy sposob {r} =r — [r].
Przyklady. {6} =0, {-67} =0, {452} =58 {-3i} =1

Wtasno$é 6. Dia kazdej liczby rzeczywistej r prawdziwa jest nierownosé jej mantysy
0<{r}<l.

Dowdd. Wtlasnoéé ta bezposrednio wynika z definicji czesci utamkowej. Rowniez mozemy
zapisa¢ dowolna liczbe rzeczywista r w postaci r = [r|+n. Korzystamy ponownie z definicji

mantysy i zapisujemy {r} jako {r} = [r] +n — [r] =n, przy czym n € (0, 1). O

1.2 Funkcje podlogi, sufitu i mantysy

Korzystajac z definicji powyzszych poje¢ definiujemy funkcje z +— [z, x +— {x} oraz x —
[z], ktore bedziemy rozpatrywaé w zbiorze liczb rzeczywistych.

Ponizej zostal przedstawiony wykres funkcji f(x) = [x]

o —

3 e




Wtlasnosé 7. Funkcja f(x) = [z] ma nastepujgce wlasnosci

a) Do dziedziny funkcji f naleza wszystkie liczby rzeczywiste.

b) Zbiorem wartosci funkcji f jest zbior liczb calkowitych, poniewaz sufit liczby

rzeczywistej jest zawsze liczba catkowita.
¢) Miejscami zerowymi sa wszystkie liczby z przedziatu (—1,0).
d) Funkcja f jest niemalejaca.

Na ponizszym rysunku znajduje sie¢ wykres funkcji g(z) = [z]

o —
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Wtlasno$é 8. Ponizej znajduja sie wtasnosci funkcji g(v) = [z]

a) Dziedzina funkcji g to zbior liczb rzeczywistych.

b) Zbiorem wartosci funkcji g jest zbior liczb calkowitych poniewaz, podtoga liczby

rzeczywistej jest zawsze liczba catkowita.
c) Miejsca zerowe funkeji g zawieraja sie w przedziale (0, 1).
d) Funkcja jest niemalejaca.

Ponizej zostal narysowany wykres funkcji h(z) = {z}

Wtasno$é 9. Do wtasnosci funkcji h(x) = {z} nalezqg



a) dziedzing funkcji h jest zbior liczb rzeczywistych,
b) zbiér wartosci funkcji h to przedzial (0, 1),
c¢) funkcja h(x)={z} jest okresowa z okresem podstawowym réwnym 1.

d) z poprzedniej wlasnosci wynika, ze miejscami zerowymi sa wszystkie liczby ze zbioru

liczb caltkowitych.



1.3 Pozostale wlasnos$ci czesci calkowitej liczby rzeczy-
wiste]

Wtlasnosé 10. Nierdwnosé [m + n| > [m] + [n] jest prawdziwa dla dowolnych liczb

rzeczywistych m,n.

Dowdd. Skorzystamy z wlasnosci 1. i zapiszmy m i n jako m = [m| + u n = [n] +n,
n,p € (0,1) Wtedy m +n = [m] + [n] + p+n, przy czym p+n € (0,2). Rozwazmy teraz
dwa przypadki.

Z faktu, ze p 4+ n < 1 otrzymujemy [m + n| = [m] + [n]. W tej sytuacji nieréwnosé
przedstawiona w tezie jest prawdziwa.
Jesli jednak p+n > 1, to [m 4+ n] = [m] + [n] + 1. Rowniez w tym przypadku nier6wnosé

z dowodzonej wtasnosci jest zachowana, co konczy dowdd. O]

Witasnosé 11. Nierdwnosé [m]+ [n|+[m+n] < [2m]+[2n] jest prawdziwa dla dowolnych

liczb rzeczywistych m, n.

Dowdd. Podobnie jak w poprzedniej wlasnosci korzystamy z wtasnosci 1. i zapisujemy
liczby m, n w postaci m = [m] + g, n = [n] +n, przy czym pu,n € (0,1). Wtedy
m+n = [m]+ [n] + u + n. Rozwazmy teraz dwa przypadki.

Jezeli p+n < 1, to wtedy [m+n] = [m]+ [n]. Przeksztaucamy réwnanie przez obustronne
dodanie [m], [n] otrzymujemy, wiec [m+n]+[m]+[n] = 2[m]+2[n]. Wiadomo, ze 2m > 2[m)]
oraz 2n > 2[n], skad wynika, ze [2m] > 2[m] i [2n] > 2[n]. Ostatecznie otrzymujemy w tym

przypadku, ze skoro [m] + [n] 4+ [m + n| = 2[m] + 2[n] oraz 2[m| + 2[n| < [2m] + [2n], to

[m] + [n] + [m +n] < [2m] + [2n].

W tej sytuacji nieréwnos¢ przedstawiona w tezie jest prawdziwa.

Wowczas gdy p+mn > 1, to [m + n] = [m] + [n] + 1 stad wynika réwnos¢
[m] + [n] 4 [m +n] = 2[m] 4 2[n] + 1 (1.1)

Wiemy, ze w tym przypadku p+n > 1 skad wiemy, ze przynajmniej jedna z nieréwnosci
> %, n> % jest prawdziwa. Wtedy 2p > 1 lub 2n > 1. Zatem prawdziwe jest rownanie
[2m] = [2[m]+2u] = 2[m]+1 lub réwnanie [2n] = [2[n|+27] = 2[n]+1. Otrzymujemy, wiec
nier6wnosé 2(m| +2[n] 4+ 1 < [2m] + [2n] jest rownoznaczna z nier6wnoscia przedstawiong
w tezie na podstawie 1.1. Réwniez w tym przypadku teza jest prawdziwa, co konczy
dowdd.
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Wtasnos$é 12. Dla kazdej liczby rzeczywistej r oraz liczby naturalnej n (n # 0), prawdziwe
jest réwnanie [%] =[Z].

Dowaod. Wprowadzimy niewiadoma pomocnicza h. Niech bedzie ona réwna h = [%]

Korzystajac z wlasnosci 2. zapisujemy nieréwnosé

h < m < h+1,
n
z ktorej wynika nieréwnos¢ podwojna nh < [r] < n(h+1). Wiemy, ze liczby nh, n(h+1) €
Z, wiec zachodza nieréwnosci nh < r < n(h + 1). Nastepnie mozemy podzieli¢ przez n,
poniewaz n # 0. Otrzymujemy nieréwnosci h < = < h + 1. Wiemy wiec, ze h = [Z], ale
jednoczesnie h = [%] co oznacza, 7e [[nﬁ] = [Z].

O



Rozdzial 2

Rownania 1 nier6wnosci

W ponizszych przyktadach przedstawimy jak rozwiazywaé réwnania oraz nieréwnosci

z mantysa, sufitem i podtoga.

Zadanie 1. Rozwigza¢ rownanie [—“f’] = _3x7+ 2,

3x+4
7

Rozwigzanie. Wprost z definicji podlogi wynika, ze musi by¢ liczbg caltkowitg.

. . . . . . L _ 3z+4
Nastepnie wprowadzamy pomocniczg niewiadoma m. Niech m bedzie rowne m = == Z
tej zaleznodci wyznaczamy niewiadoma x.

™™ —4
= (2.1)

: 4l 3x+4 z+3 3x+11
przy czym m e Z. Naste;pme korzystamy 7z wlasnosci 2. s S o < B pPo

obliczeniu wynika, ze z € ( —?, 1). Nazwiemy ten przedzial H, x € H. Rozwiazan szukamy

w przedziale H, nasze rozwiazania rowniez musza mie¢ postaé (2.1). Szukamy zatem

_ 23 Tm—4
5 < 3

otrzymujemy, ze m € (—£,1), przy czym m € Z czyli m € {—1,0,1}. Rozpatrzmy, wiec

takich liczb catkowitych m, zeby spekialy nieréwnosé < 1, po obliczeniu

przypadki

Ljeslim=—-1tox=—-%cH

ii. jeslim=0,tox=—-%cH
iii. jeSlim=1,tox=1€H
23] = 3244 jest zbior {—4, —3,1}.

Zadanie 2. Rozwiaza¢ rownanie 2x — /[z] = 1.

Zbiorem rozwiazan réwnania |

Rozwigzanie. Po prostym prostym przeksztalceniu otrzymymujemy rownanie 2z — 1 =

V[z]. Jako, ze 2z — 1 jest rowne pierwiastkowi, to 2z — 1 > 0, wiec x > % Nasze

réwnanie jest jednoznaczne z rownaniem [z] = 42% — 4x + 1. Korzystajac z wlasnosci 1.,

przedstawiamy [r] w postaci [x] = x — n,przy czym n € (0,1), wiec 4% — bz + 1 = —n.

Stad —1 < 22 — 5z + 1 < 0. Po rozwigzaniu tej nieréwnosci otrzymujemy zbiér rozwigzan

5—21 57ﬁ)u(5+ﬁ 5+\/ﬁ>
2 0 2 2 02

nieréwnosci ( . Po uwzglednieniu dziedziny rownania zbiorem

rozwigzan réwnania jest (2EYAT SEVEL)



Zadanie 3. Rozwigza¢ réwnanie [%32] = [z + 3].
Rozwigzanie. Powyzsze réwnanie mozemy rozwiazaé metoda graficzng. Definiujemy
funkcje f oraz funkcje g. Rozpatrujemy wcze$niej wspomniane funkcje w R.

r+9
3

flz) =1 lg(x) = [z +3]

Rysunek 1.f(z) = [£2]

Rysunek 2.g(x) = [x + 3]

Zauwazmy, ze wykresy funkcji f i g pokrywaja sie w przedziale (—1,1). Jest to zbior

rozwiazan naszej rownosci 2x — /[x] = 1.
Zadanie 4. Rozwigza¢ nieréwnos¢ [3z + 5] < 2.

Rozwiazanie. Zauwazmy ze, [3x + 5] < 1, poniewaz [3z 4+ 5] € Z i jest jednoczesnie
mniejsze od %. Jezeli podloga pewnej liczby rzeczywistej jest mniejsza lub rowna 1 to
oznacza, ze ta liczba musi by¢ mniejsza od 2. Z tego wynika, ze 3x+5 < 2, po rozwigzaniu

otrzymujemy x < %, inaczej zapisujac x € (—oo, %) jest to nasze rozwiazanie.
Zadanie 5. Rozwigza¢ nierownosé¢ [z] + [§] > .

Rozwigzanie. Mozemy rozwiaza¢ nasza nieréwnos¢ w sposob graficzny. Rozwazmy
funkcje f (wykres zielony) i funkce g (wykres niebieski). Rozpatrujemy je w zbiorze liczb
rzeczywistych. Niech funkcja f bedzie zdefiniowana wzorem f(z) = [2] + [§]. Natomiast

funkcja g bedzie zdefiniowana przez g(z) = x.
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Wykres funkcji f pokrywa sie lub jest nad wykresem funkcji g w przedziale (—2, 4+00).

Zbior ten jest naszym zbiorem rozwigzan nierownosci [x] 4 [§] > .
Zadanie 6. Rozwigza¢ réwnanie [2°] — [42?] — [4x] + 16 = {z}.

Rozwigzanie. Zacznijmy od przeksztatcenia tego réwnania do postaci

(23] — [42?] — [4x] = {x} — 16. Wiemy z definicji podlogi, ze podtoga z dowolnej liczby
rzeczywistej r jest liczba calkowita. Z faktu, ze 23], [42?], [42] € Z wynika, ze ich r6znica
rowniez jest liczba calkowita, wiec {z} — 16 € Z. Jezeli {z} — 16 € Z, to {x} musi by¢
tez liczba catkowita. Wiemy z definicji mantysy, ze jedyna liczba catkowita jaka moze by¢
mantysa jest 0, poniewaz {z} € (0, 1). Biorac pod uwage te wszystkie informacje wiemy,
ze {x} = 0, wynika z tego, ze x € Z. Podloga z dowolnej liczby calkowitej jest rowna sobie
samej. Stad otrzymujemy réwnanie x3 — 422 — 42 = —16. Przenosimy wszystkie sktadniki
na lewa strong i stosujemy metode grupowania wyrazow otrzymujac z2(x—4)—4(x—4) = 0
a nastepnie dostajemy (r — 4)(z? — 4) = 0. Ostatecznie rozwiazaniem tego réwnania i

naszego zadania sa r; = —2,19 = 2,13 = 4.
: : 4 : =31 _ 5
Zadanie 7. Rozwigzac¢ rownanie {*°} = =.

Rozwigzanie. Korzystajac z definicji mantysy wiemy, ze kazda mantyse dowolnej liczby

rzeczywistej r mozna zapisaé jako {r} = r — [r]. Naszym r jest =2 wigc , {2} =

23 — [£3]. Podstawiajac do réownania {#=%} = 2 otrzymujemy =% — [23] = 2. Po
przeksztalceniu dochodzimy do wniosku, ze %3 — % jest liczba catkowity. Wprowadzimy
sobie pomocnicza niewiadoma. Przyjmijmy, ze ¢ = ”35;3 — g Nastepnie wyznaczamy
niewiadoma x.
46
r=5c+—,c€l (2.2)

7
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Korzystajac z wlasnosci 2. mozemy zapisa¢ kazda liczbe r, w naszym przypadku r = =2,

5
w postaci [r] <r < [r] + 1,
r—3
)

x—3<7x—11
) 35

5
~ <
- <

Zbiorem rozwigzan naszej nieréwnosci jest zbior liczb rzeczywistych R. Szukamy zatem
takich liczb rzeczywistych ktore maja postaé (2.2). Takie liczby to z = be+ 4—76, przy czym
c € Z, czyli (2.2) jest nasza odpowiedzia.

Zadanie 8. Rozwigza¢ nierownos¢ {z + 3} > 2.

Rozwiazanie. Korzystamy z wlasnosci 9.c., czyli z tego, ze funkcja y = {z} jest okresowa.
Otrzymujemy, zatem, ze x—i—% € (e+ %, c+1), przy czym ¢ € Z. Po obliczeniach wychodzi

nam zbior do ktoérego nalezy x, = € (c— Z—}l, c+ 411)7 c € Z. Jest to zbiér naszych rozwigzan.
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