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WSTEP

Niniejsza praca zostata poswiecona metodzie wyczerpywania znanej réwniez jako
catka Eudoksosa oraz jej zastosowaniu w przyblizaniu rozwiniecia dziesietnego liczby .

Sktada sie ona z dwéch rozdziatéw i podsumowania.

W rozdziale pierwszym zostata opisana metoda wyczerpywania wraz z dwoma

przyktadami jej zastosowania. Ponadto postawiona zostata otwarta hipoteza.

Rozdziat drugi poswiecony zostat wyprowadzaniu dwdch wzoréw. Pierwszy z nich to
wzor na pole dowolnego n — kata foremnego wpisanego w koto o promieniu r = 1, a drugi
na pole dowolnego n — kata foremnego opisanego na tym samym kole. Zaznaczy¢ nalezy
fakt, iz nie oparto sie tutaj stricte na metodzie wyczerpywania. Metoda ta, stata sie natomiast
tutaj inspiracja do pokazania, jak za pomocg geometrii i algebry mozina ,zobaczy¢”
rozwiniecie dziesietne liczby 7 w bardzo ciekawy sposéb. W niniejszym rozdziale zostaty

réwniez postawione dwa pytania wraz z prébg odpowiedzi na nie.

Wszystkie rysunki zostaty wykonane w programie Geogebra przy pomocy

opiekundw, za co serdecznie dziekujemy.



ROZDZIAtL |

Metoda wyczerpywania

Starozytni Grecy potrafili oblicza¢ pola figur ograniczonych famanymi zamknietymi
takimi jak tréjkat, czworokat czy inny wielokat z nich ztozony. Rdwniez znane im byty sposoby
obliczania objetosci bryt ograniczonych prostymi Scianami takimi jak prostopadfoscian.
Problemem natomiast byto obliczenie pola kota czy objetosci kuli, walca i stozka. W V wieku
p.n.e Antyfont z Ramnus zauwazyt, ze podwajajac kolejno liczbe bokéw wielokata wpisanego
w koto mozna przyblizy¢ sie do jego pola. Kilka dekad pdzniej Eudoksos z Knidos dopracowat
te metode dzi§ znang jako ,metoda wyczerpywania”. W starozytnosci postugiwali sie nig
réwniez Euklides oraz Archimedes. Metoda ta polegata na przyblizaniu pola czy objetosci

figury przez pola czy objetosci figur prostszych, wpisywanych badz tez opisywanych na niej.

Tre$¢ metody wyczerpywania:
LJezeli z jakiejs figury ptaskiej (przestrzennej) odejmiesz wiecej niz potowe, z tego co zostanie
znowu odejmiesz wiecej niz potowe i bedziesz tak postepowat dalej, to suma pdl (objetosci)

odjetych czesci dowolnie doktadnie przyblizy pole (objetosc) tej figury.”

Analiza metody wyczerpywania

Metode wyczerpywania zadang jak wyzej przedstawmy jako dwa twierdzenia

w sposdb nastepujacy:

Twierdzenie 1.

Dang mamy figure F o polu rownym P. JezZeli z tej figury odejmiemy najpierw figure, ktorej
pole stanowi wiecej niz potowa pola figury F, nastepnie z tej reszty co zostata, odejmiemy
znow figure, ktorej pole stanowi wiecej niz pofowa pola tej reszty i postepowac bedziemy tak

dalej, to suma pdl odjetych kolejno figur bedzie bardzo bliska polu figury F.



Twierdzenie 2.

Dang mamy bryte F o objetosci rownej V. Jezeli z tej bryty odejmiemy najpierw bryte, ktorej
objetosc¢ stanowi wiecej niz potowa objetosci bryty F, nastepnie z tej reszty co zostafa,
odejmiemy znow bryte, ktdrej objetos¢ stanowi wiecej niz potowa objetosci tej reszty i
postepowac bedziemy tak dalej, to suma objetosci odjetych kolejno bryt bedzie bardzo bliska
objetosci bryty F.

Uzasadnimy twierdzenie 1 (twierdzenie 2 - analogicznie) nastepujacym rachunkiem:

Oznaczmy pole poczatkowej figury F jako P. Pola kolejno odejmowanych figur jako
S$1,82,83, ... ,Sp. Nalezy zaznaczy¢, iz odejmowane figury nie muszg by¢ spdjne. Zatozenie
twierdzenia 1: ,Dang mamy figure F o polu rownym P. Jezeli z tej figury odejmiemy na
poczgtku figure, ktorej pole stanowi wiecej niz potowa pola figury F, nastepnie z tej reszty co
zostata, odejmiemy zndw figure, ktdrej pole stanowi wiecej niz potowa pola tej reszty i

postepowac bedziemy tak dalej” zapiszemy symbolicznie nastepujgco:

niech:

Sy > %P co rozumiemy jako: pole S; stanowi wiecej nizeli potowa pola P wyjsciowej figury F,
Sy, > %(P — S1) co rozumiemy jako: pole S, stanowi wiecej niz potowa pola reszty co
pozostata z odjecia pola §; figury od pola P figury wyjsciowej F,

Sy > %(P -5, -5, = %(P - (5, + SZ)) co rozumiemy jako: pole S; stanowi wiecej niz
potowa pola reszty, ktéra pozostata przez odjecie z pola P sumy pdl S; oraz S,, az w koricu:

1 1
S, >§(P—51—52—53— e = Spn_1) =§(P—(51+52+53+ e +Sn-1)),

co rozumiemy jako: pole S,, n — tej odejmowanej figury stanowi wiecej niz potowa pomiedzy

réznicg pola P figury F a sumg pdl od S; az do §,,_; wszystkich kolejno odejmowanych figur.
Tezg naszego twierdzenia jest:
,suma pol odjetych kolejno figur bedzie bardzo bliska polu figury F”,

co symbolicznie zapiszemy jako:



11 1 1 1
> w2Pls+-F+—+ t—+ ..)=P.
P>S 45 +5;+5,+ _P(2+4+8+16+ +omt ) P

Aby uzasadni¢ powyzsze nieréwnosci i rdwnanie podzielimy je na trzy etapy.

Etap 1.
Pierwsza nierownos¢:

P>S +S,+S:4+5, + ..

wynika z faktu, ze z pola P figury F odejmowalismy kolejno roztaczne figury o polach

S$1, 85, S3, S, itak dalej ...

Etap 2.

Druga nieréwnos¢:

S1+S;+5S3+S, + >P(1+1+1+]’+ ey )
1 2 3 4 - 2 4 8 16 . Zn . A

wykazemy nastepujaco (poprzez indukcje):

z zatozenia wiemy, ze: §; > %P oraz S, > %(P — S1). Nastepnie:

S1+5,>S +1(P S1)=S +1P 1.S'—1P+1S>
122251 %5 1) =91+3 501 =5 591

>1P+1<1P>—1P+1P
2 2\2° /) 2 4"’

czyli: S; + S, > %P + iP. Idac dalej, otrzymujemy:

1 1 1 1
Sl +52+S3>Sl+52 +§(P_(51+Sz))251+52+§P_§Sl_552:

—1P+1S +1S —1P+1(S +S)>1+1(1P+1P)—1P+1P+1P
20 T2ttt Tt T 2\20 T4t ) 20 T4 T8
czyli: §; + S, + S3 > 2P +2P +2P. Dla czterech sktadnikéw rachunek bedzie

2 4 8

nastepujacy:



1
51+52+s3+54>51+52+s3+§(P—(51+52+53))=

1 1 1 1 1 1

>1P+1(1P+1P+1P)—1P+1P+1P+1P
20 2\2 4" "8 ) 2" 4 "8 16 °

W ten sam sposdb co wczesniej otrzymamy:

S +S,+Ss+Su+ o +Sp 1 +S, >

1
>8, +S,+S;+85, + ...+Sn_1+E(P—(51+SZ+S3+S4+ vt Spi1)) =

11 1 1 1 1
= EP +ESI +ESZ +§S3 +ES4 + . +§Sn—1 =

1 1
:§P+§(51+52+S3 +S4+ +STL—1)>

>1P+1(1P+1P+1P+1+ + P)—
2 2\2 4 8 16 7 T 2n-17 )7

—1P+1P+1P+1P+1P+ +1P—
2 4 8 16 32 gt

P(1+1+1+1+1+ +1)
2 4 816 32 T 2n)

czyli:

S;+S,+S.+S,+ .. +S >P<1+1+1+1+1+ +1)
piemz it b T2 48 16 320 7 2n)



Zatem:

1
w2 Pttt —t =t ).
Si+S,+S3+5,+ _P(2+4+8+16+ +om

Etap 3.

Pozostaje nam uzasadnic jeszcze ostatnie rownanie:

Lewa strona réwnania to suma zbieznego szeregu geometrycznego:
1 1 1 1 1 . 1 1
D =stotgt ottt gdzie: a4 =, oraz q=:¢€ (-1 1).

Podstawiajgc do wzoru:

D = lim D, = —2
_nl—{glon_l—q'
otrzymujemy:
11
—_2 _2_Z.5_
D_l_l_l_Zz 1
2 2
Zatem:

1 1 1 1 1)
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Jako przyktady zastosowania metody wyczerpywania mozemy przytoczy¢ idee aproksymaciji
pola kota oraz aproksymacji objetosci walca na podstawie rysunkéw. Zastanowimy sie

réwniez nad aproksymacjg objetosci kuli.

Aproksymacja pola kota.

Dane niech bedzie koto o polu réwnym K. Nastepnie odejmowaé bedziemy kolejno
wielokaty, ktérych pola sg réwne S;,S,,S3,... i pole kazdego zgodne jest z zatozeniem

twierdzenia 1. Mamy wiec:

Przed odjeciem: Po odjeciu:




Przed odjeciem: Po odjeciu:
e T K
p ‘\‘\7

/ ..'\
£ | \\‘\
‘ \
\\ //

V'\ 4

" :
-y -

Przed odjeciem: Po odjeciu:

5. tatwo mozna zauwazy¢, ze suma padl kolejno odejmowanych figur, przybliza pole kofa.
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Aproksymacja objetosci walca.

Dany niech bedzie walec o objetosci rownej V. Nastepnie odejmowac bedziemy
kolejno wielosciany, ktérych objetosci sg rowne Sy, S5, S3, ... i objetos¢ kazdego zgodna jest z

zatozeniem twierdzenia 2. Mamy wiec:

Przed odjeciem: Po odjeciu:

11



Przed odjeciem:

) 2

Po odjeciu:

Przed odjeciem:

Po odjeciu:

&

12




5. tatwo mozina zauwazy¢, ze suma objetosci kolejno odejmowanych wielosciandw,

przybliza objeto$¢ walca.

Aproksymacja objetosci kuli.

Wiedzqc jak ,,wyczerpac¢” pole kota oraz objetos¢ walca, czy w sposéb analogiczny da

sie to samo zrobic z objetosciq kuli?

Odpowiedz:

Wydawac¢ by sie mogto, ze poprzez analogie do wyczerpywania pola kofa, z kulg jest
podobnie. Wpiszemy najpierw szescian, na jego S$cianach zbudujemy ostrostupy o
podstawach przystajgcych do scian szescianu i postepowaé bedziemy tak dalej, az osiggniemy
zamierzony rezultat. Czy aby na pewno jest to takie proste? Aby sie temu blizej przyjrzec¢

spdjrzmy na ponizsze rysunki:

=

13



Wpiszmy w powyzszg kule szescian:

Nastepnie na wszystkich $cianach szescianu zbudujmy odpowiednie ostrostupy jak to

pokazano na rysunku ponizej:

14



Teraz sprobujmy na wszystkich $cianach ostrostupéw zbudowaé odpowiednie nowe

ostrostupy tak jak to pokazano na rysunku ponizej:

Whiosek:

Starajgc sie wyczerpa¢ objetos¢ kuli w sposéb analogiczny do wyczerpywania
objetosci walca napotykamy problem zwigzany z zatozeniem metody wyczerpywania. Polega
on na tym, ze objetos¢ szescianu wpisanego w te kule nie stanowi wiecej niz potowa jej
objetosci. Niemniej jednak jako ciekawostke mozemy potraktowaé fakt, iz wpisujgc w kule
najpierw szescian, a nastepnie ostrostupy zbudowane na jego $cianach, i dalej kolejne
ostrostupy na scianach poprzednich wieloscianéw, w taki sposdb, ze spodkiem wysokosci
kazdego nowo powstatego czworoscianu (dobudowywanego) jest Srodek ciezkosci jego
podstawy, a wierzchotkiem punkt nalezgcy do sfery, to suma objetosci wszystkich tych bryt
przybliza objetos¢ kuli. Niestety znalezienie wzoru wyrazajgcego powyzisze rozumowanie
okazato sie zbyt trudne dla nas. Pozostawiamy wiec te kwestie czytelnikowi jako problem

otwarty.

15
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Pole n - kata foremnego wpisanego i opisanego na kole o promieniur = 1

W tym rozdziale wyprowadzimy wzory na pole dowolnego n —kata foremnego
wpisanego oraz opisanego na kole o promieniu r = 1. Postuzymy sie tutaj procesem
uogdlniania. Zaczniemy badac pole tréjkata réwnobocznego wpisanego w koto o promieniu
r =1, nastepnie kwadratu oraz dziewieciokata foremnego. Na podstawie pewnych
obserwacji podamy wzér dla dowolnego n — kata foremnego opisanego na kole o promieniu
r = 1. Zauwazymy, ze wraz ze wzrostem liczby bokdéw naszych wielokatéw foremnych, ich
pole bedzie coraz blizsze polu naszego kota, ktérego pole jest réwne 7z Analogicznie
postepowaé bedziemy z n — katami foremnymi opisanymi na tym kole. Po wyprowadzaniu

tych wzoréw zadamy dwa pytania z nimi zwigzane. Zapraszamy do lektury.

I.  Pole n — kata foremnego wpisanego w koto o promieniur = 1.

1. Dany niech bedzie tréjkat rownoboczny ABC wpisany w koto o promieniur = 1.

16



Zauwazmy, ze tréjkat ABC ztozony jest z trzech przystajacych tréjkatéw
réwnoramiennych ABS, BCS, CAS. Pole tréjkata BCS wyraza sie wzorem:

1 .
Papes =3+ r?-sina.

. . 360° 0 . C
Teraz wiedzac, ze a = - = 120° oraz korzystajac z zatozenia, ze r = 1,

otrzymujemy:

ol
»J%

Pagcs =5-sin120° = sin60° =

N | =

Zatem pole tréjkata ABC jest réwne:

ﬂ

Ppapc =3 Papes = 32 ~ 1,2990.

2. Postepujac jak wczesniej, wpiszmy w koto o promieniu r = 1, kwadrat ABCD.

C




tatwo zauwazy¢, ze kwadrat ABCD ztozony jest z czterech przystajacych trojkatow
réwnoramiennych ABS, BCS, CDS oraz DAS. Pole tréjkata BCS wyraza sie

wzorem:
1 .
Papes =3+ r?-sina.

o

. . 360 . . s
Teraz wiedzac, ze a = = 90° oraz korzystajac z zatozenia, ze r = 1,

otrzymujemy:
1. o _ 1
PABCS = E Sln90 = >
Zatem pole kwadratu ABCD jest réwne:

= 2.

N |-

Poagcp =4 Papes = 4+

Poprzez analogie do przyktadow wczesniejszych, idac nieco dalej wpiszmy w koto

o promieniu r = 1, dziewieciokat foremny ABCDEFGHI.

18



Zauwazmy, ze dziewieciokat ABCDEFGHI ztozony jest z dziewieciu przystajgcych
trojkatow rownoramiennych ABS, BCS, CDS,DES,EFS,FGS,GHS, HIS oraz IAS.

Pole trojkata BCS wyraza sie wzorem:

1 .
Papes =3+ r?-sina.

. . 360° . . s
Teraz wiedzac, ze a = 5 = 40° oraz korzystajac z zatozenia, ze r = 1,

otrzymujemy:

N |-

Papcs =5 sin40° ~ = 0,64279 = 0,3214.

Zatem pole dziewieciokagta foremnego ABCDEFGHI jest réwne:

PABCDEFHHI =9 PABCS ~9- 0,3214‘ = 2,8926

Na podstawie wczesniejszych przyktadéw mozna zaobserwowaé pewng zalezno$é
dla pola dowolnego n —kata foremnego wpisanego w koto o polu réwnym

P. = T.

Pole takiego n —kata foremnego to iloczyn n pdl tréjkatéw réwnoramiennych,

gdzie ich ramiona majg dtugos¢ 1, a kat miedzy tymi ramionami jest réwny

360° . . .
a= — Zatem otrzymujemy nastepujgcy wzor:

1 . 360°
Pn=n-5-smT, dlan € N3,

gdzie n oznacza liczbe bokdéw wpisanego n — kata foremnego w koto o promieniu

r=1.

19



II.  Pole n — kata foremnego opisanego na kole o promieniur = 1.

1. Dany niech bedzie tréjkat réwnoboczny ABC opisany na kole o promieniur = 1.

C

tatwo zauwazyé, ze tréjkat ABC ztozony jest z trzech przystajgcych tréjkatéw

réwnoramiennych ABS, BCS, CAS. Pole tréjkata BCS wyraza sie wzorem:

ar
Papes = PR

Chcemy teraz wyrazi¢ dtugos$¢ boku a naszego trojkata BCS przy pomocy kata a

oraz dtugosci promienia r.

20



Niech:

i stad:
a
a=2 Totgs.

360°

Podstawmy do powyzszego wzoru a = = 120° oraz r = 1. Wéwczas:

120°

= 2-/3 = 3,4641.

a=2-tg

Pole tréjkata ABC wyraza sie wzorem:
ar
Pprapc = 3 Papes = 3'7-

Uwzgledniajgc wyzej wyznaczone wartosci dla a oraz r, ostatecznie otrzymujemy:

3,4641

PAABC =~ 3 = 5,19615

2. Dany niech bedzie kwadrat ABCD opisany na kole o promieniur = 1.

D a C

21



tatwo zauwazy¢, ze kwadrat ABCD ztozony jest z czterech przystajacych tréjkatow
rownoramiennych ABS, BCS, CDS oraz DAS. Pole naszego czworokgta ABCD

wyraza sie wzorem:

ar
Poagcp = 4 Pages =4'7-

Na podstawie wczesniejszego przyktadu otrzymujemy:

360°

a=2'71" tg%, gdzie teraz a = =90°.

Zatem, uwzgledniajgc powyzsze wartosci dla a oraz r, otrzymujemy:

2 tggg

PEIABCD=4. =4'tg45°=4.

3. Nastepnie, dany niech bedzie dziewieciokat foremny ABCDEFGHI opisany na

kole o promieniur = 1.




Zauwazmy, ze dziewieciokat ABCDEFGHI ztozony jest z dziewieciu przystajgcych
trojkatéw rownoramiennych ABS, BCS, CDS,DES,EFS,FGS,GHS, HIS oraz IAS.

Pole naszego dziewieciokata foremnego ABCDEFGHI wyraza sie wzorem:
Papcpercrr = 9 * Papes = 9 %

Podobnie jak wczes$niej, wnioskujemy, ze:
a=2'1" tg%, gdzie teraz a = %OD = 40°.

Zatem, uwzgledniajgc powyzsze wartosci dla a oraz r, otrzymujemy:

PupcpereHr = 9 =4-1tg20° = 3,2757.

Na podstawie obserwacji, wnioskujemy, ze pole dowolnego n — kata foremnego
opisanego na kole o promieniu r=1, to iloczyn n pdl trojkatow

réwnoramiennych, w ktérych dtugosé wysokosci wynosi r =1, a podstawe a

kazdego z tych tréjkatdw wyrazamy nastepujgco:
a=2-r-tg%, gdzie a = % i neNs,

czyli:

— 9 tg I — 9. 1o 180
a=2-tg 5 2-tg -
Stad nasz szukany wzér jest postaci:
180°
b a-r 2-tg—
I



€O po uproszczeniu daje:
180°
P, = n-th, dlan € N3,

gdzie n oznacza liczbe bokéw n — kata foremnego opisanego na kole o promieniu

r=1.

Powyisze wzory zmotywowaty i zachecity nas do zbadania szeregu réznych kwestii
z nimi zwigzanymi. Postaramy sie je przedstawi¢ poprzez zadanie dwdch pytan i

udzielnie (o ile to mozliwe) na nie odpowiedzi.

Pytanie 1.

Czy istnieje jakas zaleznos¢ pomiedzy polami n — kqtow foremnych wpisanych
i opisanych na kole o promieniu r = 1? Wpisywanie czy opisywanie n — kgtow

foremnych daje szybszq aproksymacje liczby = ?

Odpowiedz:

Pole kota o promieniu r = 1 jest rdwne m. Przyblizmy wiec liczbe r, z doktadnoscia
do pierwszych dziesieciu cyfr jej rozwiniecia dziesietnego. Mamy wiec:

= 3,141592 6535 ...

W ponizszej tabeli przedstawimy poréwnawczo pola odpowiednich n — katéw
foremnych wpisanych i opisanych na kole o polu réwnym 7. Zaobserwujmy, dla

ktorej figury, pole jako pierwsze uzyska pierwszg cyfre po przecinku réwng 1?

24



Pole n — kata wpisanego w koto o | Pole n — kata opisanego na kole o
n polu réwnym 7 (zaokrqglamy do polu réwnym 7 (zaokrgglamy do
szesciu miejsc po przecinku) szesciu miejsc po przecinku)
3 1,299038 5,196152
4 2 4
5 2,377641 3,632713
6 2,598076 3,464101
7 2,736410 3,371022
8 2,828427 3,313708
9 2,892544 3,275732
10 2,938926 3,249197
11 2,9735244 3,229891
12 3 3,215390
13 3,020701 3,204212
14 3,037186 3,195409
22 3,099058 3,163122
23 3,102663 3,161277

Na podstawie uzyskanych wynikéw, widzimy, ze pole 14 — kata foremnego
opisanego na badanym kole, szybciej daje pierwszg cyfre po przecinku réwng 1,
niz pole 14-kata wen wpisanego. Zastandwmy sie, czy pole n — kata foremnego
opisanego na badanym kole, uzyska takze szybciej drugg cyfre rozwiniecia

dziesietnego liczby 7, réwng tym razem 47? Spdjrzmy na wyniki w ponizszej tabeli.

Pole n — kata wpisanego w koto o | Pole n — kata opisanego na kole o
n polu réwnym 7z (zaokrgglamy do polu réownym 7z (zaokrgglamy do
szesciu miejsc po przecinku) szesciu miejsc po przecinku)
32 3,121445 3,151715
33 3,122646 3,151118
34 3,123742 3,150563
35 3,124746 3,150057
36 3,125667 3,149592
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Widzimy, ze znowu i tym razem pole 36 — kata opisanego na badanym kole
szybciej od 36 — kata foremnego wpisanego w koto uzyskato jako drugg cyfre po
przecinku cyfre rowng 4. Co ciekawe dopiero 114 — kat foremny wpisany w koto,

daje nam pole, ktérego druga cyfra po przecinku jest réwna 4.

Pole n — kata wpisanego w koto o | Pole n — kata opisanego na kole o
n polu rownym 7 (zaokrqglamy do polu réwnym 7 (zaokrgglamy do
szesciu miejsc po przecinku) szesciu miejsc po przecinku)
113 3,139974 3,142402
114 3,140002 3,142388
115 3,140029 3,142374

Czy podobnie bedzie dla trzeciej cyfry po przecinku? Czy i tym razem pole
n —kata foremnego opisanego na kole bedzie gérowato nad n — katem foremnym
wpisanym? Spojrzmy na wyniki w ponizszej tabeli. Szukang, trzecig cyfrg tym

razem jest 1.

Pole n — kata wpisanego w koto o | Pole n — kata opisanego na kole o
n polu réwnym 7 (zaokrqglamy do polu réwnym 7 (zaokrqglamy do
szesciu miejsc po przecinku) szesciu miejsc po przecinku)
158 3,140764 3,142007
159 3,140775 3,142000
160 3,140782 3,141996
187 3,141002 3,141888

Podobnie jak wczesniej, tym razem pole 160 — kata foremnego opisanego na kole
uzyskato szybciej jako trzecig cyfre po przecinku jedynke. Czy na podstawie tych
obserwacji mozna jednoznacznie stwierdzi¢, ze pole n — kata foremnego
opisanego na kole bedzie szybciej przybliza¢ rozwiniecie dziesietne liczby m?
Niestety, nie. Juz dla czwartej cyfry réwnej 5, wynik ten szybciej uzyska 473 — kat

foremny wpisany w badane koto. Zobaczmy na wyniki w ponizszej tabeli.
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Pole n — kata wpisanego w koto o | Pole n — kata opisanego na kole o
n polu réwnym 7 (zaokrqglamy do polu réwnym 7 (zaokrgglamy do
szesciu miejsc po przecinku) szesciu miejsc po przecinku)

472 3,141499 3,141639
473 3,141500 3,141639
474 3,141500 3,141639
475 3,141501 3,141638
1187 3,141578 3,141599

Dopiero pole 1187 — kata foremnego opisanego na kole, uzyskato jako czwartg
cyfre rowng 5. Jednak co ciekawe, ten sam wielokat, uzyskat réwniez piatg cyfre
po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby 7 réwng 9. Zatem szybciej, niz
1187 — kat wpisany.

Czy istnieje zatem zaleznos¢ pozwalajgca jednoznacznie stwierdzi¢, pole
ktorego z n — katéw, wpisanego czy opisanego na kole o polu réwnym 7 szybciej

to pole przybliza? Pozostawiamy to jako problem otwarty.

Pytanie 2.

Wiemy jak za pomocq geometrii i algebry pokazac aproksymacje liczby .

Podstawq jest metoda wyczerpywania omdwiona w rozdziale Il. Czy istnieje

sposob, aby tak jak liczbe 7, mozna byto przyblizy¢ N2 czy \3?

Odpowiedz:
Niestety nie udato nam sie znalez¢ figury, ktérej pole czy objetos¢ bytyby réwne
V2 czy V3 i mozna by byto wykorzystaé metode wyczerpywania do ich

przyblizenia. Pozostawiamy to jako problem otwarty.
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PODSUMOWANIE

Na samym poczatku metoda wyczerpywania okazata sie dla nas wielkim wyzwaniem,
gdyz brakowato nam wiedzy, aby zrozumiec¢ jej idee. Jako uczennice klasy pierwszej
natrafitySmy na wiele zagadnien, z ktérymi nie miatySmy jeszcze stycznosci na lekcjach
matematyki. Z czasem jednak, dzieki wsparciu i pomocy opiekundéw, zaczetysmy sie do niej

przekonywad.

Napisanie niniejszej pracy sprawito nam wiele trudu, ale i duzo radosci. Spojrzatysmy
na matematyke w nieco inny sposéb. NauczytySmy sie wielu ciekawych rzeczy i nabratySmy
pokory do krélowej nauk. ZdatySmy sobie sprawe, ze nie wystarczy umie¢ jeden dziat, aby
sprostac¢ podjetemu wyzwaniu. Dodatkowg nowoscig byto to, ze czytajac tekst starozytnych
nie mozna go interpretowac dostownie. Przyktadem jest stowo wielkos¢, ktore dzis utozsamic
mozna z polem, objetoscig, dtugoscig lub obwodem. Znalezienie pomocnych skryptéw,
notatek, wyktadow, pisanie tekstu matematycznego, czy zrobienie rysunkdw w programie
GeoGebra, réwniez do prostych nie nalezato. Dzieki pomocy nauczycieli dobrnety$my jednak

do konca, za co serdecznie dziekujemy.
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Opinia opiekuna

Uczennice Patrycja Kopiasz, Agata tagosz oraz Wiktoria Pawela sg uczennicami
pierwsze] klasy Liceum Ogdlnoksztatcacego im. ks. Stanistawa Konarskiego w Oswiecimiu.
Realizujg rozszerzony program nauczania matematyki. Dwie z nich: Agata oraz Patrycja braty
udziat w Matopolskim Konkursie Prac Matematycznych w roku 2023. Napisaty wtedy prace
pod tytutem ,0d problemu Monty’ego Halla przez zasade szufladkowqg i paradoks
hazardzisty do prawdopodobierstwa”. Nauczycielem matematyki Agaty i Wiktorii jest mgr

Pawet Pajak, a Patrycji mgr Jolanta Pajak.

Uczennice sukcesywnie, co tydzien, od poczatku listopada spotykaty sie
naprzemiennie z nauczycielami, znacznie poszerzajac swojg wiedze z zakresu geometrii,
algebry oraz trygonometrii. Byly otwarte na nowe propozycje, nie zniechecaty sie,
doczytywaty rézne wyktady, czy skrypty dotyczace ,,Metody wyczerpywania”. Daty sie poznac

réwniez jako zgrany i ambitny zespodt, z wielkim potencjatem matematycznym.

Tresci zawarte w niniejszej pracy wykraczajg poza podstawe programowg w liceum.
Przy pomocy opiekundw uczennice staraty sie edytowac tekst matematyczny oraz uczyty sie

wykonywania rysunkéw w programie GeoGebra.

Patrycja, Agata oraz Wiktoria wtozyty bardzo duzo wysitku i serca w stworzenie tej
pracy. Skrupulatnie analizowaty tresci w niej zawarte opierajgc sie na tekstach ujetych
w bibliografii. Stawiaty niestandardowe pytania, na ktére staraty sie udzieli¢ odpowiedzi.
Praca z dziewczetami sprawiata mnie, jako nauczycielowi, wiele radosci i satysfakcji.

Konsultantem merytorycznym byta Pani mgr Jolanta Pajgk.

Pawet Pajgk
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