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PORYZM STEINERA

Poryzm Steinera, znany rowniez jako Twierdzenie Steinera, to fascynujace
matematyczne zagadnienie, ktére od dawna przycigga uwage badaczy i entuzjastow
matematyki. To eleganckie twierdzenie zapewnia zestawienie okregow, ktore
przechodzg przez te same punkty, co dane okreslone okregi.

Motywacja do napisania tego artykutu wynika z mojego gtebokiego zainteresowania
matematykg oraz pragnienia zgtebienia tajemnic niezwyktych zagadnien. Poryzm
Steinera stanowi nie tylko interesujgce wyzwanie matematyczne, ale rowniez otwiera
drzwi do wielu kreatywnych zastosowan, zarobwno w czystej matematyce, jak i
praktycznych dziedzinach, takich jak geometria obliczeniowa, grafika komputerowa
czy inzynieria.

W dalszej czesci skupie sie na analizie poryzmu Steinera, jego historii oraz dziatania.
Przedledze takze, jak to twierdzenie wptyneto na rozwdj geometrii, jakie inspiracje
niesie dla przysztych pokolen matematykow, oraz przytocze pojecie inwersiji.
Zapraszam do zgtebienia tej fascynujgcej gatezi matematyki, ktéra wcigz wzbudza
zdumienie i zachwyt swojg gtebig.

Zastosowanie

Poryzm, cho¢ pierwotnie wywodzi sie z dziedziny matematyki geometrycznej, znalazto
swoje zastosowanie réwniez w innych obszarach, oto jak to twierdzenie wptyneto na
rézne dziedziny:

Geometria Obliczeniowa

W geometrii obliczeniowej, gdzie badamy algorytmy i metody rozwigzujgce problemy
geometryczne za pomocg komputeréw, moze by¢ uzywany poryzm Steinera.
Twierdzenie to dostarcza informacji o warunkach, w ktérych dany zestaw okregoéw
moze by¢ opisany jako zbior okregow przechodzgcych przez te same punkty. Jest to
istotne w kontekscie optymalizacji uktadéw okregdéw lub w analizie przestrzennej
geometrii.

Grafika Komputerowa

W grafice komputerowej, w ktérej tworzymy i renderujemy obrazy za pomocg
komputera, poryzm Steiner'a moze by¢ wykorzystany do generowania i manipulacji
obiektami geometrycznymi, ktére sktadajg sie z okregéw lub ich fragmentéw. Moze
byé réwniez uzywany do optymalizacji uktadu okregow w celu stworzenia
estetycznych i efektywnych wzorcow, na przyktad w tworzeniu tekstur czy wzorow
dekoracyjnych.



Inzynieria

W inzynierii, gdzie matematyka odgrywa kluczowg role w analizie i projektowaniu
struktur oraz systemoéw, poryzm Steinera moze by¢ stosowany do projektowania
uktadow okregow w réznych kontekstach, takich jak projektowanie drogi kotowej dla
maszyn, analiza ruchu obiektéw czy projektowanie maszyn czy konstrukcji z
wykorzystaniem kot lub ich elementow. Pozwala to inzynierom analizowac i
optymalizowac¢ uktady okregow w celu uzyskania pozgdanych wtasciwosci, takich jak
stabilnos¢, wydajnos¢ czy estetyka.

W kazdej z tych dziedzin, poryzm Steinera stanowi cenny narzedzie analityczne oraz
kreatywne zrédto inspiracji do dalszych badan i zastosowan w praktyce. Jego
zastosowanie pokazuje, jak matematyka moze mieC praktyczne zastosowanie i
przyczyniac sie do rozwoju nowych technologii oraz rozwigzan inzynierskich.

INWERSJA

Aby mowi¢ o poryzmie Steinera musimy najpierw poznaé definicje i witasnosci
przeksztatcenia zwanego inwersja w kole.
Definicja
Obieramy na ptaszczyznie staty okragg o(S,r)
Obrazem punktu P ro6znego od punktu S jest taki punkt P’, ze:
ISP’| - |SP| = r?

Istnieje konstrukcja geometryczna ktéra pozwala utworzyé dla danego punktu P
lezgcego we wnetrzu kota inwersyjnego jego obraz w inwersji. Oto jej opis.

o Kreslimy potprostg SP.

e W punkcie P wystawiamy prostopadtg do tej potproste;j.

e Przecina ona okrgg w dwoch punktach — niech jeden z nich nazywa sie M.

e W punkcie M wystawiamy styczng do okregu.

¢ Przecina ona potprostg wystawiona ze srodka okregu w puncie P’.

e Punkt P’ jest obrazem punktu P w inwersji wzgledem kota o srodku S i
promieniu r.

Rysunek 1 jest zrzutem pliku GeoGebry konstrukcji obrazu P’ punktu P w inwersji
wzgledem okregu o $rodku S.

rys. 1



Gdy punkt P znajduje sie na zewnatrz kota inwersyjnego konstrukcja jego obrazu w
tej inwersiji przebiega w przeciwnym kierunku niz opisana powyzej konstrukcja.

Nalezy jeszcze udowodni¢, ze konstrukcja ta spetnia warunki definicji inwersji. Oto
dowod poprawnosci tej konstrukcji:

e Wprowadzmy kat o miedzy potprostg SP i promieniem OM.
e Tréjkat APM i AMP’ sg podobne, bo maja te same katy.
e Zatem otrzymujemy proporcje:

14P| _ |AM|

|AM| |AP’|

[AP|, T

Czyli inaczey: = e

Co dowodzi, ze |AP||AP’| =r?

WLASNOSCI INWERSJI

Inwersja ma kilka bardzo ciekawych wtasnosci, odbiegajgcych od wtasnosci innych
przeksztatceh geometrycznych:

e Obrazem okregu znajdujgcego sie wewnatrz kota inwersyjnego jest okrag
znajdujacy sie na zewnatrz tego kota i na odwrot — rys. 2.

e Obrazem okregu stycznego do kota inwersyjnego jest okrgg rowniez styczny
do tego kota —rys. 3.
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rys. 2 rys. 3

e Obrazem okregu ktéry przecina okrag inwersyjny pod katem prostym jest ten
sam okrag — okreg ten i inwersyjny nazywamy wéwczas ortogonalnymi — rys. 4

e Obrazem okregu ktéry przechodzi przez srodek okregu inwersyjnego jest
prosta —rys. 5.



rys. 4 rys. 5

Konstrukcja poryzmu Steinera w ptaszczyznie
Oto kolejne kroki konstrukcji poryzmu Steinera:

1.Kreslimy okrag o $rodku O i promieniu r.

R
rys. 6
2. Na okregu obieramy punkt P.
=
R
rys. 7

3. Obracamy pieciokrotnie punkt R o 72° - w tym przypadku powstanie 5
wierzchotkéw pieciokgta foremnego.



rys. 8

4. Wyznaczmy srodki bokéw, przez ktére bedg przechodzic¢ okregi.

rys. 9

5. Kreslimy okregi o srodkach w wierzchotkach pieciokata foremnego
przechodzgce przez srodki jego bokdw.




6. Niech punkt K bedzie przecieciem jednego z okregéw z odcinkiem OR.
Kreslimy czerwony okrag $rodku O, przechodzacy przez ten punkt K.

8. Kreslimy duzy okrag obejmujgcy wszystkie okregi — bedzie to okrag inwersyjny.

rys. 13



8. Odbijamy wszystkie okregi w inwersji wzgledem tego kofa.

2 °

rys. 14

Otrzymalismy twér geometryczny, ktéry nosi nazwe poryzmu Steinera. Jest on
zdecydowanie dynamiczny. Ruch catego poryzmu generuje ruch punktu P. Jesli
zaznaczymy réznymi kolorami okregi przeksztatcane w poryzm, to uaktywniajgc je
opcjg Slad mozemy te dynamike wykresli¢ na ekranie. Rysunek ilustruje to.

rys. 15



HEXLET SODDY’EGO

Jesli 5 okregdw poryzmu Steinera potraktujemy jako przekroje kuli, to mozemy te kule
skonstruowac. Otrzymamy wowczas poryzm trojwymiarowy Steinera. Po raz pierwszy
konsrukcje te wykonat Frederic Sodda w 1937 r. i od tego czasu tréjwymiarowy
analogon poryzmu 2D Steinera nazwano hexletem Soddy'ego.

Najpierw musimy jednak zna¢ $rodki tych kul, oraz przeciecia okregdéw by wyznaczy¢
punkt, przez ktory kule przechodzg. W tym celu wykorzystamy narzedzia GeoGebry
2D: ,okrag przez 3 punkty” i wykreslimy symetralne dwdch ich par — rys. 16, oraz
utworzymy odcinki fgczgce Srodki okregdw — rys. 17.

Nastepnie wtgczamy GeoGebre 3D i konstruujemy te kule (sfery Steinera) — rys. 18.

rys. 16 i 17

rys. 18

Dlaczego nie moglismy skonstruowac¢ srodkéw okregéw poryzmu 2D Steinera,
przeksztatcajgc srodki pieciu okregéw w pieciokacie foremnym?



Warto zauwazy¢, co ilustruje rysunek 19, ze obrazem srodka okregu w inwersji nie
jest srodek obrazu tego okregu w inwersji. Czyli punkt S w inwersji na rys. 19 nie
przeszedt w tej inwersji w srodek okregu przeksztatconego (czerwonego) lecz w
zupetnie inny punkt S’.

rys. 19

Wydaje mi sie, ze nie jest to zbyt popularna wtasnos¢ okregow i ich obrazéw w
inwersji.

| na koniec krétka informacja o autorze poryzmu.

Jakob Steiner (1796 —1863) byt szwajcarskim matematykiem,
ktéry wiozyt duzy wktad w rozwdéj geometrii XIX wieku.

To on udowodnit po raz pierwszy, ze kazdg konstrukcje mozna
wykonac bez uzycia cyrkla tylko linijki, kreslagc pomocniczo np. od
talerza pewien okrag.

Ciekawostkg jest ze Steiner catkowicie wykluczat w swych
dziataniach analize, ktérej nienawidzit, a nawet uwazat jg za hanbe
geometrii syntetycznej, jesli metodami geometrii analitycznej
uzyskiwano rowne Ilub wyzsze wyniki. Uznany jest za
»najczystszego geometre” od czaséw Apolloniusza z Pergii.




