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Wstep

Pomyst na prace narodzit sie kiedy moj kolega zaczal oblicza¢ pierwiastek z liczby 8.
Obliczenia te byly czasochtonne. Wtedy sam postanowitem sprobowac obliczy¢ ten pierwiastek. Po
czasie liczenia mialem juz wiele liczb po przecinku i... pomyst by proces ten usprawni¢. Dlatego
postanowitem napisa¢ program komputerowy, ktory obliczy dla mnie dany pierwiastek.

Co to jest pierwiastek?

Pierwiastkiem z liczby a stopnia n nazywa sie takq liczbe b, ktdra podniesiona do n-tej
potegi jest rOwna a; innymi stowy jest to dowolna liczba b spelniajaca rownos¢ b" = a

Stopien pierwiastka / Symbol pierwiastka

\
n :b
V4

Liczba podpierwiastkowa

W uproszony spos6b mozna pierwiastek zdefiniowac jako operacje odwrotng do potegowania.

Przyklad:
Dla liczby 25, pierwiastek kwadratowy z tej liczby to 5, poniewaz 5° = 25.

Pierwiastek trzeciego stopnia z 8 to 2, poniewaz 2 * 2 * 2 = 8.

Historia

Pierwiastki matematyczne maja dlugg historie, siegajaca starozytno$ci. Pierwsze zapisy
dotyczace pierwiastkbw matematycznych pochodza 7z czaséw starozytnych Egipcjan
i Babilonczykéw. Jednak to starozytni Grecy, tacy jak Pitagoras i Euklides, przyczynili sie do
rozwoju tej dziedziny wiedzy.

Pitagoras, ktory zyt w VI wieku p.n.e., uwazany jest za jednego z pierwszych matematykdow,
ktorzy zainteresowali sie pierwiastkami. On i jego szkota zajmowali sie badaniem relacji miedzy
dlugosciami bokow trojkatow, co doprowadzito do odkrycia liczby nazywanej pierwiastkiem
kwadratowym. Euklides w IV wieku p.n.e., opisal w swoim dziele "Elementy" podstawowe zasady
i definicje dotyczace pierwiastkéw matematycznych.

W okresie Sredniowiecza matematycy arabscy odegrali wazng role w rozpowszechnianiu
wiedzy na temat pierwiastkdbw matematycznych. Jednym z najwazniejszych matematykow tego
czasu byt Al-Khwarizmi, ktory zyl w IX wieku. Inny znaczacy matematyk Sredniowieczny to



Wiloch Leonardo Fibonacci, ktéry zyt na przelomie XII i XIII wieku. Jego ksiazka "Liber Abaci"
zawierala wiele przykladow i zadan zwigzanych z pierwiastkami matematycznymi. Fibonacci
propagowal rowniez uzycie liczb hinduskich, w tym systemu dziesietnego, ktéry umozliwiat
wygodne obliczanie pierwiastkdw matematycznych.

W okresie nowozytnym wiele znaczacych postaci w dziedzinie matematyki przyczynito sie
do dalszego rozwoju wiedzy na temat pierwiastkowania. Jednym z najwazniejszych matematykow
tego okresu byt René Descartes, zyjacy w XVII wieku. W swoim dziele "Geometryczne rozwazania
dotyczace miejsca plaszczyzn" Descartes przedstawil nowatorskie podejscie do geometrii
analitycznej, ktore umozliwito badanie pierwiastkbw matematycznych na poziomie algebraicznym.

W XIX wieku, Evariste Galois zrewolucjonizowal dziedzine algebry, a tym samym
przyczynit sie do dalszych odkry¢ w dziedzinie pierwiastkowania. Jego prace nad teorig grup i
rownaniami algebraicznymi miaty duze znaczenie dla rozwoju pierwiastkow.

Z asady dzialan na pierwiastkach

Ponizej przedstawie rézne zasady dzialan na pierwiastkach, o ktoérych nalezy pamietac,
lub ktore po prostu ulatwia zycie podczas rozwigzywania roznych zadan:

1. Jezeli w zadaniu zobaczymy V9” co oznacza pierwiastek z 9 do potegi 2 mozemy poming¢
potege i pierwiastek przepisujac liczbe. Dzieje sie tak dlatego, ze pierwiastek z dziewiatki to
3, a 3 do potegi 2 do 9. Lecz kiedy zobaczymy dzialanie V9® nie bedziemy mogli
zaprezentowa¢ powyzszego schematu, poniewaz aby go zastosowal warto$¢ potegi musi
by¢ taka sama jak stopien pierwiastka.

2. Mnozenie pierwiastkow. Jesli zobaczymy takie dzialanie V9 * 9 oznacza to V9 * V9 co
upraszcza rozwigzanie dziatania, poniewaz po wykonaniu pierwiastkowania otrzymujemy 3
* 3 czyli 9. Nalezy tez pamietac, Ze tq zasade mozemy réwniez zastosowac dla dzielenia.

3. Wlaczanie liczby pod pierwiastek. Jesli mamy liczbe 4 V3 czyli cztery pierwiastki z 3.
Mozemy wiaczy¢ liczbe 4 pod znak pierwiastka. Pierwszym krokiem jest podniesienie 4 do
potegi 2 (potega uzalezniona jest od stopnia pierwiastka (3 stopien pierwiastka to 4 do
szeScianu), a nastepnie dodajemy znak mnozenia i wstawiamy 4 do szeScianu pod znak
pierwiastka otrzymujemy vV3*16. Co mozna ostatecznie zapisa¢ w postaci V48.

4. Wylaczenie liczby przed pierwiastek. Skoro wiaczyliSmy liczbe pod pierwiastek,
to rowniez mozna go wylgczyC. Np.: dla V140. Zaczynamy poprzez rozitozenie 140 na
czynniki pierwsze i odnalezienie par tych samych dzielnikow.

140|
70|
35/5
717
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Bierzemy po jednej liczbie z pary i umieszczamy przed znak pierwiastka mnozac te liczby
2V, a liczby bez pary pod znak pierwiastka (pomijamy 1) 2V5* 7. Ostateczny wynik to 2v35

5. Szacowanie pierwiastka. Dzialanie to rozpoczynamy od znalezienia liczby mniejszej
z ktérej mozemy obliczy¢ pierwiastek bedacy liczba catkowita. Dla liczby 33 mniejsza
liczba z ktérej mozemy obliczy¢ pierwiastek bedzie 25, a pierwiastek z 25 to 5; teraz
szukamy liczby wiekszej od 33 z ktorej mozemy obliczy¢ pierwiastek, w tym przypadku
bedzie to 36, a pierwiastek z tej liczby to 6. Czyli teraz wiemy ze pierwiastek z 33 to liczba
wieksza od 5 i mniejsza od 6. Dla wiekszych liczb przy szacowaniu wykorzystujemy
rozszerzenie.

Z.astosowania pierwiastka matematycznego

Pierwiastki matematyczne znajduja szerokie zastosowanie w wielu dziedzinach nauki
i technologii. Oto kilka przykladow:

1. Inzynieria: Pierwiastki matematyczne sa niezwykle wazne w dziedzinie inzynierii.
Wykorzystuje sie je do rozwigzywania rownan rozniczkowych, modelowania ukladow
dynamicznych oraz analizy i projektowania struktur;

a. Wyliczenie boku kwadratowego pokoju dla zZadnej przez klienta powierzchni,
b. Wyliczenie boku szeScianu dla oczekiwanej objetosci elementu.

2. Fizyka: W fizyce pierwiastki matematyczne sq nieodlaczng czesSciq wielu teorii i rownan
fizycznych. Wykorzystuje sie je miedzy innymi do opisu ruchu cial, dynamiki ptynow,
propagacji fal;

a. Podczas analizowania ruchu ciala, rownania kwadratowe moga by¢ uzywane do
okreslenia czasu, jaki uptynie, zanim ciato spadnie na ziemie.
b. Podczas rzutu uko$nego: w fizyce, rownania kwadratowe mogq by¢ stosowane do
obliczenia zasiegu i czasu lotu ciata podczas rzutu ukosnego.

3. Ekonomia i finanse: W ekonomii i finansach pierwiastki matematyczne sa stosowane do
obliczania stop zwrotu, wartosci biezacej netto (NPV) i innych wskaznikéw finansowych.
Sa rowniez wykorzystywane do modelowania i prognozowania zachowan rynkowych;

a. Przy obliczaniu procentow: w przypadku oszczedzania pieniedzy w banku z
oprocentowaniem sktadanym, réwnania kwadratowe moga by¢ wykorzystane do
prognozowania wzrostu kapitalu w przysztosci.

b. Podczas analizy ryzyka inwestycji: w finansach, réwnania kwadratowe moga by¢
wykorzystane do analizy ryzyka inwestycji i prognozowania mozliwych strat lub
zyskow.

4. Informatyka: W dziedzinie informatyki pierwiastki matematyczne sa uzywane w
algorytmach numerycznych, obliczeniach naukowych i grafice komputerowej. Sa réwniez
stosowane w uczeniu maszynowym i sztucznej inteligencji. Podczas szyfrowania
wiadomosci za pomoca algorytmu RSA, pierwiastki moga by¢ uzywane w procesie
szyfrowania i deszyfrowania, aby zapewni¢ bezpieczenstwo transmisji danych.



5. Medycyna i nauki przyrodnicze: W medycynie i naukach przyrodniczych pierwiastki
matematyczne sg stosowane do analizy danych biomedycznych, modelowania procesow
biologicznych i rozwiazywania réwnan rézniczkowych opisujacych zjawiska w przyrodzie;

a. podczas analizy obrazow medycznych: w diagnostyce medycznej, réwnania
kwadratowe moga by¢ wykorzystane do analizy obrazéw medycznych i identyfikacji
obszaréw z potencjalnymi anomaliami lub chorobami.

b. przy obliczaniu dawki leku: podczas przepisywania dawki leku dla pacjenta,
rownania kwadratowe moga by¢ stosowane do okre$lenia optymalnej dawki,
uwzgledniajacej mase pacjenta i inne czynniki istotne dla chorego czynniki.

Sposob obliczania pierwiastka

Teraz chciatbym opowiedzie¢ o moim sposobie obliczania pierwiastkdw. Sposob ten moze
istnieje juz, wynaleziony wczesSniej, ale nie czytajac opracowan wpaditem na taki pomyst.

Sposéb ten mozna opisa¢ w kilku krokach:
1. Nalezy wybrac liczbe, dla ktdérej chcemy obliczy¢ pierwiastek

2. Teraz trzeba oszacowac pierwiastek. Czynno$¢ ta pomoze nam wytonic liczbe przed przecinkiem,
ktéra wskazujemy poprzez catkowita liczbe mniejszq tzn. jesli obliczamy pierwiastek z liczby 8 to
mniejsza liczba z ktérej mozemy obliczy¢ pierwiastek to 4, a wykonujac pierwiastkowanie z tej
liczby otrzymamy 2 czyli pierwiastek z liczby 8 bedzie zaczynat sie 2, a pozostala wartos¢ bedzie
miat juz po przecinku.

3. Nastepnym krokiem jest dopisanie przecinka i liczb od 0 do 9 po wybranej liczbie.

4. Teraz podnosimy te liczby do potegi 2 i wybieramy liczbe, ktdra jest najblizsza naszej
przeliczanej liczby, lecz musi by¢ mniejsza. Wybrana liczbe pierwiastkujemy.

5. Powtarzamy krok trzeci i czwarty az otrzymamy liczbe ktérg chcemy przeliczy¢, lub przyblizenie
na ktérym nam zalezy np. do 5 miejsc po przecinku.

Teraz chciatbym zaprezentowac¢ powyzszy sposob w praktyce
Naszq przeliczang liczba bedzie 8. Pierwiastek z 8 bedzie liczbg wiekszg od 2 i mniejszg od 3 czyli
pierwsza liczba pierwiastka bedzie 2.

Dodajemy do 2 cyfry po przecinku od 0 do 9.

2,0

2,1

2,2

2,3

2,4

2,5

2,6

2,7

2,8

2,9

Podnosimy je do kwadratu
2,0°=4
2,1=4,41



D,22=4 84
2,32=529
2,4°=576
2,5%=6,25
2,6%=6,76
2,7°=7,29
2,8°=7,84
2,9=8.41

Szukamy liczby najblizszej lecz mniejszej od 8 czyli 7,84, ale 7,84 jest liczba podniesiong do
kwadratu wiec po wykonaniu pierwiastkowania otrzymujemy 2,8.

Dzieki temu sposobowi mozna obliczy¢ przyblizenia pierwiastka lub pierwiastek z takich liczb jak
np. 8.

Teraz chciatbym opisa¢ program obliczajacy pierwiastki, ktory zrobitem w programie Scratch.
Oto link https://scratch.mit.edu/projects/969772582/

Interfejs programu uzytkownika

Zaraz po wejsciu na strone ukaze nam sie ponizszy widok.



https://scratch.mit.edu/projects/969772582/

Po kliknieciu na znak pierwiastka program poprosi nas o wpisanie liczby, ktora chcemy przeliczy¢

_"\
@aj liczbe naturalng
e

( )

Nastepnie po zatwierdzeniu liczby bedziemy musieli wpisac¢ ile liczb po przecinku ma mie¢
przyblizenie

lle miejsc po przecinku
podac wynik




Po wpisaniu liczby program poda przyblizenie z nadmiarem i niedomiarem z wpisanej liczby.
Teraz zaprezentuje moj program dla liczby 8 z przyblizeniem do 4 miejsc po przecinku.

( Podaj liczbe naturaln:q\

2

lle miejsc po przecinku
podac wynik

Pierwiastek z niedomiarem
Zliczby 8 to:

-
Pierwiastek z nadmiarem z
liczby 8 to:




Opis funkcji

W pracy uzytem kilku funkcji, ktére pozwality mi dokonaé¢ szacunku wynikow.
1. ,wyliczaniellosciZer”, oraz ,,wyliczanieRzeduWielkosci”

Funkcje te stuza do okreslenia jaka jest maksymalna liczba, ktéra podniesiona do potegi da
minimalng liczbe o dlugosci liczby, ktora wpisat uzytkownik. Wyliczaja one od jakiej liczby
program rozpocznie szacowanie pierwiastka. Okres$lajq jakie sa minimalne liczby od ktérych
nalezy rozpoczaC szacowanie dla podanej liczby oraz jakimi skokami postugiwac sie

zwiekszajac liczbe do oszacowania pierwiastka.

Program moze szacowac pierwiastek rozpoczynajac od cyfry 1 podnoszac ja do potegi, a
nastepnie poroéwnujac wynik z wpisang przez uzytkownika liczbg. Dopdki te liczby nie beda
rowne program bedzie sprawdzal w ten sposob kolejna, coraz wieksza liczbe. Jednak ten
sposob nie jest wydajny co jest widoczne zwtaszcza dla bardzo duzych liczb. Dlatego wiec
w proponowanym algorytmie do szacowania postanowitlem rozpocza¢ to szacowanie od
liczby, ktéra podniesiona do potegi da najmniejsza liczbe o dlugosci wpisanej przez

uzytkownika

definiyj wyliczaniellosciZer

jezel reszta z dzielenia  dlugoscliczba pn-:eze = o to

zmien dlugoscliczba = o o

ustaw =zeraPrzedPrzecinkiem * na

W prZeciwnym razie

ustaw =zeraPrzedPrzecinkiem » na

definiuj wyliczanieRzeduWWielkosci

powtorz  zeraPrzedPrzecinkiem  razy

podioga * =  diugoscliczba e

podioga » =  diugoscliczba a

ustaw rzadWielkosci * na pofacz  rzadWielkosci io

ustaw rzadWielkosci » na pn:lla_i:z“i rzgdWielkosci

zatrzymaj ten skrypt -




2.

»,szacowanieLiczbyPrzedPrzecinkiem”

Jest to funkcja rekurencyjna poniewaz nie wiemy jak duzq liczbe uzytkownik wpisze do
programu. Funkcja ta pozwala ustali¢ wartos¢ cyfr przed przecinkiem. Program na poczatku
wykorzystuje najmniejsza liczbe, ktéra zawiera tyle samo znakéw co nasza liczba
przeliczana, np. dla liczby 2655 szacowac zaczynamy od liczby 10.

Jesli liczba podniesiona do potegi jest mniejsza niz liczba wpisana przez uzytkownika
dodajemy warto$¢ liczby wyjsciowej do liczby, podnosimy do potegi i porownujemy z
liczba wpisana wczesniej. Liczymy tak do momentu az liczba podniesiona do potegi bedzie
wieksza niz ta wpisana przez uzytkownika.

10*10=100, 100<2655

20*20 = 400, 400<2655

30*30 = 900, 900<2655

40*40 = 1600, 1600 <2655

50*50 = 2500, 2500<2655

60*60 = 3600, 3600>2655

Gdy program wyliczy liczbe wieksza dla naszych dalszych obliczenn bierzemy ostatnig
liczbe, mniejszq niz liczba wpisana przez uzytkownika. Nastepnie funkcja rekurencyjna
wykonywana jest dla rzedu wielkosci mniejszego 10 razy dla systemu dziesietnego.
Program w kolejnej iteracji bedzie liczyl zwiekszajac szacowang liczbe w nizszym
zakresie, az w ostatniej iteracji w zakresie jednosci.

51*51 = 2601, 2601< 2655

52*52 = 2704, 2704 >2655

W momencie znalezienia liczby wiekszej niz liczba wpisana przez uzytkownika nastepuje
koniec wykonywania funkcji.

definiuj szacujPrzedPrzecinkiem  rzgdWielkoscl

ezel rzadWielkosci * rzadWielkosci = liczbaVWyliczana to

zatrzymaj ten skrypt =

jezei  rzadWiekosci < o to

zatrzymaj ten skrypt =

powtarzaj az pierwiastekMax <+ rzadWielkosci * pierwiastekMax + rzadWielkosci > czbaWyliczana

rmien pierwiastekMax * o rzadWielkosci

jezel pierwiastekMax * pierwiastekMax <« liczbaWyliczana to

zmien wynikPrzedPrzecinkiem * o rzadWielkosci

szacujPrzedPrzecinkiem  rzadWielkosci  / o




3.

»szacujPoPrzecinku”

Dzieki tej funkcji szacujemy wartos¢ pierwiastka po przecinku. Program dodaje do
potencjalnego pierwiastka jedynki w czeSciach dziesietnych, setnych lub tysiecznych, co
powoduje ze mozna dotrze¢ do liczby najblizszej pierwiastkowi z obliczanej liczby. W tym
przypadku nie musimy korzysta¢ z funkcji rekurencyjnej, bo program zna jak duze
przyblizenie chce uzytkownik, a co za tym idzie, ile razy trzeba powtérzy¢ algorytm.
Przyklad kolejnych przyblizen:

51,0*51,0 = 2601 2601<2655

51,1%51,1 = 2611,21, 2611,21 <2655

51,2*52,2 — 2621,44, 2621,44 <2655

51,3*51,3 = 2631,69, 2631,69 <2655

51,4*51,4 = 2641,96, 26 <2655

51,5*51,5 = 2652,25 <2655

51,6*51,6 — 2662,56 >2655

Po wyszukaniu liczby wiekszej niz liczba wpisana przez uzytkownika program do dalszych
wyliczen wykorzystuje ostatnig liczbe mniejszq niz liczba przeliczana.

W kolejnym kroku program wylicza wartos¢ pierwiastka w czesciach setnych:

51,51*51,51 = 2653,28, 2653,28<2655

51,52*51,52 = 2654,31, 2654,31 <2655

51,53*51,53 = 2655,34, 2655,34 >2655

Czyli 2654,31 to wynik pierwiastka z 2655 z niedomiarem, a 2655,34 to wynik z
nadmiarem.

definiuj szacujPoPrzecinku

ustaw =zeraPoPrzecinku » na .
ustaw wynikzPrzecinkiem » na pofacz  wynikPrzedPrzecinkiem i .
powtdrz migjsca po priecinku  razy

powtarzaj az wynikzPrzecinkiem * wynikzPrzecinkiem =  liczbaWyliczana

zmienn  wynikzPrzecinkiem = o pn:lla_,.-_"-oi poacz =zeraPoPrzecinku io

=5

zmien wynikzPrzecinkiem * o pofacz  poface °i°i poftacz  zZeraPoPrzecinku io

ustaw zeraPoPrzecinku = na pofacz  zZeraPoPrzecinku io
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