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Odkrywcy prawa Benforda

Simon Newcomb (1835 — 1909)

Frank Benford (1883 — 1948)




Tablice logarytmiczne wraz z suwakiem logarytmicznym byly podstawowymi
pomocami do obliczen naukowych, geodezyjnych, astronomicznych i inzynierskich.
Za twarce logarytmow uwaza sie szkockiego matematyka - Johna Napier ( lipiec 1614 r.)

Simon Newcomb — astronom i matematyk — do obliczen astronomicznych korzystat
z tablic logorytmicznych, (takie tablice zawierajg po prostu liste wartosci funkcji
logarytmicznej, obliczonych z duza doktadnoscig. Gtéwny pozytek z nich byt taki,
ze korzystajac z tozsamosci log(xy) = log(x) + log(y) przy uzyciu takich tablic mozna tatwo
mnozy¢). W bibliotece United States Naval Observatory natrafit na egzemplarz ktdérego
poczatkowe strony byty bardziej zniszczone niz koncowe, a to oznaczato, ze sa one czesciej
uzywane. A jesli tak jest, to z jakiegos powodu korzytajacy z tablic czgsciej szukali
logarytméw z liczb zaczynajacych si¢ na jeden niz z liczb zaczynajacych si¢ na dwa, i tak
dalej. W swoim opracowaniu z 1881 r. opublikowal nawet czestos¢ wystgpowania
poszczegdlnych cyfr na poczatku liczb. Stwierdzit, ze tych zaczynajacych sie od jedynki jest
30,1%, tych zaczynajacych si¢ od dwdjki — 17,6%, a tych zaczynajacych si¢ od dziewigtki
tylko 4,6%. Simon Newcomb jako pierwszy wyprowadzit wzor , ktory pozwala wyliczy¢

prawdopodobienstwo, z jakim dana cyfra bedzie pierwsza cyfra znaczaca.

P = loguo(1 + 3)

gdzie:
d oznacza kolejng cyfre.

Wzor ten pozwala wyliczy¢ prawdopodobienstwo wystgpowania kolejnych cyfr
na pierwszym miejscu liczb z danego zbioru danych. Opracowanie, ktére liczyto dwie strony,
nie znalazto uznania i musiato poczeka¢ ponad p6t wieku, a Simon zajat sie przygotowaniem
tablic astronomicznych. Nazwiskiem Simona Newcomba zostalta nazwana planetoida

I krater na ksigzycu.

Frank Benford pracowat jako inzynier w firmie General Electric. W 1930 roku
zauwazyt cos niezwyklego przegladajac tablice logarytmiczne. Pierwsze strony tych tablic
byly bardziej przybrudzone niz pozostate. Stwierdzit, ze przegladajacy je naukowcy szukali
liczb zaczynajacych sie od cyfry 1 czgsciej , niz tych zaczynajacych si¢ od 2, 3 i tak dalej. niz
cyfry Benford spedzit kilka lat na zbieraniu réznych danych statycznych dotyczacych




réznorodnych zjawisk. W 1938 roku opublikowat ponad 20 000 réznych wartosci takich jak
wielkosci zbiornikow wodnych, ditugosci rzek, populacje panstw, ceny akcji, state fizyczne.
Okazato si¢, ze ta zasada potwierdza si¢ dla wigkszosci z nich. Swoje spostrzezenia
opublikowat w czasopismie Proceedings of the American Philosophical Society swoj artykut
pt.,,The Law of Anomalous Numbers”. Opisal w nim zaobserwowane zjawisko dotyczace
czestotliwosci  wystepowania cyfr na pozycjach znaczacych w liczbach pochodzenia
naturalnego (zaobserwowanych w przyrodzie - nie generowanych sztucznie). Zjawisko

to nazwat prawem pierwszej cyfr (ang. First Digit Law).

Prawo Benforda oznacza fakt czgstego wystepowania charakterystycznego rozkiadu
w duzych zbiorach danych, gdzie nie wszystkie liczby wystgpuja rdwnie czesto. Nazwane jest

rowniez rozktadem Benforda lub prawem pierwszych (znaczacych) cyfr.

Zgodnie z tym prawem okoto 30% liczb w zestawie danych powinno rozpoczyna¢ si¢
od cyfry 1, a tylko 5% — od cyfry 9. llustruje to zatagczony histogram w kolorze granatowym,
w ktorym pokazano funkcje gestosci prawdopodobienstwa rozktadu Benforda P(k) opisanego

wzorem:

P(k) =log (1 + 1/k)
gdzie:

., K” 0znacza pierwszg znaczgcq cyfre (k=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) dla liczb ze

zbioru danych.

Zakres danych nie moze by¢ za bardzo zawezany i musi obejmowac kilka rzgddéw wielkosci.




Rysunek 1. Rozklad Benforda dla cyfr od 1 do 9.
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Podobng wiasnos¢ odkryt w 1881 roku Simon Newcomb. Dowdd prawa Benforda
zostal przeprowadzony dopiero w roku 1995 przez amerykanskiego matematyka Theodora

Hilla z Uniwersytetu Kalifornijskiego w Berkeley.

Od lat siedemdziesigtych informatycy zaczeli si¢ zastanawia¢ nad tym, jak mozna
wykorzysta¢ to prawo przy optymalizacji architektury komputerow. Poniewaz liczby
wykorzystywane w obliczeniach nie sg roztozone jednolicie, ale zgodnie prawem Benforda,
mozna by konstruowa¢ komputery ze zminimalizowanym miejscem do magazynowania
danych. Jednak najwicksze zastosowanie prawa znajdziemy w ekonomii. W latach
szescdziesigtych ubiegtego wieku zauwazono, ze wiele danych finansowych podlega temu
prawu. W nastepnym dziesigcioleciu zasugerowano, ze mozna t¢ wiedz¢ wykorzysta¢ do
wykrywania réznego rodzaju oszustw finansowych. Od lat dziewigcdziesigtych korzysta si¢
z prawa Benforda przy wykrywaniu na przyktad oszustw podatkowych. Sprawdza si¢ przy
tym, czy dane ksieggowe, ktdre powinny podlega¢ rozktadowi Benforda, rzeczywiscie mu
podlegaja. Z powodu nieznajomosci tego prawa ,,kreatywni’ ksiggowi poprawiaja te dane tak,
ze na przyklad jedynka wystepuje na pierwszym miejscu za rzadko, a czwoérka — za czesto.




Rysunek 3

Towards Data Science

FRANK BENFORD

The frequency of first digits thus follows closely the
logarithmic relation

F,,=log(a+l), (1)

a

where F, is the frequency of the digit a in the first place of
used numbers.

TABLE II
OBservED AND CoMPUTED FREQUENCIES

Number Observed Logarithm Observed Prob. Error
Interval Frequency Interval — Computed of Mean

1to2 0.306 0.301 +0.005 =+0.008
2to3 0.185 0.176 . +0.004
3tod 0.124 0.125 . +0.004
4t0d 0.094 0.097 A +0.003
5t06 0.080 0.079 . +0.002
6to7 0.064 0.067 . +0.002
7to8 0.051 0.058 X +0.002
8to9 0.049 0.051 . +0.002
9to 10 0.047 0.046 . +0.003
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Simple Explanation of Benford's Law | Rob Gonsalves |
Towards Data Science
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Rysunek 2

TABLE 1
Penrcextace or Times Tue Narurat Numoess 1 10 9 ane Useo as Finsr
Diarrs ix Numaens, as Derensinen sy 20,220 OBSERVATIONS
|
|

‘ntrlx ".",

First Digit

Count

— - |

Rivers, Area| 31.0 | 16.4 107’ 13| 72
Population | 33.0| 204 | 142 | 81| 7.2
Constants 413 144 LR i 86| 106
Newspapers | 30.0 | 180|120/ 100| 80
i | Spec. Heat | 24.0| 184 | 162 | 146 | I().t'»‘
* | Pressure 206 | 183| 128| 08| 83
HP lost | 300|184( 119|108 81
Mol Wgt. | 26.7| 252 15 -|| u)x’ n.?‘
Drainage | 27.1| 23.0| 138 126| 82|
Atomic Wgt| 47.2| 187] 55| 4.4| 68
C{n=, Vi, oo | 26.7( 203| 0.7 68| c‘._r.‘
Design 268 | 148|143 75| 83| 84
Digest | 334 | 185|124 75| 71| 65
N |Cost Data | 324 [ 188 | 10.1 | 10.1 | m‘ 5.5

336
3250
104
100
1389
703
690
1800
159
a1
5000
560
42| 308
31 ™

48| 707

{ 56| 3.0/ 1458

5.5
X-RayVolts| 27.0 | 17.5| 144 | 90| 81| 7.4
Am, League | 327 17.6 | 126 | 08| 74| 64
Black Body | 31.0| 17.3]| 14.1| 87| 66| 7.0
R |Addresses | 289 | 192] 12,6 xxi 85| 64|
8 [ntynt---n! | 253|160] 120] 100| 85| 88|

T | Death Rate | 27.0| 186 157 | 9.4 | | 65

PNEANNBORD®R
—~NODN RO = —u®

o

5.4 | 1165
50| 342
55| 900

49

j 306 185|124 94| 80| 64| 51
Probable Error 3-4-0.3‘¢04 £04 |03 |£02|+02 402|402 |+

Average. . .

Benford's Law Explained with Examples - Statistics By Jim

imi. Wiecej informacji

zrodto: wyszukiwarka gogle.pl




Zastosowanie rozkfadu Benforda

W naukach ekonomicznych do:

>

YV V VYV V

wykrywania fatszywych lub btgednych w ksiegowosci, rozpoznawania oszustw

podatkowych,

analizy danych z gietdy papieréw wartoscioych,

analizy cen wylicytowanych na aukcjach internetowych,

szacowania wysokosci odszkodowan w firmach ubezpieczeniowych,

oceny najbardziej dostosowanych wysokosci kar finansowych orzekanych

w procesach sagdowych.

W naukach informatyczno-technicznych rozktad ten jest wykorzystywany do:

>
>
>
>

projektowania architektury pamigci masowych,

rozpoznawania autentycznosci fotografii zapisanych cyfrowo,

testowania rozmiarow plikdw komputerowych,

analizy wydajnosci wydajnosci algorytméw numerycznych.

W zakresie nauk przyrodniczych do:

» oceny skutecznosci dziatania lekow,

» do badania autentycznosci komunikatow o poziomach zanieczyszczen,

W pozostatych naukach jest wykorzystywany do:

>

YV V VYV V

badania wielosci dotacji dla rzadzacych partii,
liczby odnosnikdw do przeczytanych publikacii,
liczby ofiar wypadkdw,

liczby zakupionych produktéw,

do statystyk sportowych.

Oszustwo Jamesa Nelsona

Zastosowanie rozkladu Benforda pomoglo w wykryciu falszerstw dokonanych

przez Jamesa Nelsona, gtdwnego ksiegowego i zarzadzajacego Arizona State Treasurer.

W 1992

roku w miasteczku Wayne (Arizona, USA) zostal uznany za winnego

zdefraudowania 1878 687,58 dolaréw. Dokonat tego wystawiajac 23 czeki. Oszustwo

rozpoczeto sie mata kwota (najmniejsza w catej procedurze), a kolejne kwoty fatszywych

czekdw stopniowo rosty. Wiekszosé czekdw wystawiono na kwote ponizej 100 000 dolarow.

Wykrycie przestgpstwa umozliwit rozktad pierwszych cyfr poszczegolnych kwot.
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Wybory prezydenckie w Iranie

Boudewijn F.Roukema z torunskiego Uniwersytetu Mikotaja Kopernika zaobserwowat,
iz rozklad pierwszych cyfr liczby gtoséw oddanych w wyborach w Iranie w 2009 roku
w poszczegdlnych okregach na kandydata matej partii opozycyjnej Mehdiego Karroubiego
nie zgadza si¢ z rozkladem Benforda - wsrdd pierwszych cyfr dwukrotnie czesciej niz
powinna pojawia si¢ siodemka (poziom istotnosci 0,007). Anomalie wystepuja w trzech
z szesciu najwiekszych okregow i s to wiasnie okregi w ktorych aktualny prezydent Mahmud

Ahmadinezad miat proporcjonalnie wyzsze poparcie niz w reszcie kraju.

Prawo Benforda nie dotyczy:

» istnienia maksymalnych i minimalnych progéw wartosci, np. oceny z egzaminu,
ilorazy inteligencji, wiek absolwentéw szkoty sredniej,

» danych indentyfikacyjnych, np. numerdw rejestracyjne pojazdéw, dowodow

osobistych, telefonéw, kodéw pocztowych, kodéw kreskowych, numeréw rachunkéw

bankowych, numeréw rejestrow PESEL, NIP, REGON,

tych samych danych powtarzanych wielokrotnie,

danych pochodzacych z generatordw liczb losowych, np. wyniki loterii,

wzrostu ludzi w centymetrach,

Y V VYV V

ilorazu inteligencji.

Oprécz prawa Benforda istnieje tez analogiczne prawo, ktore dotyczy kolejnych cyfr

znaczacych. Wz6or wyglada podobnie do poprzedniego:

P(a b, c)=l0g10 -
gdzie:

a — pierwsza cyfra w liczbie,

b — druga cyfra w liczbie,

c —trzecia cyfra w liczbie.

Mozna wiec bada¢ nie tylko rozktad pierwszej cyfry, ale tez drugiej i trzeciej.




Praktyczne zastosowanie

prawa Benforda




GORY POLSKIE - TATRY

W tabeli zostaly zebrane zostaly wysokosci gér. Dane liczbowe zostaty wpisane
do Microsoft Excel, metry przeliczone zostaty na cale i stopy. Wskazana zostata réwniez
pierwsza cyfra. Czestotliwos¢é wystepowania cyfr w tabeli poréwnano z Benfordem,

na podstawie danych sporzadzono wykres.

pierwsza | pierwsza | pierwsza
Gora metry cale stopy cyfra cyfra cyfra
metry cale stopy
Hruby Regiel 1339 52716,5| 4393,04 1 5 4
Posredni Wierszyk 1262 49685,0 4140,42 1 4 4
Ltysanki 1447 56968,5 4747,38 1 5 4
Jatki 1378 54252,0 4521,00 1 5 4
Maty Giewont 1728 68031,5| 5669,29 1 6 5
Suchy Wierch 1539 60590,6 | 5049,21 1 6 5
Igta 1207 47519,7 3959,97 1 4 3
Kazalnica 1034 40708,7| 3392,39 1 4 3
Zar Smerczynski 1566 61653,5| 5137,80 1 6 5
Wysoka Turnia 1643 64685,0| 5390,42 1 6 5
Krokiew 1618 63700,8| 5308,40 1 6 5
Kopa Kalacka 1380 54330,7| 4527,56 1 5 4
Kalacka Turnia 1383 54448,8| 4537,40 1 5 4
Jaworowa Kopa 1791 70511,8 5875,98 1 7 5
Suchy Wierch Kondracki 1890 74409,4| 6200,79 1 7 6
Goryczkowa Czuba 1913 75315,0 6276,25 1 7 6
Posredni Wierch Goryczkowy 1874 73779,5 6148,29 1 7 6
Salatin 2048 80629,9| 6719,16 2 8 6
Brestowa 1934 76141,7 6345,14 1 7 6
Zuberec 1753 69015,7 5751,31 1 6 5
Wierch Kuca 1305 51378,0 4281,50 1 5 4
Wierch Spalenisko 1324 52126,0| 4343,83 1 5 4
Diabliniec 1241 48858,3| 4071,52 1 4 4
Zadnia Rococha 1721 67755,9 5646,33 1 6 5
Skrajna Rococha 1262 49685,0| 4140,42 1 4 4
Cisowa Turnia 1112 43779,5 3648,29 1 4 3
Siwianskie Turnie 1079 42480,3 3540,03 1 4 3
Zadnia Kopa 1333 52480,3| 4373,36 1 5 4
Posrednia Kopa 1305 51378,0| 4281,50 1 5 4
Przednia Kopa 1113 43818,9| 3651,57 1 4 3
Ciemniak 2096 82519,7| 6876,64 2 8 6
Suchy Tomanowy Wierch 1860 73228,3 6102,36 1 7 6
Tomanowy Wierch Polski 1977 77834,6 6486,22 1 7 6
Tomanowa Kopa 1892 74488,2 6207,35 1 7 6
Chuda Turnia 1858 73149,6| 6095,80 1 7 6
Uptazinska Kopa 1794 70629,9| 5885,83 1 7 5
Uptazirska Kopka 1457 57362,2| 4780,18 1 5 4
Uptazinski Wierszyk 1203 47362,2| 3946,85 1 4 3
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Czerwony Gronik 1266 49842,5 4153,54 1 4 4
Jaworzynka Mietusia 1294 50944,9 4245,41 1 5 4
Maty Regiel 1142 44960,6 3746,72 1 4 3
Bielariska Kopa 1835 72244,1 6020,34 1 7 6
Belasa 2284 89921,3 7493,44 2 8 7
Kotowy Szczyt 2418 95196,9| 7933,07 2 9 7
Baranie Rogi 2526 99448,8| 8287,40 2 9 8
Kierzmarski Szczyt 2556 | 100629,9| 8385,83 2 1 8
tomnica 2634 | 103700,8| 8641,73 2 1 8
Wielka tomnicka Baszta 2215 87204,7 7267,06 2 8 7
Lodowy Szczyt 2627 | 103425,2 8618,77 2 1 8
Jaworowy Szczyt 2641| 103976,4| 8664,70 2 1 8
Ostry Szczyt 2367 93189,0| 7765,75 2 9 7
Litworowy Szczyt 2424 95433,1 7952,76 2 9 7
Wysoka 2559 | 100748,0| 8395,67 2 1 8
Gerlach 2655 | 104527,6| 8710,63 2 1 8
Rysy 2499 98385,8| 8198,82 2 9 8
Bystra 2248 88503,9| 7375,33 2 8 7
Kopa Kondracka 2004 78897,6 6574,80 2 7 6
Matotgczniak 2069 81456,7 6788,06 2 8 6
Krzesanica 2122 83543,3 6961,94 2 8 6
Giewont 1894 74566,9| 6213,91 1 7 6
Rakon 1879 73976,4| 6164,70 1 7 6
Grzes 1655 65157,5| 5429,79 1 6 5
Bobrowiec 1663 65472,4 5456,04 1 6 5
Furkaska 1491 58700,8| 4891,73 1 5 4
Jamborowy Wierch 1565 61614,2 5134,51 1 6 5
Matg Furkaska 1133 44606,3 3717,19 1 4 3
Ornak 1854 72992,1| 6082,68 1 7 6
Trzydniowianski Wierch 1758 69212,6 5767,72 1 6 5
Konczysty Wierch 2002 78818,9 6568,24 2 7 6
Siwy Zwornik 1959 77126,0 6427,17 1 7 6
Kottowa Czuba 1840 72440,9| 6036,75 1 7 6
Zadni Ornak 1867 73503,9| 6125,33 1 7 6
Suchy Wierch Ornaczanski 1818 71574,8 5964,57 1 7 5
Kominiarski Wierch 1829 72007,9 6000,66 1 7 6
Maty Kopieniec 1328 52283,5| 4356,96 1 5 4
Wielki Kopieniec 1257 49488,2 4124,02 1 4 4
Wielki Opalony Wierch 1485 58464,6 4872,05 1 5 4
Maty Opalony Wierch 1448 57007,9| 4750,66 1 5 4
Spalona Czuba 1257 49488,2| 4124,02 1 4 4
Stoty 1428 56220,5| 4685,04 1 5 4
Kliniowa Czuba 1276 50236,2| 4186,35 1 5 4
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Jedrfostkl Cyfra 1 ) 3 a 5 6 2 8 9
miary zZnaczaca:
llos¢ cyfr
w zbiorze 61 20 0 0 0 0 0 0 0
METRY |Wilu %
wystepuje
danacyfra |75,31% | 24,69%| 0,00%| 0,00%| 0,00%| 0,00%| 0,00%| 0,00%| 0,00%
llos¢ cyfr
w zbiorze 6 0 0 14 17 11 21 7 5
CALE | Wilu%
wystepuje
dana cyfra 7,41%| 0,00%| 0,00% | 17,28% |20,99% | 13,58% | 25,93% | 8,64% | 6,17%
llos¢ cyfr
w zbiorze 0 0 8 23 14 22 6 8 0
STOPY |Wilu%
wystepuje
dana cyfra 0,00%| 0,00%| 9,88% | 28,40% |17,28% |27,16% | 7,41%| 9,88% | 0,00%
Rozktad Benforda
30,10% | 17,61%|12,49% | 9,69%| 7,92%| 6,69% | 5,80%| 5,12%| 4,58%
GORY POLSKIE - TATRY
80,0%
70,0%
60,0%
50,0%
40,0%
30,0%
20,0%
10,0% ——
0,0% ~
1 2 3 4 5 6 7 8 9

e Rozklad Benford

= Rozklad GORY metry

Rozklad GORY cale
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Z wykresu wynika, ze pierwsze cyfry znaczace nie s3 zgodne z rozkladem Benforda. Kazda

z linii reprezentujacych gory podana jest w innej jednostce.

Do kolejnego sprawdzenia prawdziwosci prawa Benforda wypisalem najwyzsze
szczyty gor z panstw $wiata (193 panstwa, dane pochodzity z portalu ,,Wikipedia™). Tak jak

poprzednio sporzadzitem najpierw tabele, a pézniej wykres postugujac si¢ Microsoft Excel.

llos¢ cyfr
w zbiorze 40 57 29 18 16 9 10 9 5
Wilu %

wystepuje dana
cyfra 20,73% | 29,53% | 9,88% | 28,40% |17,28% |27,16% | 7,41%| 9,88% | 0,00%
Rozktad
Benforda 30,10% | 17,61%| 12,49% | 9,69%| 7,92%| 6,69%| 5,80%| 5,12% | 4,58%

Najwyzsze szczyty na swiecie

1 2 3 < 5 6 7 8 9

——RozkladBenford == Rozklad GORY metry

Tutaj tylko cyfra 5 i 7 jest najblizsza wartosciom odpowiadajacym rozktadowi Benforda.
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Po potaczeniu wartosci odpowiadajagcym wysokosciom Tatr i gor swiata otrzymatem

tabele i sporzadzitem wykres.

POLACZENIE wszystkich danych o goérach (metry + cale + stopy + kraje )

1 2 3 4 5 6 7 8 9
107 77 37 55 47 42 37 24 10
GORY 245% | 17,7% | 8,5% | 12,6% | 10,8% | 9,6% | 8,5% | 55% | 2,3%

BENFORD | 30,1% | 17,6% | 125% | 9,7% | 7,9% |6,7% | 58% | 5,1% | 4,6%

POtACZENIE wszystkich danych o gorach (Tatry+ kraje )

1 2 3 < 5 6 7 8 9

= GORY ==——=BENFORD

Po potaczeniu wszystkich wartosci liczbowych otrzymatem wykres ktéry mozna
stwierdzi¢, ze jest zgodny z prawem Benforda. RoOznice wartosci procentowych dla

poszczegdlnych cyfr znaczacych nie sg tak bardzo duze.

KOSTKA RUBIKA
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Erné Rubik to wegierski architekt i rzezbiarz ktéry w 1974 wynalazt zabawke logiczng
nazwang od jego nazwiska kostka Rubika ( weg.biivds kocka, magiczna kostka). W 1976 roku
skonstruowana i opatentowana w Japonii przez inzyniera Terutoshiego Ishige. Wynalazca

kostki Erné Rubik, uktadat kostke po raz pierwszy przez miesiac.

Zabawa kostka polega na takim utozeniu kwadratow, aby na kazdej Scianie wszystkie
posiadaty jeden kolor. Skiada si¢ ona z 26 szescian6w i przegubu umieszczonego w srodku.
Przegub ten umozliwia kazdej z zewnetrznych warstw kostki obrdt wokot osi prostopadtej do
danej warstwy i przechodzacej przez srodek kostki. Swiatowy Dzien Kostki Rubika

obchodzony jest 17 kwietnia.

Kostka Rubika

Rodzaje kostek:
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Japonia
https://pl.wikipedia.org/w/index.php?title=Terutoshi_Ishige&action=edit&redlink=1
https://pl.wikipedia.org/wiki/Sze%C5%9Bcian_(geometria)
https://pl.wikipedia.org/wiki/Przegub

Kostki szescienne:

Kostki o innych ksztaltach:

o 2x2x2 (Rubik’s Mini Cube)

e 3x3x3 (oryginalna Rubik’s Cube)
o 4x4x4 (Rubik’s Revenge)

e 5x5x5 (Rubik’s Professor Cube)
e OX06X6

o IXTXT

o 8x8x8

e 9x9x9

e 10x10x10

o 11x11x11

e 13x13x13

o 17x17x17

e Square-1

¢ Fisher Cube (tamigtowka
skonstruowana przez Tony’ego

Fishera)

o Void Cube (kostka 3x3x3 bez

elementow centrowych)

e Mirror Cube (kostka, w ktorej kazdy

element posiada inny ksztatt)

o Skewb (modyfikacja kostki pyraminx

do formatu sze§ciennego)

e Gear Cube (kostka posiadajaca
zgbatki)

Rubik's Twist — uktadanka w ksztalcie weza, z ktorej

mozna utozy¢ rézne figury 3D i 2D

Rubik’s Magic — tamigtowka w ksztalcie prostokatnej
plytki

Clock — tamigtéwka z zegarami
Floppy Cube — kostka 1x3x3.
1x2x2

1x2x3

1x3%3

2x2x4

2%x3x3

2x3x4

3x3x4

3x3x5

3%x3x6

3x3%x7

3x3%8

3x3%9

3x4%5

4x4x2

4x4x5

5x5x4

Pentahedron

Dino’s cube (kostka z ruchomymi centrami)

Tower cube 2x2x3

Rodzaje kostek:
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Tony_Fisher
https://pl.wikipedia.org/wiki/Tony_Fisher
https://pl.wikipedia.org/wiki/Skewb
https://pl.wikipedia.org/wiki/Pyraminx
https://pl.wikipedia.org/w/index.php?title=Rubik%27s_Twist&action=edit&redlink=1

Kostki dwunasto$cienne: Kostki Kostki

oSmioScienne: czworoscienne:
e Kilominx — najmniejsza z dwunasto$cianow | Diamond e Pyraminx —
. lamiglowka w
e Megaminx e Octahedron
ksztatcie czworo-
e Starminx e Rubik’s UFO L.
Scianu
e Gigaminx .
g e Tetraminx — kostka
e Teraminx w ksztalcie

e Petaminx —najwicksza z powszechnie Czworo-scianu bez

dostepnych dwunastoscianow, sktada si¢ z 218 wierz-chotkow
elementow, a catkowita liczba kombinacji
utozen to okoto 1,95x10%, czyli 19,5

sekswicyliardéw

Kilka ciekawostek ze swiata Kostki Rubika:

» Rubik stworzyt swoja tamigtowke, aby wyjasni¢ studentom zasady przestrzennosci
i tréjwymiarowosci.

» Inspiracja dla tego pomysty mialy by¢ gtadkie kamienie znad Dunaju. Rubik twierdzit,
ze to one sprawity, ze pomyslat o cylindrycznych ksztattach i szescianie.

» Najmniejsza Kostka Rubika na $wiecie ma niecate 6 mm wysokosci. Najwieksza ma
bok o dtugosci 1.56m i wazy ponad 100 kg, dzieki czemu jest o 20 000 razy wigksza

od wersji zaprojektowanej przez Wegra.

» Gdyby zebra¢ tyle Kostek Rubika, by kazda z nich miata inny uktad swoich 26 klockow
I ustawi¢ je jedna na drugiej, taka wieza miataby wysokosé... ponad 246 lat swietlnych.
To 60 razy dalej niz do Proximy Centauri,

» Gdyby kazdemu cztowiekowi na Ziemi, niezaleznie od rasy, wyznania, wieku czy pici, da¢
dzisiaj do reki kostke i kazdy z tych 6 miliardéw ludzi wykonywatby przypadkowe obroty
kostka w srednim tempie jednego obrotu na sekunde, to srednio co 229 lat jedna kostka

bytaby utozona.

» Liczba kombinacji roznych utozen kostki 3x3x3 to ponad 43 tryliony.
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Megaminx
https://pl.wikipedia.org/wiki/Liczebniki_g%C5%82%C3%B3wne_pot%C4%99g_tysi%C4%85ca
https://pl.wikipedia.org/wiki/Pyraminx
https://pl.wikipedia.org/wiki/Czworo%C5%9Bcian_foremny
https://pl.wikipedia.org/wiki/Czworo%C5%9Bcian_foremny
https://pl.wikipedia.org/wiki/Czworo%C5%9Bcian_foremny

Kostka Rubika podobnie jak i géry staly si¢ kolejnym zadaniem jakim si¢ zajatem.

Zebratem rekordy tradycyjnej kostki 3 x 3 x 3 ale rowniez i innych. Sposob opracowania

wynikow byt taki sam jak i przy gérach.

Tabele z wynikami kostek.

Cyfra znaczaca 1 2 3 4 5 6 7 8 9
BENFORD % 0,30 0,18, 0,12| 0,10| 0,08 0,07 0,06] 0,05| 0,05
[lo$¢ cyfr w
KOSTKA |zbiorze 11 1 2 7 3 4 2 1 4
3x3x3 W ilu %
wystepuje tacyfra | 0,31 0,03, 0,06/ 0,20/ 0,09| 0,11| 0,06 0,03| 0,11
[o$¢ cyfr w
KOSTKA |zbiorze 1 2 3 2 0 1 0 1 0
2X2X2 W ilu %
wystepuje tacyfra | 0,10| 0,20| 0,30 0,20/ 0,00f 0,10f 0,00] 0,10] 0,00
Io$¢ cyfr w
KOSTKA |zbiorze 16 9 13 7 3 0 0 0 0
4x4x4 W ilu %
wystepuje tacyfra | 0,33| 0,19| 0,27| 0,15/ 0,06/ 0,00f 0,00] 0,00] 0,00
Io$¢ cyfr w
KOSTKA |zbiorze 22 2 7 6 7 0 0 0 0
5x5x5 W ilu %
wystepujetacyfra | 0,50 0,05 0,16| 0,14| 0,16 0 0 0 0
Io$¢ cyfr w
KOSTKA |zbiorze 16 8 1 0 1 0 0 0 0
6X6X6 W ilu %
wystepuje tacyfra | 0,62 0,31| 0,04 0,00/ 0,04 0 0 0 0
Ilo$¢ cyfr w
KOSTKA |zbiorze 7 13 10 2 0 1 0 0 0
TXTXT W ilu %
wystepuje tacyfra | 0,21 0,39| 0,30/ 0,06] 0,00] 0,03 0 0 0
Io$¢ cyfr w
REKORDY | zbiorze 38 14 12 4 9 3 2 0 0
nieoficjalne | W ilu %
wystepuje tacyfra | 0,46| 0,17 0,15] 0,05| 0,11| 0,04| 0,02 0 0
Io$¢ cyfr w
KOSTKA |zbiorze 6 7 6 5 3 0 4 0 4
Bigcube |Wilu %
wystepuje tacyfra | 0,17| 0,20/ 0,17 0,24 0,09| 000| 0,21] 0,00 0,21
Ilo$¢ cyfr w
KOSTKA | zbiorze 5 2 1 2 0 0 0 0 1
Skweb  |Wilu %
wystepuje tacyfra | 045, 0,18, 0,09 0,18 0,00 0,00 0,00 0,00] 0,09
Ilo$¢ cyfr w
KOSTKA | zbiorze 9 3 3 9 5 3 1 1 1
Square-1 [Wilu %
wystepuje tacyfra | 0,26| 0,09, 0,09| 0,26/ 0,14| 0,09 0,03] 0,03] 0,03
[lo$¢ cyfr w
KOSTKA | zbiorze 10 4 0 1 0 2 0 0 0
Pyraminx |W ilu %
wystepuje tacyfra | 059| 0,24 0,00 0,06, 0,00 0,12 0 0 0
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llo$¢ cyfr w
KOSTKA | zbiorze 9 9 9 4 2 0 0

Megaminx | W ilu %
wystepuje tacyfra | 0,27| 0,27 0,27| 0,12| 0,06 0 0

Na podstawie tabeli otrzymatem wykres.

WYKRES - PRAWO BENFORDA | ROZKtAD REKORDOW
ROZNYCH KOSTEK RUBIKA

1 2 3 4 5 6 7 8 9
e ENFORD 9% = 3x3x3 —_—2X2X2 — dxdnd — 5x5x5
— Gxb6x6 —_—TXTXT nieoficjalne Big cube — Skweb
Square-1 ~ =——Pyraminx Megaminx
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Sprobowatem zsumowaé wszystkie rekordy a ich czas przeliczy¢ na przeliczy¢ sekundy

I milisekundy.

Przyktad przeliczenia czasow.

P46 - |
A B D E F
1 22,95 22950
2 16,71 16710
3 16.53 16530
4 15,07 15070
5 14.76 14760
6 13,93 13930
r 13.89 13890
8 12,11 12110
9 11,75 11750
10 11,13 11130
11 10,48 10480
12 10,36 10360
13 9 86 9860
14 Q7T 9770
15 9.55 9550
16 918 9180
17 8,72 8720
18 7,08 FOB0
19 7,03 F030
20 6,77 6770
21 6,65 a650
22 6,24 6240
23 6,18 56180
24 5,66 5660
25 5,55 5550
26 5.25 5250
27 4.9 49500
28 4,74 4740

Po zsumowaniu wszystkich rekorddw bez zamiany na sekundy (czyli czasami sa podane

minuty, a czasami sekundy) wyniki wyszly nast¢pujace:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
lle razy wystepuje
cyfra. 150 74 67 49 33 14 9 3 10
W ilu % wystepuje
cyfra 36,7%| 18,1%| 16,4%| 12,0%| 8,1%| 3,4%| 22%| 0,7%| 2,4%
Rozktad Benforda | 30,1%| 17,6%| 12,5%| 9,7%| 7,9%| 6,7%| 58%| 5,1%| 4,6%

0,4
0,35
0,3
0,25
0,2
0,15
0,1
0,05

Kostki - zsumowanie wszystkich rekordow

(w minutach lub sekundach)

2

3

C
2

6

7

e RAZEM PROCENT e BEMNFORD




TEST - PRAWO BENFORDA SEKUNDY

Rekordy kostki w przeliczeniu na sekundy.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
lle razy wystepuje
cyfra. 130 58 52 48 37 35 24 16 22
W ilu % wystepuje
cyfra 0,31 0,24 0,12 0,11| 0,09/ 0,08 0,06 0,04 0,05
Rozktad Benforda 0,30, 0,18, 0,12 0,10, 0,08 0,07| 0,06 0,05 0,05

Rekordy w sekundach (uktadanie kostki Rubika)

a prawo Benforda
0,35

0,3
0,25
0,2
0,15
0,1

0,05

1 2 3 < 5 6 7 8 9

= Rekordy w sekundach  ==————=BENFORD

Na wykresie widac¢, ze jest duza zgodnosé wynikow.

TEST - PRAWO BENFORDA MILISEKUNDY
Rekordy kostki w przeliczeniu na milisekundy. Jedna sekunda to 1000 milisekund.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
lle razy wystepuje
cyfra. 120 73 61 51 31 29 23 14 20
W ilu % wystepuje
cyfra 0,28, 0,17| 0,14 0,12| 0,07| 0,07| 0,05 0,03| 0,05
Rozktad Benforda 0,30, 0,18 0,12 0,10 0,08 0,07| 0,06f 0,05| 0,05
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Rekordy w milisekundach (uktadanie kostki Rubika)
a prawo Benforda
0,35
0,3
0,25
0,2
0,15

0,1

0,05

_“g—--_.._'—____"‘—'—-____’-—

1 2 3 < 5 6 7 8 9

e Rekordy v milisekundach  e=———=BENFORD

Otrzymana linia jest prawie taka jak linia przedstawiajgca rozkitad Benforda dla pierwszej

cyfry znaczacej.

Dane wprowadzitem do pliku excel pobranego z internetu, w ktérym mozna rowniez wyliczy¢
zgodnos¢ z prawem Benforda oraz otrzymac inny wykres. Wyniki byty nastgpujace:

B T 1] E F o i T T AN i i} U
1 TEST BENFORDA
2 Rodzjanalizowanych danych: HADR!
r
3| #ADR!
procentowe
Wystepowanie w norma priyjete] norma preyjetej
zestawieniu wg Benforda srednie zgodnosc zgodnosti
Pierwsza llecyfrw  (rozklad pierwsze] | (rozkiad pierwsze) hezwgledne  danychod .. do danychod...do norma preyjete] zgodnoscidanych  norma preyiete] zzodnosti danych w zaleinosci o
1 tyfra  zhiorowoscl  cyfry macace) | cyfrymnaczacel) Roinica  odchylenie (%) [*) stedniego berwzglednego odchylenia (*)
b 1 10 28,44% 30,10% -L67% 1,67% 31,60% 28,60% hrak zgodnosci od do
b 2 B 17,30% 17,61% -0,31% 0,31% 19,11% 16,11% duza zgodnost 00%  0F% duinzgodnost
7 3 f1 14,45% 12,49% 1,96% 1,96% 13,99% 10,99% brak zgodnosci 06%  01% okeeptowalna zgodnosé
3 4 51 12,09% 9,69% 2,35% 2,39% 11,19% 8,19% brak zgodnosci 12%  15%  minimalnie akeeptowalna zgodnosé
9 5 i 7.35% 792% -0,57% 0,57% 942% 6,42% duza zgodnost 15% brak zgodnosi
10 ] b 6,87% 6,69% 0,18% 0,18% 8,19% 5,19% duzz zgodnosé (YN podstavie: Nirini, 21125 160 "BenfordsLov: Applicaton o
1 7 i 545% 5,80% -0,35% 0,35% 7.30% 4,30% duia zgodnost Forensic Accounting, Auditing and Froud Detection”.
1 8 1 3,3%% 5,12% -1,80% 1,80% 6,62% 3,62% brak zgodnosci
13 9 0 474% 4,58% 0,16% 0,16% 6,08% 3,08% duéz zgodnosé
u m o 100% 0%
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Stosowanie prawa Benforda w wykrywaniu nieprawidowosci w danych finansowych.

W internecie mozna przeczytac, ze Prawo Benforda jest wykorzystywane w wykrywaniu
nieprawidtowosci w danych ksiggowych. Na przyklad urzedy skarbowe korzystaja
z oprogramowania, ktére testuje wysytane przez podatnikéw deklaracje podatkowe i inne
pliki i sprawdza, czy spetnione jest prawo Benforda. Jezeli nie jest, nie oznacza to od razu,
ze dokonano jakiego$ oszustwa, jednak jest jakby ,.czerwong lampka™ i moéwi, ze tym

dokumentom nalezy si¢ blizej przyjrze¢.

Réwniez biegli rewidenci badajac sprawozdania finansowe wykorzystuja Prawo
Benforda. Poprositem biegtego rewidenta o informacje, czy to prawo dziata i sprawdza si¢

w ich pracy.

Biegli rewidenci maja dostep do nawet tajnych danych, i sa cze¢sto bardzo duze zbiory
liczb (np. kwoty z kilkunastu tysiecy faktur). Biegly rewident opowiedziat mi, ze na tak
duzych zbiorach danych prawo Benforda sprawdza sie bardzo dobrze. Pozwolono mi
zamiesci¢ w pracy dwa zdjecia pokazujace jak wyglada rozkiad Benforda sprawdzajacy
prawdziwe dane finansowe przedsi¢hiorstwa. Na obu zdjeciach pomaranczowa linia oznacza

rozktad Benforda, a linia niebieska to rozklad ze sprawdzanych dokumentéw.

35%
30% \
25%
20%
15%

10%

5%

0%
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Niestety, rozktady danych z wysokosci gor polskich lub z pojedynczych kategorii

uktadanie kostek Rubika nie ukiadaty si¢ w tak tadny wzér.

Gdy potaczytem te dane w duze grupy (czyli dane z wysokosciami gor z Polski
i ze $wiata, oraz potaczytem wszystkie rekordy z ukladania roznych rodzajow kostek Rubika)

dopiero wtedy wykresy tych danych staty sie podobne do kreski z prawem Benforda.

Dane ksiegowe, ktorych jest bardzo duzo i sa to tez bardzo rézne liczby (od kilku ztotych
do milionéw ziotych) tworza wykres ktéry najbardziej pokrywa si¢ z wykresem z Prawem

Benforda. By¢ moze dlatego, ze tych liczb jest bardzo duzo i nie sa one ograniczone.

Wysokosci gor nigdy nie przekrocza wielkosci 8848 metrow (Mount Everest),
a w przypadku gor polskich 2499 metrow (Rysy), dlatego tez wykres z gérami najmniej

odpowiadat prawu Benforda.
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