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Opinia opiekuna

Monika Wojtowicz jest uczennicg klasy 8b Prywatnej Szkoty
Podstawowej z Oddzialami Dwujezycznymi nr 2 im. Noblistow Polskich
w Krakowie.

Monika w pelni samodzielnie opracowata wybrany przez siebie temat
od strony merytorycznej. Mozna zauwazyC, ze dobrze czuje si¢ w tym
temacie 1 zagadnienie fraktali naprawde¢ ja fascynuje. Potrafi doktadnie
wytlumaczy¢, jak stworzyta wlasne fraktale 1 jak wygladatyby kolejne etapy
konstrukciji.

Codzienna praca z Monikg to czysta przyjemno$¢. Na lekcjach
matematyki jest skupiona, aktywna i dociekliwa. Regularnie uczgszcza na
zajecia dodatkowe. Na kazdym kroku da si¢ odczu¢, ze umiec to dla Moniki
za mato. Musi rozumiec.

Takich ucznidow zyczy sobie kazdy nauczyciel.

mgr Paulina Moleda-Krupnik
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Wstep

,, Chmury to nie kule, szczyty gorskie to nie stozki,
linie wybrzeza to nie kota, kora drzew nie jest gltadka,
a blyskawice nie rozchodzq sie po liniach prostych”

Benoit Mandelbrot

Mitos¢ do fraktali przekazat mi tata, ktory jako nastolatek interesowat si¢
nimi. Zachwycit si¢ ich pigknem, ro6znorodnoscia, budowa
1 odzwierciedleniem w przyrodzie. Od kiedy pamigtam wspominat
0 nich podczas wypraw do lasu.

Jeszcze rok temu nie przypuszczatabym, ze napisze¢ o nich prace,
a jednak. Zycie pisze nieprzewidywalne scenariusze i tak wlasnie stato sie
w moim przypadku.

W mojej pracy postaram si¢ przyblizy¢ pojecie fraktala, zaprezentowac
kilka najpopularniejszych przyktadow oraz przedstawi¢ ich wykorzystanie
w zyciu codziennym.



Co to jest fraktal?

Fraktale nie posiadaja swojej prostej definicji (fac. fractus — zlamany,
czastkowy), to obiekty, ktorych fragmenty w powigkszeniu wygladaja
podobnie do calosci. Fraktale mozemy dowolnie powigksza¢ 1 ciggle
bedziemy widzie¢ t¢ samg powtarzajaca si¢ strukture. Sg obiektami
geometrycznymi, ktore moga by¢ samopodobne 1 sg nieskonczenie ztozone.
W przypadku fraktali samopodobnych, oznacza to, ze ich mniejsze
fragmenty przypominaja catos$¢ obiektu.
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Rys. 1, Trojkqt Sierpiriskiego (1)

Rys. 2, Dywan Sierpinskiego (1)

Fraktale geometryczne powstaja w wyniku dowolnej liczby powtorzen
okreslonej operacji matematyczne;.

Obiekty ,,fraktopodobne” mozna spotka¢ w otaczajacym nas Swiecie
od wielu lat. Mimo tego, fraktale sg na tyle skomplikowanymi Strukturami,
ze nie posiadajg prostej definicji.

Matematycy proponujg okresli¢ fraktale jako zbiory charakteryzujace si¢
nietrywialng strukturg w kazdej skali, budowa nie dajaca prosto opisac si¢
jezykiem geometrii euklidesowe;.

Definicja fraktalna (Mandelbrot)
Fraktalem nazywamy zbior, ktorego tzw. wymiar fraktalny (wymiar
Haussdrfa — Besicovitcha) jest wickszy od wymiaru topologicznego.



Przyklady wybranych fraktali

W tej czesci pracy przyblize najbardziej znane fraktale.
Dywan Sierpinskiego

Jednym z dwodch obiektow geometrii fraktalnej, ktére wymyslit polski
matematyk Wacltaw Sierpinski jest Dywan Sierpinskiego. Otrzymuje si¢ go
z kwadratu — dzielac go na dziewig¢ identycznych, mniejszych kwadratow,
a nastepnie usuwa si¢ srodkowy kwadrat. Nastepnie kazdy z pozostatych
osmiu mniejszych kwadratow dzielimy znowu na dziewig¢ réwnych czgsci
i usuwamy srodkowy kwadrat.

Zbior, ktéry otrzymamy po nieskonczenie wielu krokach nazywamy
dywanem Sierpinskiego.

Rys. 3, Dywan Sierpinskiego (2)

Trojkat Sierpinskiego

Jednym z najbardziej znanych fraktali jest Trojkat Sierpinskiego. Znany
byt na dlugo przed powstaniem pojecia fraktala. Jego struktura opiera si¢ na
trojkacie rownobocznym. W tréjkacie takim wyznacza si¢ srodki bokow 1
taczy je odcinkami. Dzigki temu powstajg 4 mniejsze trojkaty przystajace
do siebie i podobne do pierwowzoru. W kolejnym kroku nalezy usung¢
srodkowy trojkat 1 odtworzy¢ poprzednie czynnosci z pozostalymi
trojkatami.
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Rys. 4. Tréjkqt Sierpiriskiego (2)




Krzywa Kocha

Krzywa fraktalna, ktora jest nieskonczenie dluga to krzywa
Kocha. Krzywa Kocha powstaje z odcinka, w wyniku jego podziatlu na trzy
czescl oraz zastgpienia srodkowej czesci dwoma identycznymi odcinkami
nachylonymi do siebie pod katem 60 stopni. Te dwa odcinki z usuni¢ty
czg$cig tworzg trojkat rownoboczny.

Na ponizszym rysunku zaprezentowano sze$¢ pierwszych krokow
konstrukcji krzywej Kocha.
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Rys. 5, Etapy 1-6 konstrukcji Krzywej Kocha

Gdy polaczymy ze sobg trzy identyczne wycinki krzywej Kocha pod
katem 60 stopni, stworzymy obiekt przypominajacy ptlatek $niegu.
Taki obiekt geometryczny nazywamy ptatkiem Kocha.

Rys. 6, Platek Kocha



Drzewo pitagorejskie

Kolejnym przyktadem fraktala jest Drzewo pitagorejskie. Zbudowane jest
ono z kwadratow oraz trojkatéw prostokatnych rownoramiennych. Swoja
konstrukcje opiera na jednym z dowodow twierdzenia Pitagorasa.
Wygladem przypomina drzewo. Aby otrzymac taki fraktal nalezy zaczac¢
od narysowania kwadratu, a nastepnie nalezy dorysowa¢ dowolny trojkat
prostokatny, ktorego przeciwprostokatna bedzie bokiem uprzednio
narysowanego kwadratu. W kolejnym kroku nalezy dorysowac¢ kwadraty
oparte na przyprostokatnych. Kroki te powtarzamy z kolejnymi kwadratami.

Rys. 7, Etapy 1-4 konstrukcji Drzewa pitagorejskiego

Rozbudowane drzewa Pitagorasa

Rys. 8, Drzewo Pitagorasa (przyktad 1)
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Rys. 9, Drzewo Pitagorasa (przyktad 2)

Rys. 10, Drzewo Pitagorasa (przyktad 3)



Rys. 11, Drzewo Pitagorasa (przyktad 4)

Drzewo Pitagorasa to konstrukcja geometryczna, ktora powstaje w wyniku
ciggtego budowania kwadratow na bokach trojkatow prostokatnych.

Zbior Cantora

Zbior Cantora jest najprostszym fraktalem. Tworzymy go poprzez
podzielenie odcinka na rowne 3 czesci, usuni¢cie Srodkowej czesci
i powtorzenie poprzednich krokow dla nowo powstatych odcinkow.

Rys. 12, Zbior Cantora



Zbior Mandelbrota

Mimo nazwy jakg mu nadano to nie Mandelbrot wymyslit sposob
konstrukcji tego zbioru. Tozsamos¢ prawdziwego tworcy nie jest znana.

Zbidér Mandelbrota (zwany tez zukiem Mandelbrota) — podzbior
plaszczyzny zespolonej, ktorego brzeg jest jednym z najbardziej znanych
fraktali, ,,najstynniejszym obiektem wspotczesnej matematyki”.

Jest to zbior liczb zespolonych p, dla ktorych zdefiniowany ponizej ciag
rekurencyjny:

{ Zg = 0,
Zn+1 = Zrzl +p,

nie jest rozbiezny, tzn. lim z, # oco. Zbiér Mandelbrota jest podzbiorem

n—->00

liczb zespolonych, zatem zbidr ten bedzie rysowany na plaszczyznie
Gaussa.

Fot. 2, Zbior Mandelbrota
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Zbior Julii

Zbior Julii podobnie jak zbidér Mandelbrota jest podzbiorem ptaszczyzny
zespolonej. Jego nazwa pochodzi od francuskiego matematyka Gastona
Julii. Wypeiony zbior Julii tworza punkty p, dla ktorych ciag opisany
wzorem:

{ Zo =D,

— 52
Zny1 = Zn TG,

nie dazy do nieskonczonosci, gdzie c to liczba zespolona, ktora jest
nazywana parametrem zbioru. Brzeg wypelnionego zbioru Julii nazywamy
PO prostu zbiorem Julii.

Fot. 3, Zbior Julii
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Trojkat Pascala i fraktale

Szukajac informacji na temat fraktali natrafitam na Trojkat Pascala,
niezwykle interesujgcy twor.

Na bokach trojkata znajdujg si¢ liczby 1, a pozostate liczby powstaja jako
suma dwoch bezposrednio znajdujgcych sie nad nia.

Rys. 13, Schemat budowy Tréjkgta Pascala

Z trojkata Pascala mozna utworzy¢ Trojkat Sierpinskiego kolorujac liczby
nieparzyste. Podobienstwo stacje si¢ coraz wyrazniejsze, gdy bierze si¢ pod
uwage wigcej rzedow.
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Rys. 14, Tréjkgt Sierpiriskiego w Trdjkgcie Pascala
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Kolorujgc wielokrotnosci liczby 3 lub wielokrotnosci liczby 4 otrzymujemy
inne formy fraktali:

5 | 162 1252 R0l GS
1 | ] B5 ' ale __-I:*Z-[ :_‘_’ i) ‘ .:i | 1
1 |13 "f:=_q 715 n—.-{, ‘_.L ARy | 715 (286 B 13 | 1

I 1 141 91 3641100112002 | 3038 8008 2002[ 1001[ 347 91| 14 |1

Rys. 15, Tréjkqt Pascala - fraktal z wielokrotnosci liczby 3

1 300334233003

Rys. 16, Trojkqt Pascala - fraktal z wielokrotnosci liczby 4
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Ciekawostki dotyczace Trojkata Pascala

W trojkacie Pascala pierwsza przekatna sklada si¢ z samych jedynek,
nastgpna zawiera liczby naturalne.

Jedynki
Liczby naturalne

Liczby tréjkatne

Liczby czworoécienne (piramidalne)

364|1001|2002| 3003|3423|3003‘2002| 1001| 364| 91 [ 14 I 1 |

Rys. 17, Trojkqt Pascala - ciekawostka 1

Trzecia przekatna to tzw. liczby trojkgtne, czyli liczba kot tej samej
wielkosci, ktére mozemy ,,utozy¢” w trojkat rownoboczny (patrz Rys. 15).

e & A&

Rys. 18, Liczby trdjkgtne - zilustrowanie definicji

Nastepna przekatna to liczby czworoscienne. S to liczby odpowiadajace
liczbie kul, ktore mozna ,ulozy¢” w czworos$cian, ktdrego $cianami
sg trojkaty rownoboczne.

Fot. 4, Liczby czworoscienne - zilustrowanie definicji
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Kolejng ciekawostkg na temat trojkata Pascala sg sumy pozorne. Sumujac
liczby w poszczegdlnych poziomych rzedach otrzymujemy kolejne potegi
liczby 2.

|1 | < 20=]

1 1 & 71=>

112 |1 ¢ 22=4

113 |3 |1 e 23=8

114 |6 4|1/ e 24=16

1|5 [10/10|5 |1 | ¢ 25=32
1|6 |15/20|15/6 |1 |« 26=64

1 |7 ]21(35|35(21|7 |1 | & 27=128
1|8 |28|56|70|56|28[8 |1/ < 28=256
1 ]9 [36|84[126/126/84|36| 9|1 | ¢ 29-512

1
1 |10 |45 |120[210|252[210/120|45 | 10| 1 | &——— 210=1024
1 | 11|55 |165/330/462/462|330/165|55 |11 | 1 | &——— 211=2048
1 |12 |66 |220/495|792| 924|792 |495|220| 66 |12 | 1 | €—— 212=4096
1 |13 | 78 |286 | 715 |1287|1716/1716|1287| 715 | 286 | 78 | 13 | 1 | &— 2!3=8192

1 | 14| 91 | 3641001 | 2002|3003 3423(|3003|2002| 1001 364 | 91| 14 | 1 € 214=16384

Rys. 19, Trojkqt Pascala - ciekawostka 2
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Fraktale wokol nas

Brokul wloski

Bardzo dobrag wizualizacjg fraktala sg kalafiory 1 brokuty,
w szczegbdlnosci brokuty wloskie. Tworza go wigzki jego kwiatow, ktore
przypominajg cato$¢ brokutu. Sktadajg si¢ one z coraz mniejszych wigzek
kwiatow przypominajacych pomniejszony brokut.

Fot. 5, Brokut wtoski
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iS¢ paproci

or s

L

rr

Kolejnym przyktadem fraktala w przyrodzie jest 1i$¢ paproci —uderzajace

podobienstwo do fraktala Papro¢ Barnsleya.

Fot. 6, Lis¢ paproci
Fot. 7, Paproc¢ Barnsleya
17




Chmury

,,hie dos¢, ze chmury sq fraktalami, to jeszcze w siodmym ,,zanurzeniu”
ich wymiar fraktalny jest taki sam”

Shaun Lovejoy

Chmura przybiera rozne ksztalty 1 niewatpliwie jest jedng caloscia.
Zbudowana z pewnej ilosci mikroskopijnych kropelek wody i pary wodne;.
Gdybysmy wiec "wycieli" kawalek z catosci mogliby$Smy si¢ przekonac iz
jest zbudowana z wielu mniejszych powtarzajacych si¢ struktur (bardzo
podobnych do catosci).

Fot. 8, Chmury
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Zastosowania fraktali

Wyjatkowe cechy fraktali sprawily 1z znalazty one swoje zastosowanie w
wielu réznych dziedzinach zycia. Pierwszym przykladem jest antena
fraktalna w ktérg wyposazony jest kazdy telefon komorkowy. Antena
zamiast standardowej konstrukcji wykorzystuje ksztalty pojawiajace si¢ w
znanych nam fraktalach. Dzigki temu skuteczniej wypetia przestrzen
zajmowang przez nig a tym samym zapewnia lepszg transmisje energii do
fali radiowej. Dzigki tej wlasno$ci antena fraktalna nadaje sygnat na duzo
wicksza odleglos¢ niz zwykta antena tej samej wielkosci.

:

M

§enn5

=

Rys. 20, Schemat ideowy anteny fraktalnej Hilberta czwartego rzedu

Dzigki fraktalom mozliwe jest tworzenie spektakularnych efektow z
wykorzystaniem grafiki komputerowej. Tworzone sg realistyczne 1 pigkne
krajobrazy, wybuchy wulkanow, sceny, ktore niemozliwe byly wczesniej
do nakrecenia podczas produke;ji filmu.

Kompresja obrazoéw jest kolejnym przyktadem, gdzie fraktale znajduja
swoje zastosowanie. Kompresja fraktalna to system kompresji stratnej,
ktora bazuje na podobienstwie roznych fragmentow danego obrazu.
Pozwala to na zapisanie tylko kilku elementow obrazu i1 przeksztatcen, ktore
trzeba bedzie wykona¢ po dekompresji obrazu. Niestety metoda ta jest
bardzo czasochtonna i1 z tego powodu jest rzadko stosowana. Niemniej
jednak ten sposob zapisu wielokrotnie przewyzsza kompresje JPG.
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W medycynie fraktale znalazty zastosowanie miedzy innymi w analizie
obrazéw tomograficznych oraz w rozpoznawaniu komorek. Na przyktad
kilka lat temu w osrodku badawczym w Mount Sinai w Nowym Jorku
zostaly wskazane zalezno$ci pomiedzy wymiarem fraktalnym chromosomu,
a rakiem.

Fraktale znalazly tez zastosowanie w projektowaniu wnetrz. Przyktadem
jest ponizsze zdjecie Drzewo Pitagorasa w pokoju.

Fot. 9, Zastosowanie fraktali w projektowaniu wnetrz



Fraktale jako inspiracja

Drzewo fraktalne
W  bardzo nietypowy sposob zostal uhonorowany nasz polski
matematyk. Przed wydziatlem matematyki Cambridge University, jednego
z najlepszych uniwersytetow na §wiecie, stangto drzewo fraktalne oparte na
odkryciu polskiego matematyka Wactawa Sierpinskiego.

b
aulll e

Fot. 10, Drzewo fraktalne stojgce na Cambridge Uniwersity

Zywy fraktal
W 2019 roku ponad 6,5 tys. uczniow z 81 matopolskich szkét utworzyto
w na Btoniach "zywy" Trojkat Sierpinskiego, czyli najstynniejszy
w matematyce fraktal. Mlodziez uczcita w ten sposob 100-lecie Polskiego
Towarzystwa Matematycznego w Krakowie.

Fot. 11, "Zywy" fraktal na krakowskich bfoniach
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Tworczos¢ wlasna

Fraktal nr 1 (na bazie gwiazdy sze$cioramiennej)

Zaczynamy od zbudowania gwiazdy szeScioramiennej z dwoch trojkatow
rownobocznych (patrz Rys.21). Nastepnie na jej ramionach budujemy
kolejne gwiazdy w skali 1:2 (patrz Rys.22 i Rys.23). Kolejno na
ramionach kazdej czerwonej gwiazdy budujemy kolejne gwiazdy (patrz
Rys.24 i Rys.25).

Rys. 21, Etap 1 konstrukcji fraktala nr 1

V

Rys. 22, Etap 2 konstrukcji fraktala nr 1
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LN N

BAVIAVAVLY, v \/
A A AvAvAvAvA Rys. 25,Etap 4 konstrukcji fraktala nr 1
UTAvAvAvAvLvATa
\WAVAV/ V V

JAVAVAVAN
# AVAVAVAVAVAVAVAVAVA /\
/\

VAVAV” w:m

onstrukcji fraktala nr 1

23



Fraktal nr 2 (na bazie gwiazdy sze§cioramiennej)

Zaczynamy od zbudowania gwiazdy sze$cioramiennej 0 wszystkich
bokach tej samej dlugosci (patrz Rys.26). Nast¢pnie na jej ramionach
budujemy kolejne gwiazdy w skali 1 : 3 (patrz Rys.27 i Rys.28). Kolejno
na ramionach kazdej czerwonej gwiazdy budujemy kolejne gwiazdy (patrz

Rys.29 i Rys.30).

) S A

Rys. 26, Etap 1 konstrukcji fraktala nr 2 X\ <

/\ N/

A ) XA
X X
) A X
4 >\ K Y4

\v4

Rys. 28, Etap 3 konstrukgji fraktala nr 2
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Rys. 29, Etap 4 konstrukcji fraktala nr 2 Y/\Y
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Podsumowanie

Fraktale to co$ wigcej niz tylko powtarzajace si¢ struktury. To pigkno
matematyki i natury.

W swojej pracy staratam si¢ pokazac, ze fraktale mogg stac si¢ inspiracja
do odkrywania pigkna matematyki i §wiata. Niezwykla regularnos¢ i pigkno
czasami bywaja ukryte w matych strukturach, ktére z pozoru codzienne
okazujg si¢ by¢ fascynujace.

Mam nadziej¢, ze moja praca stanie si¢ inspiracjg dla kolejnych
odkrywcow fraktali.
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