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WSTEP

Kazdy z nas spotyka sie na co dzien z wieloscianami. Mogg one przybierac rézng
forme, najczesciej zauwazamy wielosciany wystepujgce w postaci najprostszych bryt
ztozonych z 4 do 6 $cian, jak np. pudetko po butach, piramida, kostka Rubika, czy szafki
kuchenne. Spotykamy sie tez ze znacznie bardziej ztozonymi wieloScianami,
jak cho¢by brylanty (najczesciej zbudowane z 58 S$cian, ale niekiedy nawet
ze 146 Scian) lub piteczki golfowe ztozone z 300 do 500 Scianek.

najprostszy czworoscian brylant ze 146 Scianami piteczka golfowa
Zrédto: https://pl.wikipedia.org/ Zrédto: https://diamondscenter.pl/ Zrédto: https://pl.wikipedia.org/
WIELOSCIANY

Czym witasciwie sg wielosciany? Zgodnie z definicja wieloscian to bryfa
geometryczna, ograniczona przez tak zwang powierzchnie wieloScienng, czyli
powierzchnie utworzong z wielokagtéw o roztgcznych wnetrzach i kazdym boku
wspolnym dla dwéch wielokgtow.

Kazdy wieloscian ma:
e Sciany — wielokaty, ktére razem tworzg powierzchnie wieloscianu,
e krawedzie, bedgce bokami sciany,
e wierzchotki - korice krawedzi wielos$cianu.

Nalezy jednak zaznaczyg, iz Istniejg rozne opinie co do formalnej, ,matematycznej”
definicji wieloscianu i stagd nie podajemy takiej definicji w naszej pracy.
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Bry%C5%82a_geometryczna
https://pl.wikipedia.org/wiki/Bry%C5%82a_geometryczna
https://pl.wikipedia.org/wiki/Powierzchnia_wielo%C5%9Bcienna
https://pl.wikipedia.org/wiki/Wielok%C4%85t
https://pl.wikipedia.org/wiki/Wn%C4%99trze_(matematyka)
https://pl.wikipedia.org/wiki/Matematyka

Niewatpliwie najbardziej znane grupy wielo$ciandw to graniastostupy i ostrostupy
— nie jest to jednak podstawowy podziat wieloscianéw. W zaleznosci od ich budowy
wielosciany mozna podzieli¢ na:

e wypukte i niewypukte

Wieloscian wypukty to taki, w ktérym prawdg jest, ze dwa jego punkty moga
zawsze by¢ potaczone odcinkiem linii, ktéry pozostaje w obrebie figury.
W wieloscianie niewypuktym tgczac co najmniej dwa jego punkty mozna narysowad
odcinek linii znajdujacy sie na zewnatrz figury.

wielosciany wypukte

Zrédto: https://pl.economy-pedia.com

wielos$ciany niewypukte

Zrédto: https://pl.economy-pedia.com

e foremne, pétforemne i nieforemne (wszystkie pozostate)

Wielo$cian foremny (platoniski - od nazwiska greckiego filozofa i matematyka
Platona) to taki, ktérego wszystkie sciany sg przystajgcymi wielokgtami foremnymi,
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https://pl.wikipedia.org/wiki/Przystawanie_(geometria)
https://pl.wikipedia.org/wiki/Wielok%C4%85t_foremny

w kazdym wierzchotku zbiega sie taka sama liczba scian oraz wszystkie katy
wieloscienne sg réwne. Bryly platoniskie sg brytami wypuktymi. Istnieje tylko
5 wielo$ciandw foremnych — zestawiono je w ponizszej tabeli.

Liczba Liczba Liczba

Nazwa Nazwa grecka Grafika $ciana L i ) .
scian | Krawedzi wierzchotkow

trojkat foremny

CZWoroscian tetraedr i & 4
(rownoboczny)
imodel 3D)
L czworokagt foremny
sZescian heksaedr 12 3
(kwadrat)
(model 30
e trajkat foremny
osmioscian oktaedr ) 12 G
(réwnoboczny)
(model 30
dwunastoscian | dodekaedr pieciokat foremny 12 30 20
(model 30
. . . trojkat foremny
dwudziestoscian | ikosaedr 20 30 12

{réwnoboczny)

(model 30

Zrédto: https://pl.wikipedia.org/

Wieloscian poéfforemny (archimedesowy - od imienia Archimedesa z Syrakuz)
to taki wieloscian, ktorego sciany sg wielokgtami foremnymi, w kazdym wierzchotku
zbiega sie jednakowa liczba scian, jednak poszczegdlne Sciany réznig sie od siebie oraz
istnieje izometria przeksztatcajgca kazdy wierzchotek na kazdy inny (inaczej mowiac
Sciany nie sg przystajgcymi wielokgtami foremnymi). Wielosciany te powstajg w
wyniku $cinania narozy wielosciandw platonskich. Przyktadowe wielosSciany
potforemne przedstawiono ponizej.
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https://pl.wikipedia.org/wiki/K%C4%85t_wielo%C5%9Bcienny
https://pl.wikipedia.org/wiki/K%C4%85t_wielo%C5%9Bcienny
https://pl.wikipedia.org/wiki/Archimedes
https://pl.wikipedia.org/wiki/Wielo%C5%9Bcian
https://pl.wikipedia.org/wiki/Wielok%C4%85t_foremny
https://pl.wikipedia.org/wiki/Wierzcho%C5%82ek_(geometria)
https://pl.wikipedia.org/wiki/Izometria

czworoscian sciety szescian sciety szescio-osmioscian osmioscian sciety

dwunastoscian sciety dwudziesto-dwunastoscian dwudziestoscian sciety

Zrédto: http://www.math.uni.wroc.pl

Jak widac¢ na powyzszej grafice tworzenie wielo$ciandw wcale nie musi by¢ sprawg
prosta.

TWORZENIE WIELOSCIANOW O ZADANIEJ LICZBIE SCIAN, KRAWEDZI
LUB WIERZCHOLKOW

Czy zatem fatwo jest utworzy¢ wieloscian o zadanej liczbie scian, krawedzi
lub wierzchotkéw? Jak najprosciej to zrobic?

Przystepnej i sprytnej odpowiedzi na te pytania dostarcza artykut ,Twierdzenie
OMGa” autorstwa Barttomieja Bzdegi z Uniwersytetu im. A. Mickiewicza w Poznaniu.

W artykule przedstawiono dwie metody tworzenia wielosciandw, przy czym
zaprezentowane sposoby odnoszg sie do wielo$ciandw wypuktych.

METODA 1:

Polega na scieciu wierzchotka P (na rys 1) stopnia d (stopien wierzchotka to ilos¢
krawedzi wychodzaca z tego wierzchotka) w taki sposdb, by ptaszczyzna ciecia
przechodzita przez wszystkie krawedzie wychodzgce z wierzchotka P, ale nie
przechodzita przez zaden wierzchotek tego wieloScianu. Takie ciecie zagwarantuje
ptaszczyzna potozona wystarczajgco blisko wierzchotka P.
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d - stopien wierzchotka P

x scian = d+1 x+1 $cian
y wierzchotkéw = d+1 y+d-1 wierzchotkow
z krawedzi = 2d z+d krawedzi

Rys. 1

Na podstawie rysunku z artykutu , Twierdzenie OMGa”

Ta metoda spowoduje:
—wzrost liczby $cian o 1 (powstaje sciana d-katna);
— wzrost liczby krawedzi o d (sg to krawedzie nowo powstatej Sciany);

— wzrost liczby wierzchotkow o d-1 (na miejsce wierzchotka P przychodzi
d wierzchotkéw stopnia 3).

Ponadto wszystkie Sciany, ktérych wierzchotkiem byt punkt P, zwiekszaja
liczbe bokéw o 1.

METODA 2:

Polega na wybudowaniu ostrostupa, ktdrego podstawg jest Sciana S$ majaca
b bokdédw (na rys 2) w taki sposdb, by katy dwuscienne pomiedzy Scianami tego
ostrostupa a sgsiednimi $cianami wielo$cianu byty miary mniejszej niz 180 stopni
(w przeciwnym wypadku otrzymamy wielo$cian niewypukty). Aby to osiggnaé nalezy
zbudowa¢ odpowiednio niski ostrostup.
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b krawedzi sciany S

x scian wieloscianu x+b-1 Scian wieloscianu

y wierzchotkéw wieloscianu y+1 wierzchotkow

z krawedzi wieloscianu z+b krawedzi wieloscianu
Rys. 2

Na podstawie rysunku z artykutu ,Twierdzenie OMGa”

Ta metoda spowoduje:

— wzrost liczby Scian o b — 1 (na miejsce b-kata pojawi sie b tréjkatow);

—wzrost liczby krawedzi o b (sg to krawedzie boczne dobudowanego ostrostupa);
—wzrost liczby wierzchotkédw o 1 (stopnia b).

Ponadto wszystkie wierzchotki dawnej Sciany S zwiekszg stopien o 1.

Przedstawione powyzej dwie metody majg utatwi¢ tworzenie wielo$cianéw
wypuktych o zadanej liczbie scian, krawedzi lub wierzchotkdw.

Przyktad wykorzystania metod 1 2:

Zadanie: Przeksztatcenie szeScianu w wieloscian o 22 $cianach.

1. Za punkt wyjscia postuzy nam szescian:

J————-
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Na 4 $cianach sze$cianu budujemy ostrostupy stosujgc metode nr 2

Uwaga: Ponizsze rysunki ostrostupdw sg jedynie pogladowe. Ostrostupy powinny
by¢ na tyle niskie, aby bryta pozostata wieloscianem wypuktym.

2.

4 LN

J—— |

T
Y

Otrzymujemy w ten sposdb wieloscian o 18 Scianach — 4 ostrostupy kazdy o 4
Scianach bocznych oraz dwie sciany szeScianu.
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3. Scinamy wierzchotki ostrostupéw stosujgc metode nr 1

Otrzymujemy w ten sposob wieloscian o 22 scianach — 4 Sciete ostrostupy (kazdy
0 4 Scianach bocznych i jednej Scianie stanowigcej sciety wierzchotek) oraz dwie $ciany
szescianu.

ZASTOSOWANIE METOD 1i 2 - ZADANIA:

(zadanie z artykutu B. Bzdegi ,, Twierdzenie OMGa w Delcie nr 2/2023)

Czy istnieje wielo$cian wypukty,

1.
2.
3.

w ktdrym liczba scian i liczba wierzchotkdw sg réznymi liczbami pierwszymi?
ktdry ma tyle samo wierzchotkdw i scian, ale nie jest ostrostupem?

ktdrego liczba krawedzi jest cztery razy wieksza od wartosci bezwzgledne;j
roznicy liczby jego scian i wierzchotkow?

w ktérym kazda krawedz jest bokiem pewnej Sciany siedmiokatne;j?

ktdry ma doktadnie siedem $cian szesciokatnych?

. W ktérym kazdy wierzchotek ma stopien 3 i kazde dwie sciany o wspdlnej

krawedzi majg rézna liczbe bokéw?
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7. ktéry ma nieparzysta liczbe scian i wszystkie wierzchotki parzystego stopnia?

Zad 1

Czy istnieje wieloscian wypukly, w ktorym liczba $cian i liczba wierzchotkéw
sg roznymi liczbami pierwszymi? (zadanie z artykutu B. Bzdegi , Twierdzenie OMGa
w Delcie nr 2/2023)

Rozwigzanie (nasze, ale ostatecznie zgodzito sie z rozwigzaniem dotgczonym do
artykutu):

Szukana bryta nie jest graniastostupem, poniewaz graniastostup ma zawsze
parzystg liczbe wierzchotkdw. Nawet jesli zetniemy jeden z nich, to otrzymamy
dodatkowe dwa, wiec liczba wcigz bedzie parzysta.

Dlatego mozna bytoby rozpatrzyé ostrostup z parzystg liczbg krawedzi przy
podstawie, bo tylko w takim wariancie mamy nieparzystg liczbe wierzchotkéw przed
wykonaniem jakiejkolwiek z operac;ji.

Proba 1

Za podstawe ostrostupa bierzemy czworokat, co daje nam wyjsciowo 5 Scian.
Scinajac po kolei wierzchotki, przybywa o jedng $ciane, wiec mozemy uzyska¢ ich
6,7,8 lub 9 (z tego tylko 7 jest liczbg pierwszg). Aby otrzymac 7 scian trzeba $cigc
2 wierzchotki przy podstawie. Niestety w celu otrzymania liczby scian, ktéra jest liczba
pierwszg, nalezy scig¢ jeden, trzy lub 4 wierzchotki. Dlatego tez ostrostup
z czworokatem w podstawie nie moze by¢ rozwigzaniem.

Proba 2

Zatem bierzemy inng podstawe, tym razem 6-ciokat (gdyz musi to by¢ parzystokat
zeby przed Scieciem byta nieparzysta liczba wierzchotkéw). Wyjsciowo mamy 7 $cian
i Scinamy kolejno wierzchotki w podstawie.

- jesli zetniemy 2 wierzchotki to wychodzi 7+2=9 Zle, bo ta liczba nie jest pierwsza
- jesli zetniemy 3 wierzchotki to wychodzi 7+3=10 tez zle
- jesli zetniemy 5 wierzchotkdw to wychodzi 7+ 5=12 tez zle

- jesli zetniemy 6, to jest 7 + 6 = 13 Scian, ktdre jest liczbg pierwszg rozwigzujaca
zadanie. Wtedy wierzchotkéw jest 7 — 6 + 6 - 3 = 19 (Scinamy sze$¢ wierzchotkow,
ale dochodzg przy kazdym $cieciu 3 nowe).

Odp. Scinamy 6 &cian przy podstawie w ostrostupie prawidtowym 6-ciokgtnym,
a utworzenie bryty jest mozliwe.
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Nasze rozwigzanie, zgodzito sie z rozwiqzaniem dotgczonym do artykutu,
ale dosztysmy do niego samodzielnie.

Zad 2

Czy istnieje wieloscian wypukty, ktory ma tyle samo wierzchotkdéw i $cian, ale nie
jest ostrostupem? (zadanie z artykutu B. Bzdegi ,Twierdzenie OMGa w Delcie
nr2/2023)

Rozwigzanie (nasze):

Dla graniastostupa n-katnego:
(n + 2) Sciany,

3n krawedzi,

2n wierzchotkow,

bytoby 3n =n + 2,

czyli 2n=2,

n = 1, co stanowi sprzecznos¢, bo podstawa graniastostupa musi mie¢ co najmniej
3 wierzchotki.

Dla ostrostupa n-katnego:
(n+ 1) scian

2n krawedzi

(n + 1) wierzchotkow

Poniewaz zgodnie z warunkami zadania bryta nie moze by¢ ostrostupem, scinamy
wierzchotek. Przy scieciu wierzchotka dla ostrostupa n-katnego liczba scian wzrasta
o jedng, jest teraz n + 2 $ciany,orazn + 1+ d — 1, czylin + d wierzchotkow:

n+2=n+d

czylid = 2 sprzecznosc, bo z wierzchotka bryty wychodzg przynajmniej 3 wierzchotki.

Zbudowanie takiej bryty ze sciecia wierzchotka ostrostupa nie jest wiec mozliwe.
Sprobujmy wiec $cig¢ wierzchotek graniastostupa. Przy Scieciu wierzchotka

graniastostupa n- katnego, zwieksza sie liczba $cian o 1, teraz graniastostup ma n + 3
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Sciany, oraz 2n + d — 1 wierzchotkéw (d to liczba krawedzi wychodzaca, ze Scietego
wierzchotka).

Takwieccn+3=2n+d -1
czyli, 4=n+d

Nie jest to mozliwe, poniewaz n = 3 (jako liczba krawedzi podstawy) i d = 3
(liczba krawedzi wychodzaca z jednego wierzchotka).

Bryta powstata ze Sciecia wierzchotka graniastostupa nie istnieje.
Probowatysmy dobudowac ostrostup do $ciany graniastostupa lub ostrostupa.

Dla graniastostupa n-katnego: n 4+ 2 + b — 1 $cian (gdzie b to liczba bokdéw $ciany,
na ktérej dobudowujemy), 2n + 1 wierzchotkéw:

n+2+b—-1=2n+1
b=n,

Dla ostrostupa n-katnego: n+ 1+ b — 1, czyli n + b $cian (gdzie b to liczba bokéw
na scianie, na ktorej dobudowujemy), n + 1 4+ 1, czylin + 2 wierzchotki:

n+b=n+2
b = 2 niemozliwe, nie ma przeciez na ptaszczyznie dwukatéw.

Nie jest mozliwe spetnienie warunkdw zadania za pomocg dobudowania $ciany
do graniastostupa lub ostrostupa.

Moze wiec $cig¢ ktorys z wierzchotkdw osmioscianu foremnego (6 wierzchotkéw,
8 $cian)?

6+d—1=6+4—1=9 wierzchotkdw,
8+1=9 Scian.

vas

llustracja do rozwigzania zadania 2.
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Odp. Zgodnie z tezg zawartg w artykule ,Twierdzenie OMGa” wieloscian istnieje. Jest
to sciety oSmioscian foremny.

W odpowiedziach do artykutu zamieszczono inne rozwigzanie: dobudowano ostrostup
do jednej ze scian szescianu, czyli, gdybysmy lepiej poszukaty, to dla graniastostupa
znalaztoby sie rozwiqzanie.

Zad 4

Czy istnieje wielo$cian wypukly, w ktorym kazda krawedz jest bokiem pewnej
$ciany siedmiokatnej? (zadanie z artykutu B. Bzdegi ,, Twierdzenie OMGa w Delcie
nr2/2023)

Rozwigzanie (zaczerpniete z artykutu B. Bzdegi):

Na poczatku rozwazamy szescian. Jesli odetniemy wierzchotek to na jego miejsce
uzyskamy sciane trojkatna. Jezeli scielibySmy kazdy wierzchotek to otrzymalibysmy
6 scian 8-katnych i 8 scian trojkatnych, co nie spetnia wymagan zadania. Jezeli
od kazdego naroza szescianu oprocz dwoch przeciwlegtych odetniemy wierzchoftek,
wowczas kazda krawedz tego wieloscianu jest bokiem pewnej Sciany 7-katnej.

llustracja do zadania 4. Wierzchotki, ktdre nie zostang odciete zaznaczone na
czerwono (pogrubione).

Zad 7

Czy istnieje wieloScian wypukly, ktdry ma nieparzysta liczbe $cian i wszystkie
wierzchotki parzystego stopnia? (zadanie z artykutu B. Bzdegi , Twierdzenie OMGa
w Delcie nr 2/2023)

Rozwigzanie (zaczerpniete z artykutu B. Bzdegi):

Rozpatrzmy graniastostup tréjkatny i ptaszczyzne przechodzacg przez srodki
krawedzi wychodzacych z jednego, wybranego wierzchotka, odetnijmy z niego
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czworoscian zawierajgcy ten wierzchotek. Nastepnie w ten sam sposéb odetnijmy
czworos$ciany z pozostatych wierzchotkéw graniastostupa. Otrzymany wieloscian
spetnia warunki zadania

llustracja do rozwigzania zadania nr 7.

CZY DA SIE ZBUDOWAC DOWOLNY WIELOSCIAN WYPUKLY O ZADANEJ LICZBIE
SCIAN, KRAWEDZI LUB WIERZCHOtKOW?

Czy mozna jednak dowolnie narzuci¢ liczbe $cian, krawedzi lub wierzchotkéw
w wieloscianie wypuktym? Jak sprawdzié, czy np. da sie zbudowa¢ wieloScian
o 7 scianach, 8 wierzchotkach i 12 krawedziach?

Tutaj z pomocga przychodzi twierdzenie Eulera o wieloScianach. Euler to XVIII-
wieczny szwajcarski matematyk i fizyk, jeden z najwybitniejszych matematykow
w historii, ktoéry dokonat licznych odkry¢ w przerdznych gateziach matematyki.
Zauwazyt on, iz:

- jesli dla dowolnego wieloscianu zwyktego przyjmiemy oznaczenia:
S - liczba scian,
W - liczba wierzchotkdw,
K - liczba Krawedzi,

- to zachodzi rownosc¢
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W+S=K+2

Co ciekawe, Euler nie zaprezentowat swojego odkrycia w zadnym opracowaniu
naukowym, a podzielit sie nim w liscie do swojego przyjaciela Christiana Goldbacha.

Odpowiadajgc na postawione powyzej pytanie — nie da sie zbudowa¢ wielos$cianu
o 7 scianach, 8 wierzchotkach i 12 krawedziach, gdyz:

Lewa strona rownania: W+S=8+7=15
a

Prawa strona rownania: K+2=12+2 =14
L#P

Zatem wieloscian wypukty o 7 S$cianach i 8 wierzchotkach musiatby mieé
13 krawedzi.

Pamieta¢ nalezy ponadto, ze liczba krawedzi musi byé wieksza od liczby
wierzchotkow, a liczba wierzchotkdw nie moze by¢ mniejsza od liczby scian.

Dowdd twierdzenia Eulera o wieloscianach

Aby udowodni¢ prawdziwos¢ powyzszego wzoru mozna postuzy¢ sie zasadag
indukcji matematycznej. Aby tego dokonac nalezy odrzucic jedng ze scian wieloScianu,
a pozostaty jego czesc roztozyé na ptaszczyznie (Sciany wieloscianu sg wielokgtami
o roztgcznych wnetrzach i wspdlnych bokach, ktére to wielo$ciany dzielg ptaszczyzne
na skonczong ilos¢ obszardéw).

Dla jednej dowolnej sciany zachodzi (zgodnie z przyjetymi wczesniej oznaczeniami)
zaleznosc:

S=1iK=W.

Dla kazdej kolejnej Sciany ilos¢ Scian zwieksza sie 0 1, a liczba wierzchotkdéw o jeden
mniej niz liczba krawedzi (co mozna opisac jako W + 1 = K).

Mozemy wiec zapisaé: W+S=K+1

Na koniec dotgczmy odrzucong poczatkowo sSciang, tworzgc zndéw wieloscian - jej
dotaczenie spowoduje domkniecie wielokata, a wzér bedzie miat postac:

W +S =K+ 2, czyli wzor Eulera.
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Ponizej
czworoscianu foremnego:

Siatka czworoscianu

<

Dodawanie scian

TR0
L

T
N

2R
Low

Domkniecie czworoscianu

AW
Il

(21N N

.

QD

zaprezentowane kolejne etapy dowodu twierdzenia

Zatem:
W+S =4
K+1=4

Zatem:
W+S =6
K+1=6

Zatem:
W+S =7
K+1=7

Zatem:
W+S =8
K+2=8

DODATKOWE INFORMACIJE WARTE ZAPAMIETANIA:

Eulera dla

o w przypadku wielosciandw wypuktych o $cianach trojkatnych. W takich
brytach dodatkowo spetniona jest zaleznos¢:

3:5=2-K

e liczba krawedzi wieloScianéw moze by¢ dowolng liczbg parzystg nie mniejsza

od 6
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e liczba krawedzi wielosciandw moze by¢ dowolng liczbg nieparzysta nie mniejsza
od9

e wzOr Eulera sprawdza sie takze dla niektérych wieloscianéw niewypuktych —
np. dla kazdego graniastostupa niewypuktego (przyktad ponizej)

Zrédto: http://zpe.gov.pl

A NA DESER...

Cos o Eulerze...

Wiekszos¢ swojego naukowego zycia Euler spedzit w Petersburgu (tam tez zmart),
ale pracowat réwniez dla kréla Prus Fryderyka, gdzie udzielat prywatnych lekcji
ksiezniczce Anhalt-Dessau, siostrzenicy kréla. Efektem tych lekcji byta ksigzka
zawierajgca ponad 200 listow Eulera napisanych do ksiezniczki stanowigcych pierwsze
w historii dzieto w przystepny sposéb objasniajgce najwazniejsze pojecia fizyki
i matematyki. Euler byt zatem pierwszym w dziejach popularyzatorem nauki, a przy
tym autorem pierwszej bestsellerowej ksigzki popularnonaukowej. O pracowitosci
Eulera swiadczy liczba jego prac naukowych (po utracie wzroku je dyktowat) - w sumie
wydano ich 886, sposréd nich 356 ukazato sie po jego Smierci.
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i ,jego” mostach...

»W Krélewcu jest wyspa zwana Knipawg [...]” — tak rozpoczynata sie praca
naukowa Eulera, ktdéra dafta poczatek tzw. teorii graféw, niezwykle istotnej
we wspotczesnej informatyce, planowaniu produkcji, transporcie i genetyce.

Euler rozwigzat problem, nad ktérym od dawna zastanawiali sie mieszkancy
Krolewca: ,,Czy mozna po siedmiu mostach tgczacych dzielnice miasta z wyspga
na Pregole odby¢ spacer w ten sposodb, by przejs¢ kolejno przez wszystkie mosty
nie przechodzac po zadnym z nich wiecej niz raz jeden?”

KONINGSBERGA

Mapa Krdlewca z 7 mostami.

Zrédto: https://www.gdanskstrefa.com

Euler dowiodt, ze jest to niemozliwe. Przedstawit rozwigzanie zagadki w postaci
schematu na mapie ztozonego z punktdw i kresek, gdzie punkty oznaczaty
poszczegdlne dzielnice, a linie przedstawiaty mozliwg trase spaceru — tym samym
stworzyt pierwszy w historii ,graf” .
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Bs c3

Ds

schemat mostéw graf natozony na schemat graf

Zrédto: https://www.gdanskstrefa.com Zrédto: https://open.uj.edu.pl Zrédto: https://centrumnaukiecl.pl

Liczby przy kropkach na grafie informujg, ile linii spotyka sie w kazdej z kropek.
Liczby te sg nieparzyste. Analizujac ten i podobne mu grafy, Euler odkryt, ze przejscie
kazdg krawedzig tylko raz bedzie mozliwe na przyktad wtedy, gdy w kazdej kropce
(wierzchotku grafu) spotka sie parzysta liczba linii (krawedzi grafu), wtedy zas, gdy
liczba krawedzi przy kazdej kropce bedzie nieparzysta, takie przejscie bedzie
niemozliwe.

Tym co zrobit Euler dalej, byto sformutowanie podstaw teorii graféw - w tym pojec
takich jak krawedz, wierzchotek oraz stopien wierzchotka. Dla powyzszego grafu kazdy
z wierzchotkdéw jest nieparzystego stopnia (trzy wierzchotki sg stopnia réwnego 3,
jeden wierzchotek jest stopnia 5). | okazuje sie, ze to wystarcza do tego, by nie dato
sie zaplanowac spaceru tak, jak planowali mieszkaricy miasta. Aby spacer byt mozliwy,
to doktadnie dwa wierzchotki mogg miec nieparzysty stopien.

W jezyku teorii graféw ,graf z mostami Eulera” nazywany jest grafem nie-
eulerowskim, natomiast graf, w ktérym da sie ,,zaplanowaé spacer” przez wszystkie
krawedzie, w tym kazdg tylko raz - jest grafem eulerowskim. Takg trase (tj. ciag
kolejnych wierzchotkdw i krawedzi, przez ktére przechodzimy), nazywamy cyklem
Eulera jesli wracamy do punktu startowego lub drogg jesli punkt startowy i koricowy
sie nie pokrywajg. Zachodzi zatem nastepujace twierdzenie:

Graf ma cykl Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego wierzchotek ma stopien
parzysty. Graf ma droge Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy ma doktadnie dwa wierzchotki
stopnia nieparzystego.

Nalezy wspomnie¢ réwniez o grafach skierowanych tj. takich ktorych wierzchotki
potgczone sg strzatkami (stad nazwa) albo fukami zakonczonymi grotem. Ruch po
takim grafie mozliwy jest tylko w kierunkach wskazywanych przez krawedzie. Graf
skierowany mozna sobie wyobrazi¢ jako sie¢ ulic, z ktorych kazda jest
jednokierunkowa, a ruch pod prad jest zakazany.
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Graf skierowany (ze strzatkami na krawedziach) ma cykl Eulera wtedy i tylko wtedy,
gdy w kazdym wierzchotku liczba krawedzi wychodzacych réwna jest liczbie krawedzi
wchodzgcych.

Tak narodzita sie teoria grafow - matematyczna idea, ktéra stoi miedzy innymi
u podstaw dzisiejszej informatyki, kryptografii, a takze wielu innych praktycznych
zastosowan. Stanowi tez Swietng metode rozwigzywania wielu zadan logicznych
(np. problem komiwojazera, problem chinskiego listonosza, problem najkrotszej
drogi, czy da sie narysowaé bez odrywania otdwka od kartki i bez rysowania ponownie
wzdtuz narysowanej juz linii koperte otwartg i zamknietg).

i co to ma wspdlnego z wieloscianami?

Nazewnictwo punktéw i linii w grafach brzmi zadziwiajgco podobnie
do nazewnictwa stosowanego w wieloscianach. Otdz zbiezno$¢ ta nie jest
przypadkowa. Wielosciany mozna przedstawi¢ w postaci grafow. Odpowiednikiem
wierzchotka ikrawedzi wieloscianu jest wierzchotek i krawedz grafu,
a odpowiednikiem $ciany wieloscianu obszar otoczony przez krawedzie grafu,
a takze obszar na zewnatrz grafu.

Przyktadowo - tak jak wyrdézniamy wieloSciany platonskie, tak samo wyrdzniamy
grafy platonskie, czyli grafy utworzone z krawedzi i wierzchotkdw wieloscianow
foremnych, co przedstawia ponizsza grafika:

- | *——» A , /
.{::: B - SN « 4/ ‘. /7 /e
," *—e / / /"a"i. N\ \ o ‘< / / - T‘i \
Y S TN s \/ [ ST S\
* —— 9 ¥ . i —
czworoscian szescian o$mio$cian dwunastoscian dwudziesto$cian

Zrédto: http://www.minch.pl

Nalezy podkresli¢, ze wzor Eulera dla wieloscianéw (W + S = K + 2) spetniaja
wszystkie grafy planarne tj. narysowane na pfaszczyznie w ten sposdb, ze ich
krawedzie nie przecinajg sie.
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WNIOSKI

Czego sie nauczytySmy przy pisaniu tej pracy?

e Poznaty$Smy rodzaje wieloscianow,
e Dowiedziatysmy sie, ze tematem wieloscianow interesowano sie juz
w starozytnosci
e PoznatySmy zaleznos¢ liczby $cian i krawedzi w wielokatach wypuktych
o Scianach tréjkatnych,
o Cwiczyly$my tworzenie wielo$cianéw o zadanej liczbie $cian, krawedzi
i wierzchotkow
e Poznaty$Smy twierdzenie Eulera o wieloscianach i dowiedziatysmy sie jak
niesamowity wktad wniost w rozwdj matematyki,
e Poznatysmy podstawy teorii graféw Eulera i sposoby jej zastosowania.
Tak wiec, warto byto napisac¢ prace z dziedziny matematyki, aby poznac zaréwno
troche wiecej niz na lekcjach matematyki, jak i nauczy¢ sie sposobu pisania
i redagowania pracy.
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