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Geometrie zaobserwowa¢ mozemy w caltym wszechswiecie, niezaleznie
od tego, czy patrzymy na jego najbardziej podstawowe fundamenty, czy tez
szukamy wiekszych zaleznosci. Wiedziat o tym juz Platon, ktéry twierdzit, ze materie
u podstaw tworzg tréjkaty, z ktorych z kolei skladajg sie "catostki" - idealne
czgsteczki bedace figurami geometrycznymi i budujgce wszystko, co nas otacza.

Dzisiaj wiemy oczywiscie, ze atom nie jest trojkgtem. Sama istota mysli
Platona jest jednak nadal aktualna: geometria odgrywa wazna role na kazdym
stopniu budowy otaczajacej nas rzeczywistosci, a zgtebianie wiedzy o niej jest
wazne dzisiaj tak samo jak to byto tysigce lat temu.

Z inicjatywy dr Bronistawa Pabicha postanowilismy podjg¢ sie opracowania
procesu tworzenia bryt w programie SketchUp. Pod jego skrzydtami zgtebialiSmy
wiedze na temat geometrii i jej budowy w domenie cyfrowej. Pozwolito nam
to na stworzenie przewodnika konstruowania wieloscianéw jednorodnych
wklestych z grupy symetrii szescienno-osmiosciennej, majgc nadzieje,
ze pozwoli on kazdemu zrozumie¢ powstawanie i budowe figur tréjwymiarowych
oraz zacheci do dalszego zgtebiania pieknego Swiata  geometrii.
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Wielosciany jednorodne (ang. uniform polyhedra) to rodzina wieloscianow
potforemnych, ktérych naroza sg przystajgce a Sciany sg wielokgtami foremnymi.
Jednymi z najciekawszych, a zarazem zyskujgcych niewielkg uwage w polskiej
literaturze matematycznej bryt sg wielosciany jednorodne wkleste. Ich $ciany
sg wklestymi wielokgtami foremnymi i dzielg sie one na trzy grupy symetrii: grupa
symetrii czworosciennej, szes$cienno-osmiosciennej oraz dwunasto-
dwudziestoscienne;j.



. Symetria czworoscienna

Pierwszg grupg symetrii wieloscianow jednorodnych wklestych jest grupa symetrii
czworosciennej, w ktérej sktad wchodzi jedna bryta. Warto oméwi¢ jg przed
przejsciem do bardziej ztozonych bryt wchodzgcych w skfad symetrii szeScienno-
osmiosciennej bedgcej tematem naszej pracy.

1. Tetrahemihexahedron

Wieloscian ten nalezy do wieloscianéw
jednostronnych zbudowany z co drugiej sciany
osmioscianu foremnego. Posiada trzy kwadratowe
przekroje = nazywane  srednicowymi, podobnie
jak prezentowany obok Octahedron, czyli oSmioscian
foremny (rys. 1). To od tej bryty wychodzi¢ bedziemy
tworzgc Tetrahemihexahedron.

rys. 1

Tworzenie osmioscianu foremnego zaczynamy od rysowania kwadratu bedgcego
jednym z przekrojow srednicowych tego wieloscianu. Do wykonania pierwszych
krokéw wykorzystujemy narzedzie Line.

e Uktadamy przekatne wzdtuz osi X oraz Y (rys. 2), poniewaz pomoze nam
to w pdézniejszym etapie.
e Tworzymy krawedzie kwadratu tgczgc konce przekatnych (rys. 3)

Nastepnym krokiem jest obrét poprzednio stworzonego kwadratu z wcisnietym
klawiszem Ctrl 0 90° najpierw wokot osi X (rys. 4), a nastepnie wokét osi Y (rys. 5).

rys. 4 rys. &



Jednym z ostatnich etapéw budowania tego wieloscianu
jest utworzenie trojkagtnych Scian zewnetrznych. W tym
celu wybieramy narzedzie Line oraz prowadzimy linie
wzdtuz krawedzi Ssrodkowego kwadratu. W tym
momencie powstat osmioscian foremny (rys. 6).

Teraz, aby otrzymaé Tetrahemihexahedron musimy
usung¢ odpowiednie Scianki. Aby tego dokonac
naprzemiennie zaznaczamy sSciane oraz klikamy klawisz
Del na klawiaturze. Otrzymamy nastepujgcy wielo$cian

(rys. 7).

rys. 7

Wizualizacja pokazuje nam dlaczego bryta nazywana jest wklestym siedmioscianem.
Posiada on trzy $ciany sSrednicowe oraz cztery $ciany trojkatne,
Co po zsumowaniu daje nam siedem $cian. Bryta sktada sie z czterech ostrostupow
o podstawie trojkgta rwnobocznego.

ll. Symetria szescienno-osSmioscienna

Do symetrii szescienno-o$miosciennej nalezy dziesie¢ bryt wielo$ciennych. Niektore
z nich mozemy pogrupowac parami, poniewaz mieszczg sie w tej samej bryle
platonskiej lub archimedesowej, réznig sie tym, ze w miejscach, gdzie w jednej
z nich znajduje sie wgtebienie, w drugiej jest Sciana i vice versa. Takie wielo$ciany
nazywamy blizniaczymi.

Wielosciany symetrii szescienno-osmiosciennej charakteryzujg sie tym, ze mozemy
je umiesci¢ w szescianie lub osmioscianie w ten sposéb, ze niektére z ich scian
beda zawieraly sie¢ w scianach szescianu badz osmioscianu.



1. Octahemioctahedron

Jest to pierwszy wieloscian o symetrii szeScienno-o$miosciennej. Swoim wyglgdem
przypomina archimedesowski szescio-osmioscian. Do stworzenia tej bryly
zagtebiono kwadratowe Sciany, tworzgc w jego Srodku ostrotupy prawidiowe
czworokatne ze stykajgcymi sie wierzchotkami w srodku symetrii tej bryty.

Tworzgc ten wieloscian wychodzimy od szescianu. Na scianach utworzonej bryty
rysujemy za pomocg narzedzia Line odcinki fgczgce srodki jego krawedzi (rys. 8 i 9).
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rys. 8 rys. 9

Nastepnym krokiem jest stworzenie przekrojow; do tego wykorzystujemy narzedzie
Erase. Klikajgc w odpowiedni wierzchotek, usuwane sg trzy scianki (rys. 10 i 11).
Tym oto sposobem uzyskaliSmy bryte Archimedesa - szescio-osmioscian (rys. 12).

rys. 10 rys. 11 rys. 12

Do stworzenia wgtebien zaznaczamy odpowiednig $cianke Kklikajac lewym

przyciskiem myszy po czym klikamy Del (rys. 13). Powtarzamy te czynnosc
na wszystkich bokach (rys. 14).

W naszym opracowaniu mianem blizniaczych nazywamy bryly, ktére mieszczg
sie w tej samej bryle platoniskiej lub archimedesowej, réznig sie tylko usunietymi
w stosunku do tej bryty scianami




rys. 13 rys. 14
Ten wieloscian posiada 12 Scian - 8 tréjkatnych (zewnetrzne), 4 sze$ciokatne.

Dodatkowo jego 24 krawedzie oraz 12 wierzchotkbw sg takie same jak
we wczesniejszym szescio-oSmioscianie.

2. Cubohemioctahedron

Cubohemioctahedron jest wieloscianem symetrii szeScienno-osmioscienne;j,
dodatkowo jest on wielo$cianem blizniaczym do poprzedniego.

Do jego utworzenia wystarczy usungc¢ sciany trojkagtne zamiast kwadratowych. Nasz
wieloscian powinien wyglgdac¢ w nastepujgcy sposéb (rys. 15).

rys. 15



3. Small Cubicuboctahedron

Wielosciany tworzone w poprzednich dwoch rozdziatach byly blizniacze, czyli
w jednej byty wglebienia a w drugiej byty one zastoniete Sciang. Wywodzity sie one
z tej samej bryty, tj. wieloscianu Archimedesa szescio-o$smiocianu.

Dwie nastepne bryty réwniez sg blizniacze, natomiast wychodzg z innej bryty,
a dokfadnie z wieloscianu Archimedesa szescio-osmioscianu rombowego.

Zaczynajgc konstrukcje tego wieloscianu zaczynamy od narysowania szescianu tak
samo jak w poprzednich rozdziatach, dodatkowo rysujemy na goérnej $cianie
przekatne aby zlokalizowa¢ $rodek tej Sciany (rys. 16). Nastepnie zaznaczamy
obszar gornej Sciany, wybieramy narzedzie Rotate oraz obracamy jg o 45°
jednoczescnie wciskajgc klawisz Ctrl (rys. 17). W ten sposob powstaje kwadrat ktéry

przecina krawedzie szescianu ukazujgc nam wierzchotki o$Smiokagta foremnego
(rys. 18).

rys. 16 rys. 17 rys. 18

Po usunieciu wystajgcych poza obrys szescianu trojkgtéw (rys. 19) kolejnym
zadaniem jest zlokalizowanie reszty osmiokgtow foremnych. Do tego mozemy
wykorzysta¢ narzedzie Circle. Rysujemy okrag tak, aby jego krawedz stykata sie
z najblizszym wierzchotkiem osmiokgta (rys. 20), nastepnie rysujemy odcinki
stykajgce sie z przeciwlegtg krawedzig (rys. 21). Powtarzamy te czynnos¢ dopoki
nie otrzymamy siatki na catej powierzchni szescianu (rys. 22).

rys. 19 rys. 20



W kolejnym etapie musimy wigczy¢ widok X-ray lub Wireframe. Aby to zrobi¢ nalezy
udac sie do zakfadki View -> Face style -> X-ray (rys. 23).

Po przetgczeniu widoku na X-ray lub Wireframe rysujemy tréjkaty wewnatrz
naroznych szescianow (rys. 24).

View Camera Draw Tools Window Help
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rys. 24

Gdy mamy juz wszystkie trojkgty mozemy usungé krawedzie duzego szescianu
wykorzystujgc narzedzie Erase (rys. 25) otrzymujgc widoczng ponizej bryte (rys. 26).

rys. 26



Jest to szescio-oSmioscian rombowy Archimedesa. Bryta ta stanowi baze
podczas tworzenia Small Cubicuboctahedron. Ten wieloscian tworzymy usuwajgc
dwanascie kwadratowych $cian ktére nie lezg w Scianach szescianu.

Finalna bryta - Small Cubicuboctahedron (rys. 27) - posiada 20 $cian: 8 tréjkgtnych,
12 oSmiokatnych, 24 wierzchotki i 48 krawedzi.

rys. 27

4. Small Rhombihexahedron

Ten wieloscian jest wieloscianem blizniaczym do Small Cubicuboctahedron.

Do jego stworzenia potrzebujemy tej samej bryly Archimedesa, czyli szescio-
osmioscianu rombowego. Odwrotnie od poprzedniej bryty, tutaj usuwamy Sciany
ktore lezg w Scianach szescianu, dodatkowo usuwamy Sciany trojkatne (rys. 28).

rys. 28



5. Stellated Truncated Hexahedron

Do utworzenia tej bryty wielosciennej
wychodzimy od szescianu z siatkg ktorg
stworzylismy i  zapisalismy tworzgc
poprzednie bryty. Nastepnym krokiem jest
odciecie narzedziem Erase lub klawiszem
Del naroznych prostopadtoscianow,
do momentu, kiedy powstanie nam
7 prostopadtosciandw (rys. 29).

Rysujemy odcinki tgczgce wierzchotki tych
prostopadtoscianéw  ktérych  krawedzie
zawierajg sie na tej samej prostej. Odcinki
tworzg sieC trojkatbw na  Scianach
przestrzennego krzyza. rys. 29

rys. 30 rys. 31

W momencie kiedy usuniemy klawiszem Del zewnetrzng Sciane ukazg sie nam
cztery tréjkaty ktore sg wyrdznione ponizej (rys. 32). Je rowniez usuwamy do
momentu, gdy otrzymamy kwadratowg Sciane otoczong pieciokatami (rys. 33). Po
powtdrzeniu tego kroku na wszystkich Scianach, otrzymujemy Stellated Truncated
Hexahedron, ktorego nazwe ttumaczy¢ mozna jako Sciety szescioscian
gwiazdzisty (rys. 34).



rys. 32 rys. 33 rys. 34

6. Great Rhombihexahedron

Dwa kolejne wielosciany sg blizniacze. Tworzone
sg na bazie szesScianu na ktdérego Scianach
utworzono oktagramy.

Ponownie wychodzimy wiec od naszego
szescianu z siatkg. Nastepnie rysujemy na kazdej
Scianie oktagram, tgczgc odpowiednie konce linii
siatki. (rys. 35). Tym razem réwniez mozemy
zapisaC _nasz szescian jako domysiny plik
od ktérego bedziemy rozpoczyna¢ budowe
nastepnych bryt - siatka oktagramu na scianach
przyda nam sie do kazdej z nich.

rys. 35

Majac juz gotowe oktagramy na Scianach naszego szescianu pozostaje juz jedynie
usungC narzedziem Erase wszystkie krawedzie szescianu, zostawiajgc krawedzie
i wierzchotki oktagramow (rys. 36). Dodatkowo nalezy usung¢ powstate w naroznych
szescianach szesciokaty (rys. 37).




Po wykonaniu tej czynnos$ci z szescianu niczym rzezba z bloku marmuru wytoni
sie nasza bryta - Great Rhombihexahedron (rys. 38).

rys. 38

7. Great Cubicuboctahedron

Sprawa staje sie jeszcze prostsza w przypadku naszej nastepnej bryty. Posiadajgc
juz projekt poprzedniej wystarczy jedynie utworzy¢é kwadraty pomiedzy
przeciwlegtymi ramionami gwiazd (rys. 39).




8. Great Rhombicuboctahedron

Kolejny raz do stworzenia naszej bryty postuzymy sie projektem poprzednie;j.
Aby z bryty z poprzedniego punktu uzyska¢ Great Rhombicuboctahedron (rys. 40)
wystarczy na kazdej scianie usungC wszystkie wielokaty utworzone z siatki
oktagramu. Ukazujg nam sie wtedy otwarte “komorki”, utworzone ze wszystkich
kwadratéw i trojkatéw przecinajgcych bryte.

rys. 40

9. Cubitruncated Cuboctahedron

Tym razem wracamy do projektu szescianu z siatkg oktagraméw (rys. 41). Za jej
pomocg musimy stworzy¢ nowg siatke na sScianach szescianu - mata gwiazde
osmioramienng wpisang w srodkowy kwadrat. Posiadajgc juz siatke duzego
oktagramu bardzo tatwo mozemy potgczy¢ odpowiednie wierzchotki (rys. 42)
i uzyska¢ maty oktagram a nastepnie usung¢ niepotrzebne linie (rys. 43).
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Gdy oktagramy sg juz gotowe, nalezy przetgczy¢ widok w tryb X-Ray lub Wireframe
i potgczy¢ ze sobg wierzchotki sgsiadujgcych oktagramow w sposéb pokazany
na ponizszym rysunku (rys. 44).

rys. 44

Teraz pozostaje nam tylko usungc¢ wierzchotki oraz pozostate krawedzie i patrzec,
jak SketchUp robi catg reszte za nas - po usunieciu ujrzymy gotowg bryte (rys. 45).

Otrzymana bryta przebiera swoje ksztalty dzieki szescianom, ktére SketchUp
automatycznie stworzyt pomiedzy narysowanymi przez nas liniami i ramionami
oktagramu (kazdy szesciokagt posiada 3 Sciany bedgce czescig ramienia oktagramu
i 3 Sciany bedagce narysowanymi liniami).

rys. 45



10. Great Truncated Cuboctahedron

Tworzac ostatnig bryte odejdziemy od metody “rzezbienia” z sze$cianu.

Zaczynamy od utworzenia oktagramu. W tym celu wybieramy wieloScian z menu
Shapes, tworzymy figure po czym wpisujemy na klawiaturze “8s” i klikamy Enter.
Domysiny pieciokgt zamieni sie wtedy w osmiokat foremny (rys. 46). Teraz
pozostaje juz tylko potaczyC ze sobg odpowiednie wierzchotki i usung¢ niepotrzebne
fragmenty osmioscianu (rys. 47).

rys. 46 rys. 47

Majac juz gotowy oktagram tworzymy kwadrat na jednym z jego ramion (rys. 48).
Utworzony kwadrat nastepnie obracamy o 45° jako o0$ uzywajgc boku
pokrywajgcego sie z ramieniem oktagramu oraz rysujemy pionowg linie
od wierzchotka naszego kwadratu do pftaszczyzny na ktérej lezy nasz os$miokat
(rys. 49). W tym momencie warto réwniez stworzyé przekatng fgczacg dwa
przeciwlegte wierzchotki gwiazdy, dzieki czemu bedziemy mogli obraca¢ elementy
wokét Srodka oktagramu (Srodek przekatnej jest jednoczesnie srodkiem figury).

rys. 48 rys. 49



Linia poprowadzona od wierzchotka kwadratu stworzyta na ptaszczyznie gwiazdy
rzut wierzchotka kwadratu, ktéry mozemy uzy¢ za os do obrdcenia naszego
oktagramu. Najpierw korzystajgc z narzedzia Select zaznaczamy gwiazde, nastepnie
obracamy jg z wcisnieciem przycisku Ctrl (dzieki czemu wykonamy kopie istniejgce;j
gwiazdy zamiast zmienia jej potozenie) i wybierajgc rzut wierzchotka kwadratu
za 0$ (rys. 50). Majgc juz prostopadtg gwiazde, czterokrotnie obracamy jej kopie
wokoét srodka naszego poczgtkowego oktagramu, po czym tworzymy ostatni - gérny.
W tym celu zaznaczamy naszg pierwszg gwiazde i obracamy z klawiszem Ctrl wokot
srodka ktérejs z prostopadtych (rys. 51).

rys. 50 rys. 51

Prosciej wyglada sytuacja z kwadratami. Jedyne czego wymaga ten etap
to tworzenia ich narzedziem Rectangle, taczac ramiona sgsiadujgcych oktagramow.
Po wykonaniu tej czynnosci otrzymamy naszg bryte (rys. 52).




Druk 3D

Naszym wspolnym hobby jest druk 3D. Aby urozmaici¢ naszg prace postanowiliSmy
przygotowa¢ bryly do druku oraz je wydrukowac. Nie byto to proste zadanie,
poniewaz sciany bryt w domenie cyfrowej nie maja grubosci. MusieliSmy zatem
przystosowac je do druku. W tym celu w programach SketchUp oraz Fusion 360
recznie pogrubialiSmy $ciany bryt. Ta czynnos¢ spowodowata tzw. przerwy miedzy
krawedziami, tzn. powstawaty bardzo niewielkie przerwy miedzy modelem gtéwnym
a pogrubionymi elementami. Naprawilismy to wykorzystujgc narzedzie
ogolnodostepne Netfabb.

W tym momencie moglismy przystepowac¢ do wstepnej analizy druku w slicerze -
programie, ktory tnie model na warstwy oraz tlumaczy na kod gcode
zrozumiaty dla drukarki 3D (rys. 53). W tym programie mozemy dostosowac
istotne parametry, np. czy wydruk bedzie posiadat podpory w miejscach ktore
‘wiszg”. Sg one niezwykle wazne, poniewaz drukarka tworzy kolejne warstwy
poziomo na stole grzewczym, nie jest w stanie drukowac elementow bez podstawy,
czyli w powietrzu. Dlatego wykorzystuje sie struktury (tzw. podpory) ktére
po skonczonym druku usuwamy (rys. 54).

rys. 53 rys. 54

Kolejnym istotnym parametrem jest wypetnienie. Kazdy drukowany model potrzebuje
jakiegos wypetnienia. Jest wiele metod wypetnienia: od figur ptaskich, np trojkaty,
czy szesciany, przez plaster miodu az do bardziej skomplikowanych wzorow
jak krzyze. Najczesciej uzywanym do prostych modeli wzorem jest kratka
Z wypetnieniem zazwyczaj w przedziale 15-25%. Takie wypetnienie zastosowaliSmy
rowniez my (rys. 55).

Ostatnim najwazniejszym parametrem jest ilo§¢ petnych warstw na gorze oraz dole.
Pierwsze i ostatnie warstwy sa w petni wypelnione w celu zwigekszenia
stabilnosci (rys. 56).



rys. 55 rys. 56

Wszystkie wielosciany drukowaliSmy w rozmiarze 10cm x 10cm x 10cm. Druk takich
bryt zajmowat od 5 do nawet 12 godzin, natomiast w ten sposob moglismy uwydatni¢
wszystkie detale. Do druku wykorzystalismy filament Devil Design PLA SILK gold.
Jest to polilaktyd, czyli w petni biodegradowalny, termoplastyczny polimer. Jest
najpopularniejszym materiatem, ze wzgledu na bezproblemowy druk oraz
przystepng cene. Filament wybrany przez nas ma réwniez dodatkowy czton w swojej
nazwie - “SILK”. Ten rodzaj filamentu imituje kolor metaliczny, charakteryzujac
sie wysokim potyskiem.

fot. 1. Tetrahemihexahedron fot. 2. Octahemioctahedron

fot. 3. Cubohemioctahedron fot. 4. Small Cubicuboctahedron



fot. 5. Small fot. 6. Stellated Truncated
Rhombihexahedron Hexahedron

fot. 7. Great fot. 8. Great
Rhombihexahedron Cubicuboctahedron

fot. 9. Great fot. 10. Cubitruncated
Rhombicuboctahedron Cuboctahedron

fot. 11. Great Truncated fot. 12. Great Truncated
Cuboctahedron z podporami Cuboctahedron po Sciggnieciu
podpor



Zakonczenie

Zgtebianie wiedzy jeszcze nigdy nie byto tak proste. W dzisiejszych czasach mamy
dostep nie tylko do dobrodziejstw Internetu i zawartych w nim informaciji, ale
inarzedzi z pomocag ktérych mozemy tatwiej zrozumie¢ poznawany temat.
W przypadku geometrii jest to szczegolnie wazne, poniewaz budowa bryt,
szczegolnie tych bardziej ztozonych, jest niezwykle ciezka do pojecia jezeli nie
przejdziemy przez proces ich powstawania krok po kroku. Wspétczesne narzedzia
cyfrowe pozwalajg nam wtasnie na to i to w sposdb stosunkowo intuicyjny, z kolei
korzystajgc ze starych metod, przyktadowo kartki i przyboréw geometrycznych nawet
stworzenie prostej bryly jest niepordwnywalnie bardziej skomplikowane
i czasochtonne, a nawet po dokonaniu takiej wizualizacji mozliwosci jej studiowania
sg bardzo ograniczone w stosunku do bryty w domenie cyfrowej, ktérg mozemy
dowolnie obracac i przetgczac transparentnosc¢ poszczegolnych scian czy krawedzi.

Mamy gteboka nadzieje, ze zacheciliSmy do poznania fascynujgcego sSwiata
geometrii tréjwymiarowej pokazujgc, jak proste i satysfakcjonujgce jest samodzielne
tworzenie bryt. Dziekujemy tez dr Bronistawowi Pabichowi za wprowadzenie nas
w Swiat geometrii i zachecenie do zgtebiania go oraz zapewnienie potrzebnych
materiatow.
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