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WSTEP

Pewnego dnia postanowitem rozwigza¢ zadanie: “W jakim stosunku podzieli¢
przyprostokatng trojkata prostokgtnego, aby otrzymac dwie figury o réwnych polach”.
Rozwigzatem go na nastepnych stronach rozwijajgc go:

1. Rozdziat 1:Podziat tréjkgta na figury o rownych polach.
2. Rozdziat 2:Nieskonczony podziat z zachowaniem proporciji ciecia.
3. Rozdziat 3:Przykfady podziatéw z zachowaniem proporciji ciecia:
a. podziat na figury o polach zmniejszajgcych sie o 5,
b. zloty podziat odcinka,
c. zioty podziat padl.
4. Zakonczenie: Informacje o mozliwych uogdlnieniach.



Nowy Targ, 15.02.2023r.

Informacja nauczyciela.

Jakub jest uczniem klasy drugiej o poszerzonym programie nauczania matematyki, fizyki i
jezyka angielskiego. W Konkursie Prac Matematycznych startuje po raz drugi. W zeszlym
roku napisat prace pod tytutem “Dlaczego 2+2=4", w kt6rej przedstawit informacje dotyczace
konstrukgji zbioréw liczbowych.

Jakub Skalany to osoba utalentowana matematycznie, pracowita i zdyscyplinowana.
Przedstawiane przez niego rozwigzania zadan cechuje wysoki stopien zrozumienia
przerabianego materiatu, precyzja i duza kultura matematyczna.

Uczen preferuje prace samodzielng, ale potrafi rowniez zgodnie pracowaé w grupie, dzielac
si¢ swojg wiedza i doswiadczeniem z innymi uczniami. Jakub nieustannie poszerza swojg
wiedzg i umiejgtnosci matematyczne, rozwija swoje zainteresowania, czego dowodem jest
niniejsza praca napisana przez Niego samodzielnie. Tresci w niej zawarte wykraczaja poza
podstawg programowg nauczania matematyki w szkole ponadpodstawowej. Musze
przyznac, ze przeczytatam jg z zainteresowaniem. W tej pracy widaé ciekawe podejécie do
przedstawionych zagadniefh matematycznych. Dlatego tez praca z Jakubem daje duzo
satysfakcji.
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Dane kontaktowe:

Autor:Jakub Skalany
tel: 732 831 498
email:jakuskalanego@gmail.com

Szkota: | Liceum Ogodlnoksztatcgce w Nowym Targu, im. Seweryna Goszczynskiego
Plac Krasifiskiego 1 34-400 Nowy Targ

tel/fax: 18 266 29 55, 18 266 38 58

lo@goszczynski.nowytarg.pl

Opiekun: mgr Joanna Trybuta
tel. 696 678 958 email: trybula.joanna@gmail.com
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Podziat tréjkgta na figury
o rownych polach

Zacznijmy od podziatu tréjkgta na dwie
figury o réwnych polach. Przyjmijmy
nastepujace oznaczenia:

B, - pole trapezu B1BC1C

S — pole AABlC1

C b, = IAC,|
by bl = |C1C|
rys.1
Wtedy
P =P P =Xb +b) L )Ytga =
B, ABC ,4113101_2(0+ 1)tga—2(0)tgoc—
_ 1 _ _
= 2 [(b, +b, +b)(b, +b, —b)ltga =
_ 1
= L (2b, + b)]tga

_ 1,72
= b0 tga
Stad poniewaz B =S otrzymujemy:
2
b,=b (2b +b),
2 2 2 2
<:>b0= 2b0b1+b1(:>b0— ZbObl—b1= 0
b b
© () —25--1=0 b, >0

b

Przyjmujgc t = b—o otrzymujemy rownanie £ —2t—-1=0z
1
wyréznikiem A = 4 + 4 = 8 :>\/Z= 2\/5
24242

zat: t > 0; t1= >

bO

b
0 _ — — _
=1+ V2= b, > b,(V2 - 1).

Wartym zauwazenia jest to, ze stosunek dtugosci odcinkéw bo' b1 jest niezalezny od miary

kata alfa.



Rozszerzmy to zadanie na podziat trojkata na trzy figury o rownych polach.
Przyjmujgc:
° hO =b JLga

B

° h1= (b0+b1)tgoc
° h2= (b0+b1+b2)tga

Otrzymujemy:

1
P =P, —-P, _ =-—
B ABC ABZC2 2

2 1 2
(bo + b1 + bz) tga — T(bo + bl) tga =
— L —ph — =
= [(b0 + b1 + b2 + b0 + b1)(bo + b1 + b2 b0 bl)]tgoc =

_ 1
= 5 [b,(2b, + 2b_+ b )]tga

1 2
S = Tbo tga
Stad poniewaz B,=S otrzymujemy:
2 . .
b, =b,(2b, + 2b + b)), i uwzgledniajgc b, = b (+/2 — 1),
otrzymujemy
b, =b(2b, + 2b,(f2— 1) +b) e b =b (2b (1 +2—- 1) +b) e
2
&b =b (22b, +b) e b, — 22b b — b, = o@(l;—z) - zﬁi—z— 1=0 b,>0

b
Przyjmujac t = b—° otrzymujemy réwnanie t* — 2\/§t —1=0

2
A=8+4=12>-/A=23

zak: t > 0: t1=2ﬁ;r—2ﬁ

bo_ . b, . _
5= V2 +3=b, === b (3 -12)




Rozszerzmy to zagadnienie na podziat
trojkata na cztery figury o réwnych
polach. Przyjmujgc:

° ho = botga

) h1 = (bo + bl)tga

® h,=(b,+b +b)tga

® h,=(b,+b +b, +b)tga

rys.3

Otrzymujemy:

_ _ _ 1 2, 1 2 _
Py = Pupe = Pagg =7 (b + by + b, + by tga — (b, + b, + b)) tga =

=5 (b, +b +b,+b +b +b +b)b +b +b +b —b —b —b)ltga =
= 5 [b,(2b, + 2b, + 2b + b)]tga
S = %boztga
Stad poniewaz:
bi = b(2b, + 2b_+ 2b, +b), i uwzgledniajgc b, = b (1/2 — 1)

b, =b,(/3 =/2)

otrzymujemy bi =b,(2b, + 2b (2 = 1) + 2b (3 =2) + b)) =
=b,2b,(1 +\2-1+3-42) +b) o

2
2 2 2 b, by —
© b =b,(2\3b, + b)) & b, — Zﬁb0b3—b3=0@(?) —zﬁb—z— 1=0 b,>0

t=z—:=>t2—2\/§t—1=0 A=12+ 4 =12 =-/A= 2./4

zat: t > 0; t1 = zﬁ;_zﬁ A t2 = @; t2 nie speinia zatozen

bO

bo_ — — —
5=V +3= b, = = = b (V4 —3)




Whniosek nasunat sie oczywisty, a

B
mianowicie b =b (Yn + 1 —+n).
Udowodnijmy ten wniosek formalnie: on

Przyjmijmy:

bo = Xy
by, = T — Tr_1

gdzie k € {1, 2,.,n}
wowczas
b 0= %,

bl_xl_xo

bz_xz_xl

b =x —x
n n n—1

n
niech Y bl,= b =x

i=o

Wtedy
-1 — 1,7 L. L1 L. 1,2
S—Zhobo—zbotga/\S—n 2hnb = 57b tga
1,2 _ 1 1 2 21 42
zatem.TbOtgoc = —7b tga = b0 =—
b ’ 1
= = n =
0 N+’
1 2 1 2 1 2 2 1 1 ;2
Ponadto B, = (Ttg(x)xk - (Ttgooxk_1 =7tga(xk - xk_l) =—tga - —b
2 2 2 2 2 2 b’ 2
. 1 1 _
wiec x, —x, = n+1b =>x, = n+1b tx, DX = T X,
Stad
b
a. dlak=0x_ =
0 n+1
2 2
b b
_ _ _ _bp2
b. dla k=1 X, = el dwwnle v,
2 2
b 2b
_ _ _ _bhB
C. dlak—2x2— T T = Ny
2 2
b 3b
_ _ _ b4
d. dlak—3x3— T T = v
2 2
b kb
_ _ bk+1 e _
zatem X, = Tt = o , W szczegolnosci dla k=n

_ [ b A e
otrzymujemy x ="\/7F + 7 = w% =b
o _blkt1 bk b _ _ _ .
L e e  E Gk +1—=+/k) =b (Jk + 1 =+/k); co

nalezato udowodnié.




Warto zauwazyé¢, ze w badanym ciggu wystgpity metalowe liczby (algebraiczne dodatnie
rozwigzania rownan (x2 — px — q = 0). W tym miejscu postawitem sobie nastepujgce
pytanie: “w jaki cigg utozg sie pola figur, gdy przyprostokgtng AC bedziemy dzieli¢ w
stosunku ztotym lub harmonicznym”.

Nieskonczony podziat z zachowaniem proporcji
ciecia
W rozdziatach 2-3 przyjmijmy oznaczenia jak na rys.5
B

.\ E,
\ E,

\'>Ek\1‘ E
k e
.\“{‘ Ere

\ Eyis

B1 B2 \ En_1
w1l B Bk+1 Bk+2 \1 E

n
k \
B E
n-1 Bn

n+1
T k+3 Tcm‘ Tcn TMA

k-1 k+1 k+2

rys.5
Trojkat prostokatny ABC, w ktérym |AC| = b, |CB| = h = b - tga, a = |XBAC| dzielimy

prostopadtymi do przyprostokatnej AC na przeliczalng ilos¢ czesci {Bk}oo spetniajacych
k=1

warunki:
P
B
1) V(k € N[5 =q Aq€(0D)
BK
= 1 1,2
2) P =P = —bh = —=b tga gdzie P_ to pole trapezu B dla
k§1 B, ' MBC 2 2”9 g, 0P P K

k=1273,.. A C0= C

Podany problem ilustruje nr.5 , na ktérym przyjeliSmy nastepujgce oznaczenia:
3) x, = |CKA| dlak € {0,1,.}, X, = B

4 b =x,_ —x =|C_ Al —|CAldlak € {0,1,..}

5) hk = x tga dlak € {0,1,..} oraz h0 =h = X, tga = btga
Waznym zadaniem jest znalezienie zaleznosci pomiedzy punktami
ciecia C.dlak € {1,2,.,n} a parametrami AABC, czyli dtugoscig boku

b=|AC| ia = |«BAC|
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Zauwazmy, ze dla kazdego k = 1, 2,3... mamy

P =P - P =
B AAB, C AABC
K K-1 K-1

- L 2 _ L 2 - L 2 _ 2 —
— 1.

. bk(bk + Zxk)tga

Poniewaz b + x = x,  zatem

P 2

2
By %tgoc Ce) —C ) by by +2x,,) d
q = = . = Sta
PBK %tga (xk—1)2_(xk)2 b (b, +2x))
2 it
bk+1 1+2( bk+1 ) . . .
6) g =——> - P przyjmujac, ze
b 123D
xk xk+1
7) 5 =7 = W = const, dlak = 1, 2,... ibiorac pod uwage, ze
k k+1
X, =%, t by, mamy
x +b b X b
=KL o (g g iy = KL () 4 ) dlak = 1,2,
k k k+1 k
8) cyli— =~ dlgk = 0,1,2
) czyli bk = Tre =0U14,.
Uwzgledniajgc punkty 6,7,8 otrzymujemy:
[ 2 1+2w
7= (7)) T
® 2
9) = q= (7)) dlaq € (0,1)
wtedy na mocy punktu 1
2
— (1) —
PB = (1+w) PB dlak = 0,1, 2,...
K+1 K
wiec {Bk}Oo to ciag geometryczny, wiec
k=1
10) ; P =p -
k=1 Bk 114
Z punktow 4,7 i 9 otrzymujemy:
x 2
ke 2 2 2
2 X X X
) b, _ k _ k .o 1
Maq= () = ) = (G5) = () stadtezq= () stad
1+5- k' Tk k-1 0
L )"
) 1_q -

() —(x)’
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o _ _ _ i 2 _ 2
Z drugiej strony PB1 =P, 0 PAABlC1 =5 ((x) — (x))tga

2

1 _ 12 2y &)
zatem PBl- o = 7 ((x) —(x)) =) tga
- — L _ 1y =
czyli k§1 PBK - PB1 T — () g =Py

Wykazalismy zatem, ze mozliwe jest odpowiednie ciecie trojkata prostokgtnego na
przeliczalng (nieskohczong) ilos¢ trapezéw (paskéw) tak ,aby pole trapezu BK+1 z

ciecia nastepnego byto proporcjonalne do pola BK trapezu ciecia

poprzedniego, czyli

PBK+1 . ICK+1A|
V(k € N)7==g¢q gdZLe\/5= oA

B

Przyktady podziatow z zachowaniem proporcji
clecCla
Przyktady nieskonczonych ciec¢ trojkata prostokgtnego ABC prostymi prostopadtymi do
przyprostokatnej.
Dokonamy nieskohczonego podziatu AABC przyjmujac (odpowiednie) przyktadowo rézne
proporcje pomiedzy wybranymi elementami (parametrami) figur powstatych przy dowolnych

dwdch kolejnych cieciach w celu wyznaczenia na przeciwprostokatnej punktow
C1' CZ,..., CK—l’ CK,... jej przeciecia z linig do niej prostopadta.

Przyktad 1:
Zatézmy, ze pole figury odcietej (trapezu) jest rowne potowie pola figury odcietej w cieciu
k-1, tzn:

P
B, 1
P;“ = — dlak=123,... Przy czym PB1 < PAABC gdzie
K
1 2 2
P =—(b —x)tga =P — P
B1 2 ( 1) g AABC AABlC'1
PBK1 1 w 2 1
q = PBK == dlak = 1,2,3,... poniewaz g= 1+w) ==
w 2
> =T52-Do=220=1+2
xk
Z rozdziatu 2 wiemy, ze @ = — =1 + /2
k
X ? 1 X \ﬁ
atakzenamocy (11)q = (T—) == ——=—

k-1 k-1
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Reasumujgc, relacje pomiedzy dtugosciami odcinkéw na przyprostokatnych powstatych z
punktow BKCK do niej prostopadtymi (rys. rozdziat 2) przedstawiajg sie nastepujgco:

cl o lacy

Ic Al — 2 |C, C|
K-1 K-1 K

=1 ++2dlak = 1,2,3,.

gdzie €, = C |AC| =x,=b |AC | =x,_ |C,_C,|=b_ dlak=123,.

K-1 K

k

Geometrycznie te relacje mozna
przedstawi¢ nastepujgco (dla

kazdego ciecia k = 1, 2,3,..)

CO wigze sie ze srebrnym
podziatem kazdego

T odcinka |AC,| dlak = 1,2,3,

k

rys,E. poniewaz t = Z—k =1+ ﬁjest rozwiazaniem réwnania £ —2t—-1=0
Rzeczywiscie
_ _ _ 2422 _ : , , .
A=8A=+8 t="=1++2 >0 (odrzucamy ujemne rozwigzanie, gdyz
geometrycznie nie ma ono sensu). Rozwigzanie tego réwnania przyjeto nazywac srebrng

liczba, analogicznie do réwnania t — t — 1 = 0, ktérego rozwigzanie przyjeto nazywac
liczbg ztota.
Proponowany podziat spetnia warunki poprzedniego zadania, tak wiec pola

trapezéw bedg sie zmniejszaty o % tworzgc skonczong sume szeregu
geometrycznego.

Przykiad 2:
W przyktadzie pierwszym wychodzimy z zatozenia, Zze pole aktualnie odcinanej

czesci AABC jest % pola czesci poprzednio odcietej i w rezultacie doszlismy do
srebrnego podziatu przyprostokatnej AC punktami C, (k=123.). W tym

przyktadzie postepujemy odwrotnie, a mianowicie zaktadamy, ze punkty
CK (k = 1,2,3,..) dzielg odpowiednio AC w ztotym stosunku, tzn.

lAC,l ¢, .C,
Ic,_Al AC|

|
(k = 1,2,3,...) czyli“catos¢ C,_,A do czesci diuzszej AC,

ma sie tak, jak czesc dtuzsza AC, do czesci krétszej ¢, .C gdzie
CK—lA = ACK + CK—1C dla (k = 1,2,3,..) przy czym C0 = C w AABC prostokatnym o

przyprostokatnej AC i kacie ostrym a = |<BAC]|
Przy przyjetych oznaczeniach (zobacz roz.2) mamy

X X X X 2 2
4)—=-0—=——6ox =x__ —X

X
X, . X, X, _ 7%, k k—1 k-1 'k

X
k—1

“k

réwnania jest ztota liczba ¢ = ﬂz@ RzeczywiscieA =1 + 4 =5o+/A=15

2 .
stagd rownaniet — t — 1 = 0, gdziet = Dodatnim rozwigzaniem tego
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X
wtedy ¢, = 2255 0,6 =125 < 0 zatem = ¢dla(k =1,2,3,.)i

2

- L
15)PBK+1_¢PKdla(k_123 )
@ 2
) 1 )
Wéwczas ), P, = Z (—) p_ - = P
k=1 K 1k 0 ¢ Bl 1_? Bl ¢2_1

czyli ). PB =¢ - PB, poniewaz cl)z =¢ +1
k=1 "k 1

(o]

A wiedzac, ze ), P = PAABC (namocyp.12) otrzymujemy
k=1 Bx

Poape =9 Py )
Wykazalismy, ze nieskonczone ciecie AABC zgodnie z przyjetg ztotg zasadg podziatu
przyprostokgtnej AC poprawnie i catkowicie rozktada AABC na przeliczalng ilo$¢é
czesci, ktérych pola spetniajg okreslone warunki

— . - L —
(Ppe=® P, AP, = Py dla (k = 1,2,3,.))

AABC 1 K+1 K

Przykitad 3:

Postaramy sie udowodnié, ze mozliwe jest tego typu rozcinanie AABC prostokatnego
Z innym niz w przyktadzie 2 udziatem ztotej liczby, a mianowicie z warunkiem:

16) PB = %PB dla (k = 1,2, 3,..) (wszystkie parametry AABC i ich znaczenia sg

identyczne takie, jak w rozdziale 2.)
W jakiej proporcji muszg znajdowac sie punkty ciecia CK (k=1,23,.)

przyprostokatnej AC AABC prostokatnego.

Otéz, przy zatozeniu, 16 cigg {PB }°° jest tez ciggiem geometrycznym o ilorazie
K k=1

= % gdzie ¢ = &;E > 1 jest liczba ztota
warunek 17) ). PB = PAABC powinien by¢ spetniony, gdyz oznacza on, ze suma
k=1 K

pol odcietych figur jest polem rozcinanego AABC. Faktycznie z warunkow 16) i 17)
otrzymujemy:

2 .
2 X tga = PB1 - - czyli
tga = —(x - X ) - tga stad rownanie

@ - D’ =@ —xi)cb > @ -1 =0-20b



14

x -1 1
Z=1- ¢T b
X
otrzymany warunek —- = ——

y y o
przenosimy na wszystkie ciecia: il = ik =.= e = Zen == —

xO xO xk—l xk \/6
wtedy przyjete rozcinanie AABC w punktach CK (k = 1,2,3,..) przyprostokatnej AC
. . Xy |ACk| 1 . .. .
zachowujgcych proporcije . = AC_ | = ? a wiec inaczej niz w przyktadzie 2
k-1 k-1

w petni i poprawnie rozcina tréjkgt prostokatny ABC.

Zakonczenie

Stosunkowo fatwo uogolni¢ przedstawione przeze mnie rozwazania zastepujgc
zatozenie prostopadtosci do przyprostokatne;j linii cie¢ warunkiem ich réwnolegtosci

[o9]

przy zachowaniu pozostatych zatozen. Woéwczas ). PB = powinien by¢ zbiezny do
k=1 "k

P .
AABC

Przyjmujac a = -

rozwazanie bez
Zmian mozna
przenies¢ na ciecie
kwadraty, a z
niewielkimi
Zmianami na ciecie
prostokata.

rys./
Uzyskane proporcje moga by¢ uzyteczne w ogolnych rozwazaniach o
figurach podobnych, ale to temat na zupetnie inng prace...
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SPIS TRESCI:
Strony:

s.1-Strona tytutowa.

s.2-Wstep.

s.3-Informacja nauczyciela.

s.4-Dane kontaktowe.

s.5-Rozdziat 1-"Podziat tréjkata na figury o rownych
polach”.

s.9-"Nieskonczony podziat z zachowaniem proporc;ji
ciecia”.

s.11-"Przyktady podziatéw z zachowaniem proporc;ji
ciecia’.

s.14-Zakonczenie.

s.15-Spis tresci.

s.16-Zrodfa.



Zrodta

e https://www.youtube.com/watch?v=W{fPew1gRHRO0

® Corbalan Fernando, Zfota proporcja, 2022, Hiszpania, Avenida Diagonal (na zlecenie
national geographic), 2022,978-84-1393-820-1.
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https://www.youtube.com/watch?v=WfPew1gRHR0

